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II
Theorie generale de la plasticite. Champs des lignes de cession.

Allgemeine Plastizitätstheorie, Gleitlinienfelder.

General Theory of Plasticity, Fields of Equal Yield Lines.

Dr. Ing. A. Freudenthal,
Warschau.

Introduction.
L'evolution de la theorie de la plasticite a accuse, au cours de ces dernieres

annees, de tels progres que l'expose de ses resultats et consequences doit faire,
ä ce Congres, l'objet d'une seance de travail particuliere. Quoiqu'il en soit, il
subsiste encore dans ses principes essentiels de notables obscurites. II est
certain que les conceptions tres evoluees de la physique moderne nous ont
conduit ä reviser en partie un grand nombre de nos points de vue habituels en
ce qui concerne la resistance des materiaux et principalement ceux de ces points
de vue qui portent sur les questions de strueture. Les obscurites qui subsistent
encore dans les notions fondamentales de la theorie de la plasticite debordent
toutefois le cadre de ces conceptions et doivent plutöt etre considerees comme
resultant d'une imprecision dans l'interpretation de faits d'ordre pheno-
menologique.

La mecanique des corps solides est en grande partie regie par la loi de

Hooke. Cette loi qui a permis d'etablir une theorie assez poussee du regime
elastique, n'est toutefois valable que dans une certaine limite. C'est pourquoi l'on
s'est depuis longtemps efforce d'etablir des lois semblables qui seraient d'une
validite generale et qui s'appliqueraient egalement ä la mecanique d'etats quel-
conques, de quelque cote qu'ils se trouvent de la limite ci-dessus. On s'est
toutefois heurte lä ä des difficultes importantes, car si le comportement elastique
est plus ou moins equivalent pour differentes matieres, tout au moins du point
de vue phenomenologique, par contre, le comportement apres depassement de
la limite d'elasticite depend essentiellement de la Constitution de la matiere
consideree:

Les recherches mathematiques sur la theorie de la plasticite ont debute par
l'emploi de methodes dont il etait avere qu'elles pouvaient etre utilisees dans la
theorie des etats d'equilibre limite des masses sans cohesion, en vue du calcul
des etats plastiques des corps solides. On se basait ainsi sur la similitude entre
les courbes limites de Mohr pour les corps sans cohesion et celles de differents
corps solides. Etant donne les differences fondamentales de Constitution que
presentent entre eux ces differents corps solides, la methode devait toutefois
necessairement echouer, ou tout au moins conduire ä des resultats differant
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4 A. Freudenthal

sensiblement de la realite. II ne faut en effet jamais perdre de vue que les corps
de strueture cristalline doivent tout d'abord subir des deformations plus ou
moins elastiques avant d'atteindre l'etat plastique, dans lequel d'ailleurs les

regimes elastique et plastique coexistent toujours pratiquement et chevauchent
meme le long de certaines surfaces, alors que les masses sans cohesion subissent
generalement des perturbations d equilibre par suite de leur passage ä l'etat
plastique La distinction introduite par Hencky1 entre les cas d'equilibre iso-
statique et hyperstatique est donc essentielle pour l'etude des problemes
concernant la theorie de la plasticite. Par cas d'equilibre isostatique, Hencky entend
en effet ceux dans lesquels les conditions d'equilibre et de plasticite sont ensemble
süffisantes pour permettre de determiner les contraintes en tout point donne,
tandis que la resolution d'un cas d'equilibre hyperstatique rend necessaire
Tintervention d'une etude des deformations. Dans l'etude de l'etat plastique des

materiaux de construction, on se trouve presqu'exclusivement en presence de

cas hyperstatiques, car dans les etats limites consideres, on rencontre des zones
plastiques de faible importance ä cote de zones elastiques tres importantes, de

teile sorte que les deux etats doivent etre compatibles dans les zones de
transition et ne peuvent etre consideres que sous l'angle d'une interdependance.
L'etude mathematique de ces etats est rendue considerablement plus difficile
par cette interdependance. Toutefois, et malgre les simplifications qu'elles
seraient susceptibles d'apporter au calcul, il faut rejeter toutes hypotheses qui
seraient en contradiction avec le comportement effectif des materiaux et qui ne
serviraient qu'ä permettre d'aboutir plus facilement ä une Solution mathematique
du probleme.

La plus importante de ces simplifications, qui porte sur presque toute la theorie
mathematique de la plasticite, est l'hypothese suivant laquelle les deformations
elastiques peuvent etre negligees par rapport aux deformations plastiques ä cause
de leurs valeurs relativement faibles. Cette hypothese qui n'est pas autre chose

qu'une deduetion par analogie, tendant ä conclure, ä partir du comportement
des corps sans cohesion, sur le comportement des corps de strueture cristalline,
est inadmissible en ce qui concerne les etats d'equilibre dans lesquels coexistent
le domaine elastique et le domaine plastique. On trouve dejä dans l'etude bien
connue de Haar et Kärmän2 la demonstration du fait que dans le domaine semi-
plastique, c'est-ä-dire dans lequel (ö1 — ö2)2 4 k2 (2 k limite d'ecoulement),

tandis que (ö2 — ö3)2 < 4 k2 et (ö3 — öx)2 < 4 k2, les deformations
plastiques sont de l'ordre de grandeur des deformations elastiques; il n'est donc

pas admissible de negliger les dernieres par rapport aux premieres dans les

cas oü les deux types de deformations se manifestent.
Tous les essais anterieurs en vue de resoudre mathematiquement les problemes

plastiques concernant les corps de nature cristalline ont toutefois ete plus ou
moins appuyes sur cette hypothese. Les exceptions ä cette regle sont tres peu
nombreuses et le plus important des travaux dans lesquels on ait renonce ä cette

hypothese est une etude de Hencky;3 or, dans le cas le plus simple, ce travail
conduit dejä ä des investigations mathematiques d'une teile difficulte que l'etude
de cas moins simples est alors impossible avec les ressources qu'offrent actuellement

les mathematiques.
Nous nous proposons dans ce qui suit, en tenant compte des obscurites
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qui planent encore sur les notions de base de la theorie de la plasticite, d'analyser
brievement ces notions essentielles et d'examiner l'importance des phenomenes
de deformation plastique des corps de nature cristalline, les uns par rapport aux
autres. Notre etude portera avant tout sur les phenomenes qui sont designes,
dans la litterature scientifique, sous le nom de «figures d'ecoulement». Ainsi qu'il
est courant dans la theorie de la plasticite, nous considererons des processus
evoluant avec une lenteur teile qu'ils puissent etre envisages comme constituant
une succession d'etats d'equilibre, ce qui nous dispensera d'une maniere generale
de faire intervenir effectivement les vitesses de deformation.

1° — Condition de plasticite.

La premiere question qui se pose dans l'etude de la theorie de la plasticite
est celle de savoir dans quelles conditions la limite d'ecoulement d'un materiau
se trouve depassee. Avant d'examiner brievement les hypotheses actuellement
existantes au sujet de l'ecoulement, nous citerons une phrase de Ros, qui offre
un int6ret capital tant pour l'interpretation des hypotheses concernant la rupture
que pour Interpretation de celles qui se rapportent ä l'ecoulement: «Par suite
des differences foncieres de comportement entre des matieres qui presentent
des structures tout ä fait differentes les unes des autres, il est absolument
impossible de mettre sur pied une theorie generale de la rupture qui ne tiendrait
precisement pas compte de la strueture propre de chaque matiere. A chaque
matiere, correspond plutöt une theorie particuliere de la rupture, theorie qui
resulte de la strueture interne et du mecanisme de deformation de la matiere
consideree». L'existence de si nombreuses hypotheses s'explique aisement par ce
fait qu'une affirmation aussi precise n'avait jamais ete formulee auparavant
et que l'on avait par suite tendance ä generaliser les resultats experimentaux que
l'on obtenait au cours des recherches sur teile matiere determinee.

Les matieres dont l'industrie dispose pour l'usinage et pour la construction
^ont en general des matieres de nature cristalline, composees en fait d'ensembles
d'elements cristallins, mais qui se comportent d'une maniere quasi-isotrope par
suite de l'orientation non reguliere de ces elements cristallins. En ce qui
-concerne la strueture de l'element cristallin lui-meme, on a presqu'exclusivement
-affaire, dans le cas des metaux industriels, au Systeme ou reseau cubique, dont il
existe trois types:

1° — le reseau simple qui est nettement determine par l'indication de l'inter¬
valle entre les elements de masse (intervalle d'identite);

2° — le reseau ä faces centrees, qui comporte des Clements de masse centres
sur les faces du cube;

3° — le reseau ä element central qui comporte en son centre spatial un
element de masse.

Le fer a, le fer ß, le fer b cristallisent dans le Systeme ä element central;
le fer y, l'acier au nickel et. au manganese, de meme que le cuivre, l'alu-
minium, etc., cristallisent dans le Systeme ä faces centrees.

La disposition du reseau cristallin est egalement tres importante du point de

vue pratique, car la maniere suivant laquelle la matiere consideree passe ä l'etat
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plastique et les phenomenes qui caracterisent cet etat sont influences d'une
maniere decisive par la Constitution du reseau cristallin.

Parmi les hypotheses concernant l'ecoulement, nous citerons ici comme
constituant les plus interessantes:

1° — L'hypothese du cisaillement du Guest-Mohr1 qui se traduit par la
relation:

Tmat f (<*x + Öj)

et qui est deduite de l'ancienne theorie de Coulomb sur le frottement
interne.5 La fonetion f (öv -f ö}) peut etre adaptee aux resultats
experimentaux.

2° — L'hypothese de Beltrami au sujet du travail constant de deformation,
qui envisage, comme criterium du moment oü l'on atteint la limite
d'ecoulement, une valeur determinee du travail de deformation aecu-
mule; cette hypothese ne correspond toutefois pas avec les resultats
des essais et eile a ete emise sous une forme amelioree par Huber &

et, independamment de Huber. par Mises et Hencky,1 forme sous
laquelle eile constitue l'hypothese suivante:

3° — L'hypothese du travail constant de deformation suivant la relation:

(«1 - Ö2)2 + («2 - °3)2 + («8 - «l)2 8 k2

4° — La modification de cette hypothese suivant Schleiclier* sous la forme
bien generale:

(Öl - Ö2)2 + («2 - °3)2 + («3 - °l)2 °c(P)
avec:

P Vs (Öl + Ö2 + ö3)

Les nombreuses tentatives qui ont ete faites en vue de la verification de toutes
les hypotheses ci-dessus et de certaines autres encore qui sont d'ailleurs totale-
merit abandonnees aujourd'hui9 ont montre que l'hypothese de Huber-Hencky-
Mises definit le passage ä l'etat d'ecoulement pour les metaux susceptibles de

deformation plastique avec ou sans limite d'ecoulement nettement definie par
elle-meme, tandis que c'est l'h\pothese de Mohr qui fournit les meilleures
valeurs moyennes dans le cas des matieres dures et cassantes, pour les etats
de contrainte voisins de la limite d'ecoulement.

II ne faut d'ailleurs pas perdre de vue, lorsqu'il s'agit d'interpreter les
indications ci-dessus, qu'il ne saurait etre ici question que de resultats provisoires,
auxquels les investigations ulterieures apporteront peut-etre de nouvelles
modifications.

2° — Limite d'ecoulement.

L'hypothese d'ecoulement est la condition que doivent remplir les contraintes

principales pour que l'etat d'ecoulement soit atteint en un point. Cette condition
est valable, et ceci est essentiel, pour l'etat qui correspond immediatement au
depassement de la limite d'ecoulement; il n'exprime toutefois aucune indication
sur la maniere dont ce depassement se produit. On constate des differences entre
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les processus de deformation non seulernent entre metaux differents comme
par exemple entre l'acier et le cuivre, mais egalement entre les differentes formes

que peut prendre un meme metal et meme, pour des formes absolument
semblables, suivant la vie anterieure des metaux consideres.

La difference la plus marquee se manifeste entre les metaux possedant et ne
possedant pas une limite d'ecoulement nettement definie. Dans le dernier cas,
le passage de l'etat elastique ä l'etat plastique se fait d'une maniere assez

continue, car des contraintes faibles provoquent dejä des deformations plastiques.
Par contre, dans les metaux du premier cas, les deformations sont jusqu'a une
certaine limite entierement reversibles, puis la matiere jusque lä tres resistante
cede brusquement et les deformations plastiques se manifestent brusquement,
la charge ne restant souvent pas constante, mais diminuant dans des proportions
importantes, de teile sorte qu'il semble qu'il existe une limite d'ecoulement
«superieure» et une limite d'ecoulement «inferieure».

Bach 10 a dejä constate une etroite dependance entre cette limite superieure
d'ecoulement et la forme de l'eprouvette et il a reconnu l'existence de cette
limite comme constituant la limite d'un phenomene caracteristique d'instabilite
(balancement de la charge). Les recherches modernes ont ete plus loin encore
et on explique actuellement l'existence de la limite «inferieure» d'ecoulement
comme constituant un phenomene de retard analogue ä ceux que l'on observe
dans d'autres branches de la physique (surchauffe, surfusion), ces phenomenes
etant caracterises par ce fait qu'une modification d'etat escomptee conformement
ä une loi definie se produit avec un retard appreciable, mais d'une maniere
brusque, subite. L'ascension rectiligne de la courbe des deformations est
maintenant consideree par Moser,11 par exemple, comme constituant un phenomene
de retard de ce genre et en particulier comme traduisant un retard des
deformations permanentes, du ä des resistances internes de frottement. L'apparition
brutale de la deformation plastique ä la limite d'ecoulement doit etre alors
consideree comme une tendance ä reparer ce retard. Cette conception s'appuie
egalement sur ce fait, constate experimentalement, que pour un acier admettant
une finesse de grain donnee et dans les memes conditions de traitement prealable,
la limite de proportionnalite se trouve d'autant plus rapprochee de la limite
d'ecoulement que le metal est plus homogene et que l'etat de contrainte peut
etre produit dans ce metal dans des conditions plus degagees de toute perT
turbation.

L'exactitude de la conception concernant la modalite d'existence de la limite
d'ecoulement presente dans la theorie de la plasticite une importance d'autant
plus grande que ce n'est qu en se basant sur cette conception que 1 on peut
donner leur interpretation essentielle aux phenomenes plastiques divers qui
se manifestent ä l'etat de transition.

3° — Figures d'ecoulement.

Sur des eprouvettes finement polies en fer doux, on constate au debut des

deformations permanentes, la formation dune ou de plusieurs fines figures
en relief, qui s'epaississent encore lorsque la charge croit. Ces lignes d aspect
mat, dont les sections correspondent ä des couches fortement deformees de la
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surface de l'eprouvette, accusent un profil soit en relief dans le cas de l'essai
ä la compression, soit en creux dans le cas de l'essai ä la traction, soit sous
forme d'une sorte de talus unilateral. D'apres les noms de leurs premiers ob-
servateurs, elles ont recii les noms de lignes de Lüders ou de Hartmann;
actuellement d'ailleurs, elles sont generalement connues dans la theorie de
l'elasticite, sous la designation de lignes de cession, quoique l'expression qui
frappe le mieux ä leur sujet soit celle de «figures d'ecoulement». Leur
propriete la plus importante est de comcider avec les trajectoires des contraintes
de cisaillement. Du fait meme de cette propriete, ces lignes constitue un auxiliaire

extremement precieux pour les investigations sur l'etat des contraintes
dans les corps solides, dans le domaine plastique.

Les figures de cession sont d'ailleurs mathematiquement caracterisees par
un certain nombre de proprietes interessantes de teile sorte qu'il devient
parfaitement possible de resoudre le probleme que represente l'etat des contraintes
dans le domaine plastique ä partir de la connaissance de ces figures de cession.12
La plus importante de ces proprietes est Tidentite des figures de cession avec
les caracteristiques de la condition de plasticite. La preuve de cette identite a ete
fournie par Massau13 pour la premiere fois, quoique dans sa forme generale.
En se basant sur cette propriete, il est possible de composer non analytiquement,
le long de ces lignes de cession, plusieurs integrales, ce qui facilite grandement
l'adaptation des Solutions aux conditions effectives. Les quelques Solutions qui
existent de la theorie mathematique de la plasticite reposent presque uniquement
sur cette propriete des lignes de cession.

Dans l'interpretation des possibilites d'application de la methode ci-dessus ä la
resolution effective des problemes que pose la theorie pratique de la plasticite,
il faut toutefois ne pas perdre de vue que des conditions mathematiquement
exactes de franchissement d'un etat limite ne doivent pas etre ä priori considerees

comme necessairement admissibles dans leur application au domaine
physique; lorsque par exemple nous partons d'une condition d'ordre physique
etablie mathematiquement pour etablir pour certaines grandeurs des valeurs
limites determinees, ce processus est sans aucun doute legitime du point de vue
mathematique. II est toutefois possible, physiquement, que le comportement
physique correspondant ä cette limite se trouve modifie et que les points de

vue qui ont conduit ä l'etablissement de la condition correspondante perdent
leur validite ä la limite consideree, ou soient en tout cas fortement modifies.
C'est le cas pour la condition de plasticite.

La condition de plasticite du corps envisage comme plastique dans son
ensemble, ä l'etat de contrainte plane, s'enonce comme suit:

Köx + öy\2 2 öx + öy r—2 +T2+smp—— C

p designant l'angle de frottement et C une valeur qui depend de la cohesion.
Pour les corps non coherents qui constituent le point de depart des investigations

sur les lignes de cession, on a C 0. L'apparition d'une ligne de
cession a pour premiere consequence une perturbation de l'equilibre; les
deformations reversibles qui precedent la manifestation de la perturbation sont in-
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finiment petites par rapport aux deformations «plastiques». Dans les metaux,

par contre, on a C constante et p 0. Par suite de leur grande cohesion,

l'apparition des lignes de cession n'indique ici qu'une perturbation locale et

passagere de l'equilibre; l'etat de contrainte et de deformation elastique qui
precede l'apparition des phenomenes d'ecoulement eux-memes presente une
importance notable en ce qui concerne la nature de l'ecoulement et l'ordre de

grandeur des deformations plastiques est le meme que celui des deformations
elastiques.

De ce qui precede, il resulte que les resultats obtenus par la theorie
mathematique de la plasticite ne peuvent pas etre consideres comme susceptibles d'une

interpretation effective dans le domaine de la plasticite des matieres cristallines
et tout particulierement des metaux, du point de vue pratique. Les hypotheses
qui servent de base ä ces resultats ne sont pas en effet remplies dans ce dernier
cas. L'importance des lignes de cession pour l'etude des etats plastiques des

metaux qui jouent un röle interessant dans la pratique s'en trouve ainsi reduite.
Ces lignes ne presentent par suite un interet certain que lorsque la deformation
a suffisamment progresse pour qu'il ne subsiste plus aucun etat elastique dans
la zone consideree tout entiere. De tels cas ne se presentent toutefois pas souvent

et sont plutöt limites au domaine du travail des metaux.
Si l'on se libere du point de vue generalement admis au sujet de la grande

importance que presentent les lignes de cession dans la theorie de la plasticite
et si l'on cherche ä estimer la valeur effective des nombreux resultats
experimentaux dejä obtenus sans aucune idee precongue, on constate que le phenomene
auquel correspondent les lignes de cession est lie, non pas ä la deformation
plastique en soi, mais seulernent ä la nature du phenomene de passage entre
l'etat elastique et l'etat plastique. De meme que pour la limite d'ecoulement
nettement definie, il s'agit ici de phenomenes de labilite (d'instabilite). La preuve
en est fournie par une serie d'observations telles que celles de Ludwik1^ suivant
lesquelles les lignes d'ecoulement apparaissent principalement lorsque les corps
consideres commencent ä subir l'ecoulement sous l'influence d'une charge de-
croissante, c'est-ä-dire lorsque la formation des lignes de cession se trouve
limitee ä la partie descendante de la pointe du diagramme des deformations;
cette Observation est confirmee par Nadai15 et v. Kärmän l'a souvent mention-
nee. A ceci se rapporte egalement l'observation faite par Nadai et suivant laquelle
le faisceau des lignes de cession est beaucoup plus dense lorsque les essais de

compression sont effectues tres rapidement que lorsque ces essais sont effectues
lentement; il y a lä une nouvelle preuve que les instabilites, que ce soient des

instabilites de la charge ou des instabilites de la strueture consideree, favorisent
l'apparition des lignes de cession. II est donc evident <Jue l'apparition des lignes
de cession doit egalement etre favorisee par les pergages et les entailles ou dis-
continuites de section.

A ce propos, nous mentionnerons les mesures de durete extremement
interessantes qui ont ete effectuees par Moser16 sur des lignes d'ecoulement; si l'on
tient compte de l'observation suivant laquelle les metaux presentent une
augmentation de durete dans le domaine de l'ecoulement, ces observations jettent
un apergu interessant sur la nature et l'evolution des deformations plastiques.
Moser a observe que la deformation permanente ne se produit des le debut que
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par zones (lignes de cession), la deformation etant limitee dans chaque zone
ä l'apparition d'un degre de durete determine. II ne se produit une nouvelle
augmentation generale de la durete que lorsque l'eprouvette tout entiere (essai
de traction) se trouve recouverte d'un reseau de lignes de cession. La raison de
ce fait reside dans une sorte de «blocage» des surfaces de cession: lorsque le
blocage se manifeste dans une zone, l'elevation continue de la charge se manifeste,

par une cession, sur une autre zone n'ayant pas encore subi la deformation.
A chaque fois, la charge continue ä augmenter quelque peu avant que la
resistance ä la cession ne soit surmontee dans la zone suivante, pour diminuer ensuite

lorsque se forment les lignes de cession; chaque pointe du diagramme des
deformations correspond donc ä une limite d'ecoulement superieure locale teile

que Jorsque cette limite particuliere se trouve atteinte, une ligne d'ecoulement
apparait avec diminution de la charge. Contrairement ä ce qui se passe avec

l'acier, on a constate sur une eprouvette de cuivre une augmentation reguliere
de la durete depuis le debut de l'application de la charge: il ne s'est donc pas
manifeste une formation progressive et echelonnee de lignes d'ecoulement, mais
on a seulernent observe une perte generale du poli.

Les essais qui precedent viennent renforcer d'une maniere tres puissante le
point de vue suivant lequel la limite d'ecoulement de l'acier constitue une mani-
festation de «retard» ä l'ecoulement, les lignes de cession ne constituant un
phenomene correlatif que dans le cas des aciers dont la limite d'ecoulement n'est

pas nettement definie.

Cette conception est aujourd'hui encore confirmee par les resultats des essais

d'ltitaro Takaba et de Katumi Okuda,11 essais qui montrent que:
1° — L'apparition des lignes de cession et du coude brusque de la courbe des

deformations sont le resultat d'un seul et meme processus, ä savoir la
deformation, par groupes, de quantites importantes de grains cristallins.

2° — Tous les metaux dans lesquels peuvent se manifester des lignes de cession

ont une strueture cristalline du type du reseau ä element central. Sur
les aciers ä strueture austenitique et dont la Constitution cristalline
correspond au reseau ä faces centrees, on n'observe pas la formation de

lignes de cession.

On peut donc considerer que pour l'etude des etats elastico-plastiques des

matieres de strueture cristalline et tout particulierement des metaux, l'observation

des figures de cession ne constitue pas une methode judicieuse, mais qu'au
contraire les processus essentiels en la matiere sont souvent denatures par les

lignes de cession. Cette Observation s'applique en tout premier lieu ä l'apparition
de la limite vraie entre l'etat elastique et l'etat plastique.

4° — Courbes limites du domaine plastique.

Si l'on a recours ä l'une des methodes connues, pour mettre en evidence le
domaine de deformation plastique des metaux, et de preference ä la methode
de la recristallisation,18 on peut determiner nettement les limites entre le domaine

elastique et le domaine plastique (fig. 1). Ainsi que toutes les observations le

montrent nettement, la forme de ces courbes n'a rien de commun avec les lignes
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de cession elles-memes19 quoiqu elles soient formees par celles de ces lignes
qui correspondent aussi bien ä letal plastique qu ä l'etat elastique des contraintes.
La seule famille de courbes qui satisfait ä ces exigences est la famille des courbes

tma, constante

de l'etat elastique. Ce type de courbes-limites, independant de la forme que
prend la transition entre les domaines elastique et plastique, peut etre observe
dans tous les etats elastico-plastiques, dont il constitue le phenomene essenliel.
Seules correspondent ä la realite les Solutions du regime plastique des contraintes

qui peuvent se raccorder regulierement le long de chaque courbe xmax

constante sur le regime elastique correspondant. Toute Solution du probleme
plastique doit donc preceder celle du probleme elastique et il faut observer

¦ÄS» ¦-<•,'¦"¦;. v^B
i - ",

>*••

Fig. 1.

ä ce sujet que la limite entre le domaine elastique et le domaine plastique n'est

pas une limite fixe, mais bien une limite fluctuant avec les fluctuations de la

charge et qui doit toutefois toujours correspondre aux courbes Tma^ constante
du champ elastique.

L'etude mathematique des problemes elastico-plastiques sous les conditions
precedemment exposees n est pas facile; eile n'a ete effectuee avec succes

jusqu'a maintenant que pour quelques cas simples. On peut toutefois trouver
une certaine simplification en ce fait que gräce ä l'application des methodes

d'investigation optique des contraintes sur modeles, qui permettent de faire
apparaitre sous forme d'isochromes les courbes d'ecart constant entre les
contraintes principales. il est possible de determiner ä priori la limite du domaine
plastique ä partir d'un essai sur modele.

5° — La resistance ä la penetration.

A titre d exemple de resolution d'un probleme pratique suivant le procede
indique ci-dessus. nous traiterons le probleme de la resistance ä la penetration
comme probleme plan. Cet exemple presente dautant plus d interet qu il
constitue precisement l'exemple le plus connu de resolution d'un probleme plastique
ä laide des figures de cession et que sa publication a donne en son temps une
impulsion particuliere au developpement de la theorie mathematique moderne de

la plasticite.20
II s'agit de determiner la charge p uniformement repartie qui, agissant le long

de AB (fig. 2). provoque l'ecoulement ä 1'interieur de la zone consideree. Cette



12 A. Freudenthal

charge, qui est designee sous le nom de resistance ä la penetration, doit etre
representee comme fonetion de la limite d'ecoulement et de l'angle d'inclinaison
du talus lateral. Comme on considere ici l'etat de deformation dans le plan
(ex 0), la condition d'ecoulement de Huber-Hencky-Mises s'enonce comme
suit:

(öx + Oy)2 + 4tJ yk*.

On a ici pour la limite d'ecoulement: öF 2 k.

Comme la Solution du probleme de la coupe pa* penetration large ne peut
etre consideree ni comme probleme elastique, ni comme probleme plastique d'une
maniere stricte, on peut ici tourner la difficulte en considerant seulernent l'angle
A et en tenant compte du fait que dans cet angle, les courbes xmax constante
du probleme que represente la figure 3 sont tangentes aux courbes Traax

constante du profil tronque considere. Pour la determination de la charge critique, il
est indifferent que nous determinions les courbes xmax constante elles-memes

ou leurs tangentes.

Fig. 2. «*¦**«! V 19 Fig. 3.

\r\\>rf

A partir de la Solution elastique de l'angle lui-meme, ä l'aide de la fonetion
des contraintes d'Airy:

F a r2 + b r2 cp -f- c r2 sin 2 cp + d r2 cos 2 cp (1)

relation dans laquelle les quatre constantes a, b, c, d peuvent etre determinees ä

partir des 4 conditions marginales:

pour cp 0 öt — p x 0 (sans frottement)

pour cp a öt=0 x 0

nous obtenons pour les contraintes les relations suivantes:

ör p (Q — 1) — 2 P • p • cp — p P sin 2 cp J- p Q cos 2 cp (2)

öt p (Q — 1) — 2 P • p • cp + p • P sin 2 cp — p • Q cos 2 cp

t p • P — p • P cos 2 cp — p • Q sin 2 cp

avec:
1

2 (et — tga) 2(actga —1)

En posant pour abrßger:
_T2max-p2Q2

X—
4p2P2
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on obtient l'equation des courbes rmax constante apres rapide calcul
intermediaire, sous la forme:

y - g^Tf) [* « ± V"tg2a-4x»] (3)

Cette relation represen'te un couple de droites passant par A et qui sont
reelles lorsque tg2 et > 4 x2

La contrainte principale de cisaillement passe sur ces lignes par un maximum

pour lequel on a:
O Tmax i-v

Cette condition est remplie pour cp —. La formation de la derivee
Z

seconde montre en outre qu'il n'existe une valeur maximum le long de cp —

que pour:
n 3tt
2<a<T

tandis que pour:
71 Ti

~2<a<2
il apparait lä un minimum. Les dernieres valeurs de a considerees ci-dessus sont

toutefois sans interet du point de vue pratique. Pour cp — — on obtient la

valeur de la contrainte principale de cisaillement:

T2max p2 [Q2 — 2 P • Q sin et -j- 2 P2 (1 — cos et)] ti)
En introduisant la condition d'ecoulement, nous obtenons pour la charge

critique:

(# + |-)sin#-r-cos$
p öp. iTs.-^

Ceci represente la relation entre la resistance ä la penetration, l'angle du talus
lateral et la limite d'ecoulement.21

Sachs22 a etudie d'une maniere tres approfondie le probleme de la resistance
des metaux ä la penetration1; ä cet effet, il a egalement determine par recristalli-
sation la zone plastiquement deformee en la considerant comme limitee par les
courbes rmax constante du champ des contraintes elastiques. On trouvera sur
la fig. 4 les valeurs de la resistance ä la penetration determinees par Sachs pour
l'acier pour differents angles de talutage, comparees avec les valeurs calculees
ä partir de la relation (5) la concordance est satisfaisante. La Solution du meine
probleme ä l'aide des lignes de cession, par Prandtl, a conduit ä la relation:

p öf (1 -r &) (6)

qui traduit la relation entre la resistance ä la penetration d'une part, et l'angle
de coupe et la limite d'ecoulement d'autre part. Cette relation a ete egalement
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portee sur la fig. 4 par comparaison. On constate qu'il y a concordance tout au
moins pour les tres petits angles, quoique les parties principales des courbes
soient tres differentes l'une de lautre.

kg/mm2

4jjj
VJSf"

Versuchswerte
Resultatsdessa/
Test results

»
30°

Fig. 4.

L'exemple ainsi cite montre que pour traiter les problemes plastiques concernant

les matieres de strueture cristalline, il faut toujours partir des courbes
limites du domaine plastique. L'adoption des lignes de cession comme constituant
cette limite et l'etablissement de Solutions ä partir des proprietes des lignes de

cession elles-memes conduira toujours ä des resultats qui ne correspondent pas ä

la realite.

Resume.

Les bases de la theorie generale de la plasticite contiennent encore de notables
obscurites qui doivent etre attribuees au fait que l'interpretation et la mise en
valeur des phenomenes d'ecoulement des corps de strueture cristalline manquent
encore d'unite et de clarte.

L'auteur analyse donc rapidement les notions essentielles de la theorie de la

plasticite: condition d'ecoulement, limite d'ecoulement et lignes de cession; le

resultat le plus important de cette analyse est que la limite d'ecoulement de

meme que les lignes de cession doivent etre considerees comme constituant des

phenomenes d'instabilite qui dependent essentiellement de la strueture interne du

corps considere, ces phenomenes exergant une influence specifique sur le mode
de passage du domaine elastique au domaine plastique; toutefois, ces phenomenes

ont, vis-ä-vis de la deformation plastique generale, une importance plus
faible que Ton ne le suppose d'une maniere generale. Ceci est d'autant plus net

que ces deux phenomenes ne sont observes que dans le cas d'une strueture
cristalline tres nettement determinee, celle du reseau cubique ä element central,
tandis que dans le cas des autres structures, le passage du domaine elastique au
domaine plastique se fait d'une maniere continue et progressive.
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Independamment de l'aspect de cette transition, la limite du domaine plastique
est constituee par les courbes tmax constante du regime elastique des
contraintes.

L'exemple de la resistance ä la penetration montre la difference qui existe
entre la resolution du probleme plastique, d une part en partant des points de

vue precises dans ce qui precede, d'autre part en partant du point de vue
mathematique de la theorie de la plasticite; cette theorie est en effet, dans sa base

meine, une theorie des lignes de cession. On constate ainsi que dans le cas des

metaux. la theorie mathematique de la plasticite ne concorde pas avec la realite.
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