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II
Theorie generale de la plasticite. Champs des lignes de cession.

Allgemeine Plastizitätstheorie, Gleitlinienfelder.

General Theory of Plasticity, Fields of Equal Yield Lines.

Dr. Ing. A. Freudenthal,
Warschau.

Introduction.
L'evolution de la theorie de la plasticite a accuse, au cours de ces dernieres

annees, de tels progres que l'expose de ses resultats et consequences doit faire,
ä ce Congres, l'objet d'une seance de travail particuliere. Quoiqu'il en soit, il
subsiste encore dans ses principes essentiels de notables obscurites. II est
certain que les conceptions tres evoluees de la physique moderne nous ont
conduit ä reviser en partie un grand nombre de nos points de vue habituels en
ce qui concerne la resistance des materiaux et principalement ceux de ces points
de vue qui portent sur les questions de strueture. Les obscurites qui subsistent
encore dans les notions fondamentales de la theorie de la plasticite debordent
toutefois le cadre de ces conceptions et doivent plutöt etre considerees comme
resultant d'une imprecision dans l'interpretation de faits d'ordre pheno-
menologique.

La mecanique des corps solides est en grande partie regie par la loi de

Hooke. Cette loi qui a permis d'etablir une theorie assez poussee du regime
elastique, n'est toutefois valable que dans une certaine limite. C'est pourquoi l'on
s'est depuis longtemps efforce d'etablir des lois semblables qui seraient d'une
validite generale et qui s'appliqueraient egalement ä la mecanique d'etats quel-
conques, de quelque cote qu'ils se trouvent de la limite ci-dessus. On s'est
toutefois heurte lä ä des difficultes importantes, car si le comportement elastique
est plus ou moins equivalent pour differentes matieres, tout au moins du point
de vue phenomenologique, par contre, le comportement apres depassement de
la limite d'elasticite depend essentiellement de la Constitution de la matiere
consideree:

Les recherches mathematiques sur la theorie de la plasticite ont debute par
l'emploi de methodes dont il etait avere qu'elles pouvaient etre utilisees dans la
theorie des etats d'equilibre limite des masses sans cohesion, en vue du calcul
des etats plastiques des corps solides. On se basait ainsi sur la similitude entre
les courbes limites de Mohr pour les corps sans cohesion et celles de differents
corps solides. Etant donne les differences fondamentales de Constitution que
presentent entre eux ces differents corps solides, la methode devait toutefois
necessairement echouer, ou tout au moins conduire ä des resultats differant

1*



4 A. Freudenthal

sensiblement de la realite. II ne faut en effet jamais perdre de vue que les corps
de strueture cristalline doivent tout d'abord subir des deformations plus ou
moins elastiques avant d'atteindre l'etat plastique, dans lequel d'ailleurs les

regimes elastique et plastique coexistent toujours pratiquement et chevauchent
meme le long de certaines surfaces, alors que les masses sans cohesion subissent
generalement des perturbations d equilibre par suite de leur passage ä l'etat
plastique La distinction introduite par Hencky1 entre les cas d'equilibre iso-
statique et hyperstatique est donc essentielle pour l'etude des problemes
concernant la theorie de la plasticite. Par cas d'equilibre isostatique, Hencky entend
en effet ceux dans lesquels les conditions d'equilibre et de plasticite sont ensemble
süffisantes pour permettre de determiner les contraintes en tout point donne,
tandis que la resolution d'un cas d'equilibre hyperstatique rend necessaire
Tintervention d'une etude des deformations. Dans l'etude de l'etat plastique des

materiaux de construction, on se trouve presqu'exclusivement en presence de

cas hyperstatiques, car dans les etats limites consideres, on rencontre des zones
plastiques de faible importance ä cote de zones elastiques tres importantes, de

teile sorte que les deux etats doivent etre compatibles dans les zones de
transition et ne peuvent etre consideres que sous l'angle d'une interdependance.
L'etude mathematique de ces etats est rendue considerablement plus difficile
par cette interdependance. Toutefois, et malgre les simplifications qu'elles
seraient susceptibles d'apporter au calcul, il faut rejeter toutes hypotheses qui
seraient en contradiction avec le comportement effectif des materiaux et qui ne
serviraient qu'ä permettre d'aboutir plus facilement ä une Solution mathematique
du probleme.

La plus importante de ces simplifications, qui porte sur presque toute la theorie
mathematique de la plasticite, est l'hypothese suivant laquelle les deformations
elastiques peuvent etre negligees par rapport aux deformations plastiques ä cause
de leurs valeurs relativement faibles. Cette hypothese qui n'est pas autre chose

qu'une deduetion par analogie, tendant ä conclure, ä partir du comportement
des corps sans cohesion, sur le comportement des corps de strueture cristalline,
est inadmissible en ce qui concerne les etats d'equilibre dans lesquels coexistent
le domaine elastique et le domaine plastique. On trouve dejä dans l'etude bien
connue de Haar et Kärmän2 la demonstration du fait que dans le domaine semi-
plastique, c'est-ä-dire dans lequel (ö1 — ö2)2 4 k2 (2 k limite d'ecoulement),

tandis que (ö2 — ö3)2 < 4 k2 et (ö3 — öx)2 < 4 k2, les deformations
plastiques sont de l'ordre de grandeur des deformations elastiques; il n'est donc

pas admissible de negliger les dernieres par rapport aux premieres dans les

cas oü les deux types de deformations se manifestent.
Tous les essais anterieurs en vue de resoudre mathematiquement les problemes

plastiques concernant les corps de nature cristalline ont toutefois ete plus ou
moins appuyes sur cette hypothese. Les exceptions ä cette regle sont tres peu
nombreuses et le plus important des travaux dans lesquels on ait renonce ä cette

hypothese est une etude de Hencky;3 or, dans le cas le plus simple, ce travail
conduit dejä ä des investigations mathematiques d'une teile difficulte que l'etude
de cas moins simples est alors impossible avec les ressources qu'offrent actuellement

les mathematiques.
Nous nous proposons dans ce qui suit, en tenant compte des obscurites
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qui planent encore sur les notions de base de la theorie de la plasticite, d'analyser
brievement ces notions essentielles et d'examiner l'importance des phenomenes
de deformation plastique des corps de nature cristalline, les uns par rapport aux
autres. Notre etude portera avant tout sur les phenomenes qui sont designes,
dans la litterature scientifique, sous le nom de «figures d'ecoulement». Ainsi qu'il
est courant dans la theorie de la plasticite, nous considererons des processus
evoluant avec une lenteur teile qu'ils puissent etre envisages comme constituant
une succession d'etats d'equilibre, ce qui nous dispensera d'une maniere generale
de faire intervenir effectivement les vitesses de deformation.

1° — Condition de plasticite.

La premiere question qui se pose dans l'etude de la theorie de la plasticite
est celle de savoir dans quelles conditions la limite d'ecoulement d'un materiau
se trouve depassee. Avant d'examiner brievement les hypotheses actuellement
existantes au sujet de l'ecoulement, nous citerons une phrase de Ros, qui offre
un int6ret capital tant pour l'interpretation des hypotheses concernant la rupture
que pour Interpretation de celles qui se rapportent ä l'ecoulement: «Par suite
des differences foncieres de comportement entre des matieres qui presentent
des structures tout ä fait differentes les unes des autres, il est absolument
impossible de mettre sur pied une theorie generale de la rupture qui ne tiendrait
precisement pas compte de la strueture propre de chaque matiere. A chaque
matiere, correspond plutöt une theorie particuliere de la rupture, theorie qui
resulte de la strueture interne et du mecanisme de deformation de la matiere
consideree». L'existence de si nombreuses hypotheses s'explique aisement par ce
fait qu'une affirmation aussi precise n'avait jamais ete formulee auparavant
et que l'on avait par suite tendance ä generaliser les resultats experimentaux que
l'on obtenait au cours des recherches sur teile matiere determinee.

Les matieres dont l'industrie dispose pour l'usinage et pour la construction
^ont en general des matieres de nature cristalline, composees en fait d'ensembles
d'elements cristallins, mais qui se comportent d'une maniere quasi-isotrope par
suite de l'orientation non reguliere de ces elements cristallins. En ce qui
-concerne la strueture de l'element cristallin lui-meme, on a presqu'exclusivement
-affaire, dans le cas des metaux industriels, au Systeme ou reseau cubique, dont il
existe trois types:

1° — le reseau simple qui est nettement determine par l'indication de l'inter¬
valle entre les elements de masse (intervalle d'identite);

2° — le reseau ä faces centrees, qui comporte des Clements de masse centres
sur les faces du cube;

3° — le reseau ä element central qui comporte en son centre spatial un
element de masse.

Le fer a, le fer ß, le fer b cristallisent dans le Systeme ä element central;
le fer y, l'acier au nickel et. au manganese, de meme que le cuivre, l'alu-
minium, etc., cristallisent dans le Systeme ä faces centrees.

La disposition du reseau cristallin est egalement tres importante du point de

vue pratique, car la maniere suivant laquelle la matiere consideree passe ä l'etat
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plastique et les phenomenes qui caracterisent cet etat sont influences d'une
maniere decisive par la Constitution du reseau cristallin.

Parmi les hypotheses concernant l'ecoulement, nous citerons ici comme
constituant les plus interessantes:

1° — L'hypothese du cisaillement du Guest-Mohr1 qui se traduit par la
relation:

Tmat f (<*x + Öj)

et qui est deduite de l'ancienne theorie de Coulomb sur le frottement
interne.5 La fonetion f (öv -f ö}) peut etre adaptee aux resultats
experimentaux.

2° — L'hypothese de Beltrami au sujet du travail constant de deformation,
qui envisage, comme criterium du moment oü l'on atteint la limite
d'ecoulement, une valeur determinee du travail de deformation aecu-
mule; cette hypothese ne correspond toutefois pas avec les resultats
des essais et eile a ete emise sous une forme amelioree par Huber &

et, independamment de Huber. par Mises et Hencky,1 forme sous
laquelle eile constitue l'hypothese suivante:

3° — L'hypothese du travail constant de deformation suivant la relation:

(«1 - Ö2)2 + («2 - °3)2 + («8 - «l)2 8 k2

4° — La modification de cette hypothese suivant Schleiclier* sous la forme
bien generale:

(Öl - Ö2)2 + («2 - °3)2 + («3 - °l)2 °c(P)
avec:

P Vs (Öl + Ö2 + ö3)

Les nombreuses tentatives qui ont ete faites en vue de la verification de toutes
les hypotheses ci-dessus et de certaines autres encore qui sont d'ailleurs totale-
merit abandonnees aujourd'hui9 ont montre que l'hypothese de Huber-Hencky-
Mises definit le passage ä l'etat d'ecoulement pour les metaux susceptibles de

deformation plastique avec ou sans limite d'ecoulement nettement definie par
elle-meme, tandis que c'est l'h\pothese de Mohr qui fournit les meilleures
valeurs moyennes dans le cas des matieres dures et cassantes, pour les etats
de contrainte voisins de la limite d'ecoulement.

II ne faut d'ailleurs pas perdre de vue, lorsqu'il s'agit d'interpreter les
indications ci-dessus, qu'il ne saurait etre ici question que de resultats provisoires,
auxquels les investigations ulterieures apporteront peut-etre de nouvelles
modifications.

2° — Limite d'ecoulement.

L'hypothese d'ecoulement est la condition que doivent remplir les contraintes

principales pour que l'etat d'ecoulement soit atteint en un point. Cette condition
est valable, et ceci est essentiel, pour l'etat qui correspond immediatement au
depassement de la limite d'ecoulement; il n'exprime toutefois aucune indication
sur la maniere dont ce depassement se produit. On constate des differences entre
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les processus de deformation non seulernent entre metaux differents comme
par exemple entre l'acier et le cuivre, mais egalement entre les differentes formes

que peut prendre un meme metal et meme, pour des formes absolument
semblables, suivant la vie anterieure des metaux consideres.

La difference la plus marquee se manifeste entre les metaux possedant et ne
possedant pas une limite d'ecoulement nettement definie. Dans le dernier cas,
le passage de l'etat elastique ä l'etat plastique se fait d'une maniere assez

continue, car des contraintes faibles provoquent dejä des deformations plastiques.
Par contre, dans les metaux du premier cas, les deformations sont jusqu'a une
certaine limite entierement reversibles, puis la matiere jusque lä tres resistante
cede brusquement et les deformations plastiques se manifestent brusquement,
la charge ne restant souvent pas constante, mais diminuant dans des proportions
importantes, de teile sorte qu'il semble qu'il existe une limite d'ecoulement
«superieure» et une limite d'ecoulement «inferieure».

Bach 10 a dejä constate une etroite dependance entre cette limite superieure
d'ecoulement et la forme de l'eprouvette et il a reconnu l'existence de cette
limite comme constituant la limite d'un phenomene caracteristique d'instabilite
(balancement de la charge). Les recherches modernes ont ete plus loin encore
et on explique actuellement l'existence de la limite «inferieure» d'ecoulement
comme constituant un phenomene de retard analogue ä ceux que l'on observe
dans d'autres branches de la physique (surchauffe, surfusion), ces phenomenes
etant caracterises par ce fait qu'une modification d'etat escomptee conformement
ä une loi definie se produit avec un retard appreciable, mais d'une maniere
brusque, subite. L'ascension rectiligne de la courbe des deformations est
maintenant consideree par Moser,11 par exemple, comme constituant un phenomene
de retard de ce genre et en particulier comme traduisant un retard des
deformations permanentes, du ä des resistances internes de frottement. L'apparition
brutale de la deformation plastique ä la limite d'ecoulement doit etre alors
consideree comme une tendance ä reparer ce retard. Cette conception s'appuie
egalement sur ce fait, constate experimentalement, que pour un acier admettant
une finesse de grain donnee et dans les memes conditions de traitement prealable,
la limite de proportionnalite se trouve d'autant plus rapprochee de la limite
d'ecoulement que le metal est plus homogene et que l'etat de contrainte peut
etre produit dans ce metal dans des conditions plus degagees de toute perT
turbation.

L'exactitude de la conception concernant la modalite d'existence de la limite
d'ecoulement presente dans la theorie de la plasticite une importance d'autant
plus grande que ce n'est qu en se basant sur cette conception que 1 on peut
donner leur interpretation essentielle aux phenomenes plastiques divers qui
se manifestent ä l'etat de transition.

3° — Figures d'ecoulement.

Sur des eprouvettes finement polies en fer doux, on constate au debut des

deformations permanentes, la formation dune ou de plusieurs fines figures
en relief, qui s'epaississent encore lorsque la charge croit. Ces lignes d aspect
mat, dont les sections correspondent ä des couches fortement deformees de la
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surface de l'eprouvette, accusent un profil soit en relief dans le cas de l'essai
ä la compression, soit en creux dans le cas de l'essai ä la traction, soit sous
forme d'une sorte de talus unilateral. D'apres les noms de leurs premiers ob-
servateurs, elles ont recii les noms de lignes de Lüders ou de Hartmann;
actuellement d'ailleurs, elles sont generalement connues dans la theorie de
l'elasticite, sous la designation de lignes de cession, quoique l'expression qui
frappe le mieux ä leur sujet soit celle de «figures d'ecoulement». Leur
propriete la plus importante est de comcider avec les trajectoires des contraintes
de cisaillement. Du fait meme de cette propriete, ces lignes constitue un auxiliaire

extremement precieux pour les investigations sur l'etat des contraintes
dans les corps solides, dans le domaine plastique.

Les figures de cession sont d'ailleurs mathematiquement caracterisees par
un certain nombre de proprietes interessantes de teile sorte qu'il devient
parfaitement possible de resoudre le probleme que represente l'etat des contraintes
dans le domaine plastique ä partir de la connaissance de ces figures de cession.12
La plus importante de ces proprietes est Tidentite des figures de cession avec
les caracteristiques de la condition de plasticite. La preuve de cette identite a ete
fournie par Massau13 pour la premiere fois, quoique dans sa forme generale.
En se basant sur cette propriete, il est possible de composer non analytiquement,
le long de ces lignes de cession, plusieurs integrales, ce qui facilite grandement
l'adaptation des Solutions aux conditions effectives. Les quelques Solutions qui
existent de la theorie mathematique de la plasticite reposent presque uniquement
sur cette propriete des lignes de cession.

Dans l'interpretation des possibilites d'application de la methode ci-dessus ä la
resolution effective des problemes que pose la theorie pratique de la plasticite,
il faut toutefois ne pas perdre de vue que des conditions mathematiquement
exactes de franchissement d'un etat limite ne doivent pas etre ä priori considerees

comme necessairement admissibles dans leur application au domaine
physique; lorsque par exemple nous partons d'une condition d'ordre physique
etablie mathematiquement pour etablir pour certaines grandeurs des valeurs
limites determinees, ce processus est sans aucun doute legitime du point de vue
mathematique. II est toutefois possible, physiquement, que le comportement
physique correspondant ä cette limite se trouve modifie et que les points de

vue qui ont conduit ä l'etablissement de la condition correspondante perdent
leur validite ä la limite consideree, ou soient en tout cas fortement modifies.
C'est le cas pour la condition de plasticite.

La condition de plasticite du corps envisage comme plastique dans son
ensemble, ä l'etat de contrainte plane, s'enonce comme suit:

Köx + öy\2 2 öx + öy r—2 +T2+smp—— C

p designant l'angle de frottement et C une valeur qui depend de la cohesion.
Pour les corps non coherents qui constituent le point de depart des investigations

sur les lignes de cession, on a C 0. L'apparition d'une ligne de
cession a pour premiere consequence une perturbation de l'equilibre; les
deformations reversibles qui precedent la manifestation de la perturbation sont in-
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finiment petites par rapport aux deformations «plastiques». Dans les metaux,

par contre, on a C constante et p 0. Par suite de leur grande cohesion,

l'apparition des lignes de cession n'indique ici qu'une perturbation locale et

passagere de l'equilibre; l'etat de contrainte et de deformation elastique qui
precede l'apparition des phenomenes d'ecoulement eux-memes presente une
importance notable en ce qui concerne la nature de l'ecoulement et l'ordre de

grandeur des deformations plastiques est le meme que celui des deformations
elastiques.

De ce qui precede, il resulte que les resultats obtenus par la theorie
mathematique de la plasticite ne peuvent pas etre consideres comme susceptibles d'une

interpretation effective dans le domaine de la plasticite des matieres cristallines
et tout particulierement des metaux, du point de vue pratique. Les hypotheses
qui servent de base ä ces resultats ne sont pas en effet remplies dans ce dernier
cas. L'importance des lignes de cession pour l'etude des etats plastiques des

metaux qui jouent un röle interessant dans la pratique s'en trouve ainsi reduite.
Ces lignes ne presentent par suite un interet certain que lorsque la deformation
a suffisamment progresse pour qu'il ne subsiste plus aucun etat elastique dans
la zone consideree tout entiere. De tels cas ne se presentent toutefois pas souvent

et sont plutöt limites au domaine du travail des metaux.
Si l'on se libere du point de vue generalement admis au sujet de la grande

importance que presentent les lignes de cession dans la theorie de la plasticite
et si l'on cherche ä estimer la valeur effective des nombreux resultats
experimentaux dejä obtenus sans aucune idee precongue, on constate que le phenomene
auquel correspondent les lignes de cession est lie, non pas ä la deformation
plastique en soi, mais seulernent ä la nature du phenomene de passage entre
l'etat elastique et l'etat plastique. De meme que pour la limite d'ecoulement
nettement definie, il s'agit ici de phenomenes de labilite (d'instabilite). La preuve
en est fournie par une serie d'observations telles que celles de Ludwik1^ suivant
lesquelles les lignes d'ecoulement apparaissent principalement lorsque les corps
consideres commencent ä subir l'ecoulement sous l'influence d'une charge de-
croissante, c'est-ä-dire lorsque la formation des lignes de cession se trouve
limitee ä la partie descendante de la pointe du diagramme des deformations;
cette Observation est confirmee par Nadai15 et v. Kärmän l'a souvent mention-
nee. A ceci se rapporte egalement l'observation faite par Nadai et suivant laquelle
le faisceau des lignes de cession est beaucoup plus dense lorsque les essais de

compression sont effectues tres rapidement que lorsque ces essais sont effectues
lentement; il y a lä une nouvelle preuve que les instabilites, que ce soient des

instabilites de la charge ou des instabilites de la strueture consideree, favorisent
l'apparition des lignes de cession. II est donc evident <Jue l'apparition des lignes
de cession doit egalement etre favorisee par les pergages et les entailles ou dis-
continuites de section.

A ce propos, nous mentionnerons les mesures de durete extremement
interessantes qui ont ete effectuees par Moser16 sur des lignes d'ecoulement; si l'on
tient compte de l'observation suivant laquelle les metaux presentent une
augmentation de durete dans le domaine de l'ecoulement, ces observations jettent
un apergu interessant sur la nature et l'evolution des deformations plastiques.
Moser a observe que la deformation permanente ne se produit des le debut que
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par zones (lignes de cession), la deformation etant limitee dans chaque zone
ä l'apparition d'un degre de durete determine. II ne se produit une nouvelle
augmentation generale de la durete que lorsque l'eprouvette tout entiere (essai
de traction) se trouve recouverte d'un reseau de lignes de cession. La raison de
ce fait reside dans une sorte de «blocage» des surfaces de cession: lorsque le
blocage se manifeste dans une zone, l'elevation continue de la charge se manifeste,

par une cession, sur une autre zone n'ayant pas encore subi la deformation.
A chaque fois, la charge continue ä augmenter quelque peu avant que la
resistance ä la cession ne soit surmontee dans la zone suivante, pour diminuer ensuite

lorsque se forment les lignes de cession; chaque pointe du diagramme des
deformations correspond donc ä une limite d'ecoulement superieure locale teile

que Jorsque cette limite particuliere se trouve atteinte, une ligne d'ecoulement
apparait avec diminution de la charge. Contrairement ä ce qui se passe avec

l'acier, on a constate sur une eprouvette de cuivre une augmentation reguliere
de la durete depuis le debut de l'application de la charge: il ne s'est donc pas
manifeste une formation progressive et echelonnee de lignes d'ecoulement, mais
on a seulernent observe une perte generale du poli.

Les essais qui precedent viennent renforcer d'une maniere tres puissante le
point de vue suivant lequel la limite d'ecoulement de l'acier constitue une mani-
festation de «retard» ä l'ecoulement, les lignes de cession ne constituant un
phenomene correlatif que dans le cas des aciers dont la limite d'ecoulement n'est

pas nettement definie.

Cette conception est aujourd'hui encore confirmee par les resultats des essais

d'ltitaro Takaba et de Katumi Okuda,11 essais qui montrent que:
1° — L'apparition des lignes de cession et du coude brusque de la courbe des

deformations sont le resultat d'un seul et meme processus, ä savoir la
deformation, par groupes, de quantites importantes de grains cristallins.

2° — Tous les metaux dans lesquels peuvent se manifester des lignes de cession

ont une strueture cristalline du type du reseau ä element central. Sur
les aciers ä strueture austenitique et dont la Constitution cristalline
correspond au reseau ä faces centrees, on n'observe pas la formation de

lignes de cession.

On peut donc considerer que pour l'etude des etats elastico-plastiques des

matieres de strueture cristalline et tout particulierement des metaux, l'observation

des figures de cession ne constitue pas une methode judicieuse, mais qu'au
contraire les processus essentiels en la matiere sont souvent denatures par les

lignes de cession. Cette Observation s'applique en tout premier lieu ä l'apparition
de la limite vraie entre l'etat elastique et l'etat plastique.

4° — Courbes limites du domaine plastique.

Si l'on a recours ä l'une des methodes connues, pour mettre en evidence le
domaine de deformation plastique des metaux, et de preference ä la methode
de la recristallisation,18 on peut determiner nettement les limites entre le domaine

elastique et le domaine plastique (fig. 1). Ainsi que toutes les observations le

montrent nettement, la forme de ces courbes n'a rien de commun avec les lignes
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de cession elles-memes19 quoiqu elles soient formees par celles de ces lignes
qui correspondent aussi bien ä letal plastique qu ä l'etat elastique des contraintes.
La seule famille de courbes qui satisfait ä ces exigences est la famille des courbes

tma, constante

de l'etat elastique. Ce type de courbes-limites, independant de la forme que
prend la transition entre les domaines elastique et plastique, peut etre observe
dans tous les etats elastico-plastiques, dont il constitue le phenomene essenliel.
Seules correspondent ä la realite les Solutions du regime plastique des contraintes

qui peuvent se raccorder regulierement le long de chaque courbe xmax

constante sur le regime elastique correspondant. Toute Solution du probleme
plastique doit donc preceder celle du probleme elastique et il faut observer

¦ÄS» ¦-<•,'¦"¦;. v^B
i - ",

>*••

Fig. 1.

ä ce sujet que la limite entre le domaine elastique et le domaine plastique n'est

pas une limite fixe, mais bien une limite fluctuant avec les fluctuations de la

charge et qui doit toutefois toujours correspondre aux courbes Tma^ constante
du champ elastique.

L'etude mathematique des problemes elastico-plastiques sous les conditions
precedemment exposees n est pas facile; eile n'a ete effectuee avec succes

jusqu'a maintenant que pour quelques cas simples. On peut toutefois trouver
une certaine simplification en ce fait que gräce ä l'application des methodes

d'investigation optique des contraintes sur modeles, qui permettent de faire
apparaitre sous forme d'isochromes les courbes d'ecart constant entre les
contraintes principales. il est possible de determiner ä priori la limite du domaine
plastique ä partir d'un essai sur modele.

5° — La resistance ä la penetration.

A titre d exemple de resolution d'un probleme pratique suivant le procede
indique ci-dessus. nous traiterons le probleme de la resistance ä la penetration
comme probleme plan. Cet exemple presente dautant plus d interet qu il
constitue precisement l'exemple le plus connu de resolution d'un probleme plastique
ä laide des figures de cession et que sa publication a donne en son temps une
impulsion particuliere au developpement de la theorie mathematique moderne de

la plasticite.20
II s'agit de determiner la charge p uniformement repartie qui, agissant le long

de AB (fig. 2). provoque l'ecoulement ä 1'interieur de la zone consideree. Cette
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charge, qui est designee sous le nom de resistance ä la penetration, doit etre
representee comme fonetion de la limite d'ecoulement et de l'angle d'inclinaison
du talus lateral. Comme on considere ici l'etat de deformation dans le plan
(ex 0), la condition d'ecoulement de Huber-Hencky-Mises s'enonce comme
suit:

(öx + Oy)2 + 4tJ yk*.

On a ici pour la limite d'ecoulement: öF 2 k.

Comme la Solution du probleme de la coupe pa* penetration large ne peut
etre consideree ni comme probleme elastique, ni comme probleme plastique d'une
maniere stricte, on peut ici tourner la difficulte en considerant seulernent l'angle
A et en tenant compte du fait que dans cet angle, les courbes xmax constante
du probleme que represente la figure 3 sont tangentes aux courbes Traax

constante du profil tronque considere. Pour la determination de la charge critique, il
est indifferent que nous determinions les courbes xmax constante elles-memes

ou leurs tangentes.

Fig. 2. «*¦**«! V 19 Fig. 3.

\r\\>rf

A partir de la Solution elastique de l'angle lui-meme, ä l'aide de la fonetion
des contraintes d'Airy:

F a r2 + b r2 cp -f- c r2 sin 2 cp + d r2 cos 2 cp (1)

relation dans laquelle les quatre constantes a, b, c, d peuvent etre determinees ä

partir des 4 conditions marginales:

pour cp 0 öt — p x 0 (sans frottement)

pour cp a öt=0 x 0

nous obtenons pour les contraintes les relations suivantes:

ör p (Q — 1) — 2 P • p • cp — p P sin 2 cp J- p Q cos 2 cp (2)

öt p (Q — 1) — 2 P • p • cp + p • P sin 2 cp — p • Q cos 2 cp

t p • P — p • P cos 2 cp — p • Q sin 2 cp

avec:
1

2 (et — tga) 2(actga —1)

En posant pour abrßger:
_T2max-p2Q2

X—
4p2P2
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on obtient l'equation des courbes rmax constante apres rapide calcul
intermediaire, sous la forme:

y - g^Tf) [* « ± V"tg2a-4x»] (3)

Cette relation represen'te un couple de droites passant par A et qui sont
reelles lorsque tg2 et > 4 x2

La contrainte principale de cisaillement passe sur ces lignes par un maximum

pour lequel on a:
O Tmax i-v

Cette condition est remplie pour cp —. La formation de la derivee
Z

seconde montre en outre qu'il n'existe une valeur maximum le long de cp —

que pour:
n 3tt
2<a<T

tandis que pour:
71 Ti

~2<a<2
il apparait lä un minimum. Les dernieres valeurs de a considerees ci-dessus sont

toutefois sans interet du point de vue pratique. Pour cp — — on obtient la

valeur de la contrainte principale de cisaillement:

T2max p2 [Q2 — 2 P • Q sin et -j- 2 P2 (1 — cos et)] ti)
En introduisant la condition d'ecoulement, nous obtenons pour la charge

critique:

(# + |-)sin#-r-cos$
p öp. iTs.-^

Ceci represente la relation entre la resistance ä la penetration, l'angle du talus
lateral et la limite d'ecoulement.21

Sachs22 a etudie d'une maniere tres approfondie le probleme de la resistance
des metaux ä la penetration1; ä cet effet, il a egalement determine par recristalli-
sation la zone plastiquement deformee en la considerant comme limitee par les
courbes rmax constante du champ des contraintes elastiques. On trouvera sur
la fig. 4 les valeurs de la resistance ä la penetration determinees par Sachs pour
l'acier pour differents angles de talutage, comparees avec les valeurs calculees
ä partir de la relation (5) la concordance est satisfaisante. La Solution du meine
probleme ä l'aide des lignes de cession, par Prandtl, a conduit ä la relation:

p öf (1 -r &) (6)

qui traduit la relation entre la resistance ä la penetration d'une part, et l'angle
de coupe et la limite d'ecoulement d'autre part. Cette relation a ete egalement
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portee sur la fig. 4 par comparaison. On constate qu'il y a concordance tout au
moins pour les tres petits angles, quoique les parties principales des courbes
soient tres differentes l'une de lautre.

kg/mm2

4jjj
VJSf"

Versuchswerte
Resultatsdessa/
Test results

»
30°

Fig. 4.

L'exemple ainsi cite montre que pour traiter les problemes plastiques concernant

les matieres de strueture cristalline, il faut toujours partir des courbes
limites du domaine plastique. L'adoption des lignes de cession comme constituant
cette limite et l'etablissement de Solutions ä partir des proprietes des lignes de

cession elles-memes conduira toujours ä des resultats qui ne correspondent pas ä

la realite.

Resume.

Les bases de la theorie generale de la plasticite contiennent encore de notables
obscurites qui doivent etre attribuees au fait que l'interpretation et la mise en
valeur des phenomenes d'ecoulement des corps de strueture cristalline manquent
encore d'unite et de clarte.

L'auteur analyse donc rapidement les notions essentielles de la theorie de la

plasticite: condition d'ecoulement, limite d'ecoulement et lignes de cession; le

resultat le plus important de cette analyse est que la limite d'ecoulement de

meme que les lignes de cession doivent etre considerees comme constituant des

phenomenes d'instabilite qui dependent essentiellement de la strueture interne du

corps considere, ces phenomenes exergant une influence specifique sur le mode
de passage du domaine elastique au domaine plastique; toutefois, ces phenomenes

ont, vis-ä-vis de la deformation plastique generale, une importance plus
faible que Ton ne le suppose d'une maniere generale. Ceci est d'autant plus net

que ces deux phenomenes ne sont observes que dans le cas d'une strueture
cristalline tres nettement determinee, celle du reseau cubique ä element central,
tandis que dans le cas des autres structures, le passage du domaine elastique au
domaine plastique se fait d'une maniere continue et progressive.
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Independamment de l'aspect de cette transition, la limite du domaine plastique
est constituee par les courbes tmax constante du regime elastique des
contraintes.

L'exemple de la resistance ä la penetration montre la difference qui existe
entre la resolution du probleme plastique, d une part en partant des points de

vue precises dans ce qui precede, d'autre part en partant du point de vue
mathematique de la theorie de la plasticite; cette theorie est en effet, dans sa base

meine, une theorie des lignes de cession. On constate ainsi que dans le cas des

metaux. la theorie mathematique de la plasticite ne concorde pas avec la realite.
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Principes de la theorie de la plasticite.

Grundlagen der Plastizitätstheorie.

Fundamental Principles of the Theory of Plasticity.

Dr. techn. J. Fritsche,
Professor an der Deutschen technischen Hochschule, Prag.

1° — Introduction.

Autrefois toutes les questions de resistance etaient basees sur l'hypothese du

comportement elastique du materiau. Aujourd'hui par contre, en se basant sur
les mesures executees sur les ouvrages et, dans les laboratoires d'essai des

materiaux, sur les eprouvettes etirees jusqu'aux environs de la limite de rupture,
on reconnait qu'une teile idealisation du materiau ne peut correspondre partout
ä la meme securite contre l'apparition d'etats dangereux. Si l'on n'ignore plus
depuis longtemps qu'un comportement purement elastique est lie ä des limites
relativement etroites de sollicitation, on, a base ce point de vue sur le fait que les

sollicitations engendrees par la charge utile ne devraient pas sortir de ces limites
d'elasticite. On croyait pouvoir determiner sur la base des tensions calculees

d'apres la theorie de l'elasticite un critere du degre de securite de la construction
et avant tout du degre de securite de toutes ses parties. On fixait une tension
admissible et l'on exigeait qu'elle ne soit pas depassee sur l'effet des charges
utiles. Cette echelle des tensions est tres agreable pour le dimensionnement
pratique de nos ouvrages car eile libere l'ingenieur des questions soulevees et souvent

inquietantes au sujet de la securite de son projet; la question de la securite

apparait alors liee ä la determination des contraintes admissibles. On rencontre
cependant des le debut des difficultes, car dans le calcul de la resistance on ne

peut introduire que des valeurs simples de la resistance du materiau, comme par
exemple la limite inferieure d'ecoulement de l'acier öFu que l'on peut determiner

par les essais ordinaires de traction. La limite de proportionnalite ne doit plus
etre prise en consideration car l'on a reconnu que l'on calcule toujours avec
suffisamment d'exactitude, en admettant un comportement purement elastique
jusqu'a l'atteinte de la limite inferieure d'ecoulement.

Tant que dans les ouvrages apparaissent les memes etats de tensions que ceux

que l'on peut provoquer sur une eprouvette, la question de la securite est claire;

le coefficient de securite est alors n 3 Pour la determination des etats de
Oadm

tension ä plusieurs axes on a etabli les conditions d'ecoulement connues et l'on
a contröle par des essais1 quelle etait l'hypothese de Mises-Huber-Hencky, basee

1 M. Ros et Eichinger: Versuche zur Klärung der Frage der Bruchgefahr. I. Flußstahl.
Rapport No. 19 du Laboratoire Federal d'Essais des Materiaux, Zürich.

2
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sur la comparaison du travail de deformation, qui correspondait le mieux ä la
realite pour l'acier doux de construction. On a la forme suivante pour l'etat
plan de tension qui est souvent essaye:

— Öadm. > ]/ Ö!
2 — Ö! <52 + Ö22.

'
(l)

De tous les procedes de dimensionnement bases sur l'echelle des tensions on
a retenu l'hypothese que l'ecoulement du materiau se produit ä l'endroit oü les
tensions les plus defavorables atteignent la limite inferieure d'ecoulement öfu
et qu'ä ce moment le Systeme portant est arrive ä sa limite de resistance. Des
etats de tension uniformes existent dans des treillis idealement constitues. L'hypothese

ci-dessus nous conduit ä la conclusion qu'un treillis ne peut plus rien
supporter ä partir du moment oü une de ses barres a atteint la limite inferieure
d'ecoulement. Des considerations simples2 nous fönt voir que cette conclusion
n'est realisee que pour des treillis isostatiques tandis que dans le cas des treillis
hyperstatiques on peut encore avoir de fortes augmentations de charge avant

que le Systeme portant s'affaisse sous l'effet de la charge. Cette hypothese n'est

pas valable non plus pour la plastification d'une section rigide; de toute fagon
l'on a dans ce cas des etats de tension irreguliers dont l'influence sur l'ecoulement

doit encore etre recherchee. Maier-Leibnitz3 a montre par des essais ob-
jectifs que l'atteinte de la limite d'ecoulement ä l'endroit le plus defavorablement
sollicite ne compromet pas l'existence d'un ouvrage; ces essais demontrent plutöt
que les apparitions d'ecoulement doivent avoir penetre profondement dans la
section pour engendrer un aecroissement de la vitesse de deformation lors d'une
augmentation de la surcharge.

C'est ici que se place la theorie de la plasticite qui a pour täche la
determination de la resistance reelle d'une construction en tenant compte du processus
d'ecoulement. Par suite du fait que l'atteinte de la limite d'ecoulement ä
l'endroit d'une pointe de tension elastique ne compromet pas du tout l'existence de

l'ouvrage, la theorie de la plasticite ecarte l'echelle des tensions et par le fait
meme le principe de la contrainte admissible pour introduire en tant que securite
le rapport entre la charge supportable et la charge utile. Les procedes de
dimensionnement bases sur la theorie de la plasticite seront souvent designes par
«procede de l'equilibre plastique >.

2° — Le mecanisme de la deformation plastique.

La conception exacte de l'influence du processus d'ecoulement sur la resistance

nous oblige ä nous faire une representation sur sa nature et ses proprietes
physiques. L'acier est un agglomerat de cristaux et une etude severe nous
obligerait de partir des deformations des cristaux pris individuellement pour en
deduire la deformation du materiau; la disposition irreguliere des cristaux ne
nous permet pas de proceder autrement que par methode statistique. Le cristal
lui-meme est anisotrope dans ses proprietes de resistance tandis que l'agglomerat

2 M. Grüning: Die Tragfähigkeit statisch unbestimmter Tragwerke aus Stahl bei beliebig
häufig wiederholter Belastung. Berlin 1926, J. Springer.

3 Maier-Leibnitz: Versuche mit eingespannten und einfachen Balken von I-Form aus Stahl 37.
Bautechnik 1929, Heft 20, p. 313.
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presente une quasi-isotropie lorsqu'on le considere mecaniquement, c'est-ä-dire
lorsque l'on considere un morceau du materiau contenant un grand nombre de
eristaux. Pour une disposition determinee de ses directions principales, un cristal
se deforme d'abord elastiquement en etirant son reseau atomiques sous l'influence
des forces exterieures. Lorsque cet etirement a atteint une certaine valeur, la
.stabilite du reseau est troublee et il en resulte un glissement des couches

atomiques suivant des plans et des directions determinees definies par la cristallo-
graphie. On peut, d'une maniere tres approximative, representer le diagramme
des tensions-allongements d'un cristal par celui d'un corps idealement plastique.
Un ecart ne se produit que pour les grandes deformations car on obtient alors
une nouvelle stabilite du reseau par apparition d'une solidification. Par suite de
la disposition variee dans un agglomerat des directions principales des cristaux,
ces derniers glisseront vers des tensions limites tres differentes pour une direction
determinee des forces exterieures. Les glissements sont naturellement tres petits
de teile sorte que des instruments d'une precision extra-ordinaire sont necessaires

pour les determiner; si l'on tient compte de ces relations, l'on aura aucune
deformation continue de 1 agglomerat; la deformation est en realite irreguliere et

etagee. Les observations de Kollbrunner4 en sont une excellente demonstration.
Les hypotheses d'ecoulement de Böker5 et Brandtzaeg6 reposent sur la representation

d'iles plastiques, dont les environs sont elastiques, qui deviennent toujours
plus grandes et plus nombreuses avec l'accroissement de la surcharge. Ces
hypotheses ne sont malheureusement pas encore assez connues des interesses.

Dans les aciers au carbone il s ajoute une deuxieme apparition, conditionnee

par la strueture du materiau. Ces aciers se composent principalement de grains
tendres de ferrite inserres dans une charpente de eimentite ou de perlite qui peut
fortement entraver le processus de glissement dans les grains de ferrite. Pour
une surcharge exterieure determinee, cette charpente de perlite s'ecroule ce qui
provoque simultanement le processus dc glissement dans beaucoup de grains
de ferrite et il se produit alors ce que 1 on entend par ecoulement de 1 acier dans

un sens mecanique. Les observations de Köster"' montren clairement que la

limite d'ecoulement n'est pas liee aux proprietes de resistance du fer lui-meme,
chimiquement pur. D'apres ces essais la limite et la longueur d'ecoulement
peuvent etre fortement modifiees par changement de la grosseur des grains
tandis que la resistance ä la rupture et la striction ne sont atteintes. Ce processus
mecanique d'ecoulement correspond ä une serieuse modification de la strueture;
ceci explique les apparitions de recristallisation observees apres l'ecoulement ainsi

que tous les phenomenes que l'on designe par vieillissement de l'acier. A la fin
de l'ecoulement ce sont les grains de ferrite seuls qui portent; de toute fagon,
ce detournement des forces exterieures limite les grandes deformations plastiques.

4 C. F. Kollbrunner: Schichten»eises Fließen in Balken aus Baustahl. IIle Volume des
Memoires de l'A. I. P. C, Zürich 1935, p. 222.

5 R. Böker: Die Mechanik der bleibenden Formänderungen in kristallinisch aufgebauten
Körpern. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 175—176. Berlin 1915,

V.D.I.-Verlag.
6 A. Brandtzaeg: Failure of a material composed of non-isotropic elements. Trondhjem 1927.
7 W. Köster, H. v. Köckritz und E. H. Schulz: Zur Kenntnis der Form der Spannung^-

Dehnungs-Kur\en auf Grund der Messung des zeitlichen Verlaufes der Alterung »eichen Stahles.
Archiv für das Eisenhütten» esen 6, 1932 33.
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II faut considerer le fait qu'une teile transformation de la strueture ne peut pas
etre un processus qui croit regulierement avec 1'aecroissement de la surcharge.
II est plus vraisemblable que ce processus s'etend en meme temps ä de grands
domaines du materiau ,respectivement de la section.

C'est un fait connu que lors de l'application d'un etat de tension uniforme et
suivant un axe, ä une eprouvette d'acier plus doux on observe une limite
superieure et une limite inferieure d'ecoulement (Fig. 1). Comme la limite
superieure d'ecoulement n'a qu'une duree passagere, il est clair que Ton doit
se rapporter ä la limite inferieure d'ecoulement pour l'examen des etats de

1 wft--M
Bei gleichmässiger) Spannungszuständen ]
Pour des etats de tension uniformes \ •

for uniform stress conditions J

Beim ideal plastischen Korper \
Pour des materiaux idialement plastiques \
for ideal-plastic bodies J

Fig.l

tension uniformes. L'apparition d'une limite superieure d'ecoulement est
consideree par Moser8 comme un retard ä l'ecoulement et Prager9 la compare
ä un retard ä l'ebulition sans cependant pouvoir donner ä cette comparaison une
relation autre que purement formelle. L'origine de ce fait n'est pas encore
eclaircie; il ne semble pas exclu que les sollicitations exterieures favorisent une
amelioration de la strueture du reseau ä la limite des grains et provoquent ainsi
un aecroissement de la resistance aux deformations purement elastiques dans la

charpente de perlite. La reduction de tension, de la limite superieure ä la limite
inferieure d'ecoulement, se produit avec la formation des lignes d'ecoulement
qui sont un critere certain du processus d'ecoulement; leur Observation exacte
montre qu'elles ne croissent pas de fagon uniforme mais qu'elles se developpent
plutöt par bonds. Toutes ces apparitions se produisent assez regulierement dans
les etats de tension uniformes meme lorsqu'il faut reconnaitre que la grandeur
du processus est soumise ä une serie de faits accidentels ce qui conduit ä une
dissemination inevitable des essais.

Depuis longtemps dejä on a emis des doutes sur la question de savoir si
toutes ces apparitions ne se modifient pas sensiblement et suivant une regularite
reconnaissable lors de l'application d'etats de tension non uniformes. C'est

pourquoi l'on a exprime l'avis de limiter la condition d'ecoulement (1) aux etats
de tensions uniformes. Les essais executes ä ce sujet n'ont pas permis de tirer des

8 M. Moser: Ver. deutscher Eisenhüttenleute, Werkstoff-Aussch. Ber. 96.
9 W. Prager: Die Fließgrenze bei behinderter Formänderung. Forschung auf dem

Gebiete des Ingemieurwesens 1933.
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conclusions; un groupe de ces essais10, n, 12 justifie l'hypothese que la limite
superieure d'ecoulement est influencee par un etat de tension non uniforme en
ce sens que öf<> est d'autant plus grand que la pointe de tension elastique croit
plus rapidement et la zone sur laquelle eile s'etend est plus petite tandis que
d'autres essais13 ne permettent pas de reconnaitre cette apparition ou seulernent
dans une faible mesure. Quant ä la limite inferieure d'ecoulement, on peut
affirmer qu'elle ne subit aucune influence de ce genre.14 II parait certain que
l'elevement de la limite d'ecoulement se produit de fagon tout-ä-fait differente
pour les differentes sortes d'acier: pour les aciers doux cet elevement est plus
grand et pour les aciers durs plus faible et il ne parait se produire que pour
les sortes d'acier qui, dans les essais de traction, presentent une limite d'ecoulement

superieure tres marquee. La cause d'un tel elevement de la limite superieure
n'a pas encore ete etablie d'une maniere satisfaisante. Au point de vue de l'effet
atomiques des forces il est difficile de comprendre que des parties de la section
moins sollicitees puissent soutenir les parties plus sollicitees et y retarder le

processus d'ecoulement. Thum11 et Wunderlich ont admis que l'apparition de

lignes d'ecoulement n'est pas possible dans les domaines arbitrairement petits
car les environs encore elastiques empechent cet ecoulement. La limite inferieure
d'ecoulement doit etre depassee jusquä une profondeur assez grande de la
section de 4elle sorte que l'energie d'ecoulement emmagasinee soit assez grande
pour pouvoir percer d'une maniere quelconque l'etreinte elastique.

En se basant sur ces observations il s'est forme, au cours du developpement
de la theorie de la plasticite deux conceptions totalement distinctes sur les
circonstances qui determinent les processus d'ecoulement dans une zone de

tension; on distingue par consequent une «ancienne» et une «nouvelle» condition
d'ecoulement. D'avance nous pouvons affirmer que nous conserverons les deux
idealisations des processus reels; elles correspondent en un certain sens ä des

cas limites et il est tres probable que les apparitions effectives se trouvent entre
ces limites. II est certain que, sans une idealisation de ces observations, on ne
peut venir ä bout des grandes difficultes que l'on rencontre lors de la
determination de leur influence sur la resistance de nos constructions.

L' «ancienne condition d'ecoulement» admet que l'etat de tension local est
seul determinant pour l'apparition du processus d'ecoulement; eile peut par
consequent se deduire de la condition d'ecoulement (1) pour etats de tensions
uniformes. Pour le cas de la flexion, en negligeant les efforts de cisaillement,
la zone de tension elastique est ä un seul axe et la condition (1) se reduit ä la
forme simple ö <^ öf. II est clair que d'apres ce que nous avons dit ci-dessus
on a introduit pour öf la limite inferieure d'ecoulement <5pu car on doit juger

10 F. Nakanishi: On the yield point of mild steel. World Eng. Congress. Tokvo 1929,
Proc. Vol. III.

11 A. Thum und F. Wunderlich: Die Fließgrenze bei behinderter Formänderung. Forschung
auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 1932.

12 H. Möller und J. Barbers: Über die röntgenographische Messung elastischer Spannungen.
Mitt. d. Kaiser-Wilh.-Inst. f. Eisenforschung. Düsseldorf 1934.

13 F. Rinagl: voir annexe.
14 E. Siebel und H. F. Vieregge: Über die Abhängigkeit des Fließbeginns von Spannung^

Verteilung und Werkstoff. MitJ. d. Kaiser-Wilh.-Inst. f. Eisenforschung. Düsseldorf, Abhandlung

270, 1934.
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de la resistance apres l'ecoulement local limite et parce que l'on veut savoir
combien cet endroit peut encore supporter apres l'ecoulement pour le maintien
de l'equilibre entre les forces interieures et exterieures. Une consequence de cette
hypothese est l'apparition, sous l'effet de charges croissantes, d'une zone d'ecoulement

continue et graduelle s'etendant d'elle-meme ainsi qu'une reduction plastique
des pointes de tension;15 pour terminer un etat completement plastique de la
section est atteint lorsque l'ecoulement s'etend ä toute la profondeur de la
section. Le diagramme des tensions se compose alors d'un rectangle de traction
et d'un rectangle de compression de la grandeur de la limite inferieure
d'ecoulement öf«. Le moment des tensions internes a atteint sa valeur maxima
Mt qui ne peut etre depassee; lors d'une plus ample deformation cette section

agit comme une articulation plastique.
La «nouvelle condition d'ecoulement» affirme que toutes ces hypotheses ne

correspondent pas ä la realite, que la zone d'ecoulement s'etend beaucoup plus

Fliessbedingung
Condition d'ecoulement
Yield condition
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Ancienne
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\Old
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Um

Fig. 2. Fig. 3.

par sauts vers le bas, que d'une fagon approximative la resistance ä la
deformation est dejä affaiblie lors de la premiere apparition d'ecoulement dans la
section de teile sorte qu'elle ne peut plus participer vraiment ä la tiansmission de

l'accroissement de la charge. Elle se deduit de l'observation de l'accroissement
des pointes elastiques; on doit entendre pas limite d'ecoulement la limite
superieure d'ecoulement car cette derniere seule est influencee par l'irregularite
du champ de tension. Par consequent il faut introduire dans la condition
d'ecoulement la repartition des tensions dans toute la section. Dans le cas de la

flexion sans force normale, l'elevement de la limite d'ecoulement, AöF öFo — öFu,

devient essentiellement une fonetion de la forme de la section. Cet elevement
s'ecroule durant l'ecoulement et la limite d'ecoulement s'abaisse ä la limite
inferieure sans que soit cependant atteinte la repartition des tensions de l'etat

purement plastique dans le sens de l'ancienne condition d'ecoulement.
La difference entre les deux conditions d'ecoulement se remarque le plus

distinetement lorsque l'on represente une grandeur quelconque de deformation
dans ses rapports avec la charge. Pour le flechissement d'une poutre simple en

son milieu (fig. 2) on obtient d'apres l'ancienne condition d'ecoulement, une
courbe reguliere qui se raecorde ä la droite de la deformation purement

16 /. Fritsche: Die Tragfähigkeit von Balken aus Stahl mit Berücksichtigung des plastischen
Verformungsvermögens. Der Bauingenieur 1930, Heft 49, 50 und 51.
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elastique. A l'extremite de cette courbe la tangente doit etre horizontale afin de

permettre un equilibre entre les forces interieures et exterieures. D'apres la
nouvelle condition d'ecoulement la droite de la deformation purement elastique
se prolonge jusqu'a l'atteinte de la resistance oü eile se transforme directement
et brusquement en ligne horizontale conservee jusqu'a l'apparition des phenomenes

de durcissement. Les essais de E. Siebel1^ et H. F. Vieregge montrent
que de telles lignes y (P) peuvent etre effectivement observees quoique l'on
doivent reconnaitre que des lignes du premier type3 se rencontrent beaucoup
plus souvent dans la litterature.

Dans le cas d'une poutre continue hyperstatique on a de nouveau, d'apres
l'ancienne condition d'ecoulement, dans les zones' elastiques et plastiques une
courbe continue qui doit se terminer par une tangente horizontale tandis que
d'apres la nouvelle condition d'ecoulement on obtient pour la fonetion y (P) une
ligne polygonale qui cependant ne s'eloigne pas beaucoup de la courbe continue
(fig. 3). Les sommets du polygone correspondent ä la plastification brusque
d'une section rigide qui peut etre remplace par une articulation plastique pour
obtenir une disposition labile. Au sujet d'une restriction ä cette representation,
il faut dire ceci: chaque Systeme intermediaire statiquement moins determine et
naturellement le Systeme fondamental isostatique doivent etre stabiles dans toutes
leurs parties. 11 faut par consequent exclure la poutre continue dont les travees
laterales sont tres longues car le degre de stabilite du Systeme fondamental
isostatique engendre par la plastification du milieu de la poutre de l'ouverture
centrale, devient toujours plus faible et disparait meme.

Les essais effectues jusqu'a present ne permettent pas de repondre objeetive-
ment ä la question de l'exactitude de l'une ou de l'autre de ces conditions
d'ecoulement et dans la discussion des essais les plus importants nous demon-
trerons, suivant la difficulte de l'interpretation ,d'apres l'une ou l'autre theorie.
La nouvelle condition d'ecoulement presente le gros avantage d'etre une base

simple de la theorie de la plasticite. Si l'on admet que relevement de la limite
d'ecoulement n'est pas encore suffisamment prouve par l'experience, on a toujours
la possibilite de considerer la nouvelle condition d'ecoulement comme une
approximation pratique de l'ancienne car eile permet de simplifier la Solution de

bien des problemes qui ne paraissent plus solubles d'apres l'ancienne condition.

3° — Conception mathematique des differentes conditions d'ecoulement.

L'ancienne condition d'ecoulement se base, pour les champs de tension ä un
axe generalement ä etudier, sur la condition que nous venons d'enoncer ö < öF,
oü par öp il faut entendre la limite inferieure d'ecoulement. Elle a servi de
fondement ä presque tous les essais effectues jusquä ce jour mais eile presente
le gros inconvenient d'exiger, meme en admettant que le materiau est un corps
idealement plastique, une methode de calcul extraordinairement developpee et
etendue16,17 et ne peut par consequent presque pas etre utilisee pour les

16 J. Fritsche: Arbeitsgesetze bei elastisch-plastischer Balkenbiegung. Zeitschrift f. ang.
Math. u. Mech. 1931.

17 K. Jezek: Die Tragfähigkeit des exzentrisch beanspruchten und des querbelasteteii Druckstabes

aus einem ideal-plastischen Stahle. Sitzungsberichte d. Wiener Akademie d. Wissensch.,
Math.-Naturw. Klasse, Abt. IIa, 143. Bd., 1934.
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problemes importants de la pratique. Au point de vue du calcul de la charge
supportable qui peut etre tres facilement et tres rapidement determinee par
suite de la mise en equilibre des moments,15 la determination d'une grandeur
de deformation ou du jeu des efforts internes ne peut plus etre effectuee pour
une plastification partielle de la section determinante en considerant la forme
reelle de cette derniere. De tels problemes ne sont pas seulernent interessants au
point de vue theorique; dans la determination de la resistance d'une colonne
metallique comprimee excentriquement, on ne peut se dispenser de calculer le
flechissement au milieu de la barre car la valeur de la resistance n'est pas atteinte

par plastification de la section la plus dangereusement sollicitee, mais une
instabilite entre les forces interieures et exterieures apparait dejä lors d'une
plastification partielle. On a utilise l'integration graphique des equations differentielles
s'y rapportant mais le calcul reste cependant tres consequent. Lorsque l'on
considere la Solution de ce probleme, construite sur l'ancienne condition d'ecoulement

par Chwalla,18 Jezek17 Eggenschwyler19 etc., on peut se demander si le degre
d'exactitude possible justifie un procede si long surtout si l'on tient compte de

l'incertitude des bases; par exactitude on entend ici la concordance entre le
calcul et l'experience. Au nombre des inexactitudes de la condition d'ecoulement
on peut citer: les oscillations inevitables dans la hauteur de la limite inferieure
d'ecoulement, qui peuvent atteindre facilement 10 °/o; les variations importantes
des lois admises disant que les sections restent planes, ces variations augmentent
avec l'accroissement de la plastification; l'influence negligee des efforts de

cisaillement, etc. II en resulte la necessite de simplifier les methodes de calcul
dans les recherches sur la theorie de la plasticite.

La l"c conception mathematique de la nouvelle condition d'ecoulement fut
etablie par Kuntze.20 D'apres cette theorie, la resistance d'une section est atteinte
lorsque la valeur moyenne de la resistance öm, introduite par Kuntze, atteint
la limite inferieure d'ecoulement öFu. Dans les pointes de tension elastique la
limite d'ecoulement öFu est depassee. On obtient la valeur moyenne de la
resistance öm en divisant en deux parties de meme volume le corps des tensions par
une section parallele aux bords. Par corps des tensions on entend ici un prisme
ayant la section comme base et qui peut etre hmite par une section oblique
de teile fagon que la hauteur du corps corresponde ä la tension. L'equilibre des

volumes, respectivement l'equilibre interne entre les parties plus et moins
sollicitees du corps des tensions ne peut naturellement pas etre pris comme fon-
dement physique pour l'apparition de l'ecoulement meme si l'on pense que
l'energie d'ecoulement accumulee peut etre egale au contenu de la partie plus
sollicitee du corps des tensions et que le processus d'ecoulement peut etre bloque

par la partie restee elastique de la section aussi longtemps que son action
entravante n'est pas vaincue. Elle doit etre consideree par consequent comme
une simple hypothese aussi longtemps qu'elle n'aura pas de fondement physique.

18 E. Shwalla: Theorie des außermittig gedrückten Stabes aus Baustahl. Stahlbau 1934,
Heft 21, 22 und 23, p. 161.

19 A. Eggenschwyler: Die Knickfestigkeit von Stäben aus Baustahl. Schaffhouse 1935,
Edition personnelle.

20 W. Kuntze: Ermittlung des Einflusses ungleichförmiger Spannungen und Querschnitte
auf die Streckgrenze. Stahlbau 1933, Heft 7, p. 49.
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Puisqu'elle correspond bien aux essais, on peut admettre qu'elle doit etre
conservee comme bonne approximation de cette condition d'ecoulement encore
inconnue, theoriquement fondee d'une fagon irreprochable.

La condition d'ecoulement de Kuntze est fondee completement sur les essais

et doit etre modifiee quand eile ne joue plus. Un tel cas se presente lorsque l'on
veut l'utiliser, ainsi qu'on le montrera plus tard, pour decrire la resistance d'une
colonne metallique excentriquement comprimee. Pour rester en aecord avec ces

essais, il faut la modifier de la fagon suivante: il faut partir d'un corps des
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Fig. 4.

Interpretation de la condition d'ecoulement de Kuntze,
a, originale et b, modifiee.

« b

Fig. 5.

tensions qui comprend la non uniformite des tensions dans toute la section; on
peut l'obtenir en reduisant d'abord les tensions de teile sorte que la tension soit
nulle pour une fibre extreme (fig. 4). La valeur moyenne de resistance öm divise
maintenant le corps des tensions reduites en deux parties de meme contenu, mais
il faul introduire, dans les sections ä deux axes de symetrie, öm 2öp afin de

rester en aecord avec les essais. Pour un profile en I on calcule20a la limite
relevee d'ecoulement ö'F dans les poutres de tension elastique au moyen de

5'F=Kl+a(l- ß)
ÖF (2)

si l'on prend a A e* ß — -r (Fig. 5).

Cette relation n'est valable que pour autant que la valeur moyenne de resistance
tombe dans l'aile de la section, c'est-ä-dire pour autant que xm ^ hx + t.
II en resulte que l'equation (2) n'est valable qu'aussi longtemps que l'on a

1 — a (a -f- 2ß) i> o. Si cette condition n'est plus remplie, on a

*=Vn 4ß
+ ß) - a2 (1 - ß)

ÖF» (3)

i0a Un tel essai permettrait peut-etre de liquider la question de l'exactitude de l'une ou de
l'autre des conditions d'ecoulement.



26 J. Fritsche

La grandeur ö'F, limite superieure d'ecoulement relevee a la signification
d'une «limite d'ecoulement par flexion» car lorsque l'on a de la flexion
l'ecoulement se produit lorsque la plus grande tension ä la fibre extreme atteint
cette valeur. Cette limite d'ecoulement par flexion n'est donc pas constante mais
depend de la forme de la section. On a

ö f t}> öf
Ö F ÖFo

OU l|)
ÖF ÖFu

(4)

Une consequence, qui n'a pas encore ete verifiee, de cette condition d'ecoulement

est que, dans une deformation purement elastique, des parties sans tension
aux environs de la fibre neutre auraient une influence, jusqu'a un certain point
favorable, sur la resistance d'une poutre et que par exemple un profil en croix
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Fig. 6. Fig. 7.

serait plus resistant que le meme profil auquel on aurait coupe les ailes
horizontales en ce sens que les parties sans tension entravent le processus
d'ecoulement dans les fibres extremes. Pour le profil en croix (fig. 6) on a:

1 — a

ÖF (5)

et pour le rectangle seulernent, avec a o et ß 1

ö'f 1,414 öf (6)

Pour un profil constitue de deux poutrelles "T 10.5 ä large semelle on a, pour
a 0,830 et ß 0,085, le rapport de la limite d'ecoulement par flexion
ä la limite inferieure d'ecoulement 4> 1,85 lors d'un essai de traction alors

que pour le profil rectangulaire on obtient \\) 1,41. Ce profil en croix devrait

par consequent supporter environ 30 o/o de plus que le profil rectangulaire
correspondant. On doit avoir quelque chose de semblable pour un profile |—| quand
il est plie dans le plan de symetrie perpendiculaire ä l'äme; cependant il faut
remarquer qu'une äme infiniment haute ne permettra pas de relever ä l'infini
la limite d'ecoulement par flexion. II faut admettre que seules les parties de l'äme
proches des ailes pourront entraver le processus d'ecoulement dans les fibres
extremes et l'on peut recommander d'evaluer la partie de l'äme ä introduire

dans la condition d'ecoulement ä — de chaque cote (fig. 7).
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Ce resultat theorique parait etonnant et il sera probablement bientöt possible
de le verifier par des essais.21 II est possible que seuls des essais executes avec
des sections de ce genre sur la resistance de colonnes metalliques chargees
excentriquement ne donnent une confirmation sur la necessite de cette hypothese.

La 2hme conception de la condition d'ecoulement en tenant compte du
relevement de la limite d'ecoulement dans les pointes de tension est de Prager;9 sur
le processus d'ecoulement, il admet que le domaine elastique releve avec tension
limite ö'f dans le diagramme de tension du stade totalement plastique se
transforme en la tension limite öf et que ce processus s'accomplit sans reduction de

la resistance ä la flexion de la place en voie de plastification (fig. 8). Designons

A Spannungsverteüung
'=jr i Repartition des tensions^ j Stress distribution

°fu J [Vor dem Fliessen Fig- 8.

[Avant l'ecoulement
[Before yielding
[Nach dem fliessen
Apres l'ecoulement
After yielding

par W le moment resistant de la section et par T le moment statique des deux
moities de la section par rapport ä laxe neutre, on peut ecrire: ö'fW öFT

et par consequent ö'f \tj • öf et xj) (7)
W ÖFu

La conception de Prager qui apparait comme tres vraisemblable represente aussi
lors d'un examen critique une idealisation des processus d'ecoulement; eile ne

repose pas plus que la conception de Kuntze sur des bases physiques et n'est

pas plus en concordance fondamentale avec les faits. Son extension au calcul
de la resistance de colonnes metalliques comprimees excentriquement fournit des
valeurs evidemment trop grandes vis-ä-vis de l'experience de teile sorte meme
si l'on ne peut donner un jugement definitif on doit cependant donner la
preference ä la conception de Kuntze de la condition d'ecoulement.

4U — Contröle des conditions d'ecoulement par des essais.

Les essais de flexion de Thum11 et Wunderlich sont essentiels pour la
nouvelle condition d'ecoulement. Les 8 essais effectues sur des eprouvettes polies
de differents types de section en I (fig. 9) donnent, en tenant compte d'une
limite inferieure d'ecoulement lors des essais de traction de öf 2,47 t/cm2,
les valeurs ö'f, calculees d'apres les conditions d'ecoulement de Kuntze et de

Prager, contenues dans le tableau 1 oü elles sont comparees aux valeurs mesurees.
Si l'on fait abstraction des essais 2 et 3, dont les gros ecarts autorisent
evidemment d'autres explications, la concordance avec les valeurs de Kuntze est
certainement satisfaisante alors que les valeurs calculees d'apres Prager sont

21 J. Fritsche: Der Einfluß der Querschnittsform auf die Tragfähigkeit außermittig
gedrückter Stahlstützen. Stahlbau 1936.
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Sections des 8 poutres d'essai de Thum et Wunderlich.

presque toutes au-dessus des valeurs mesurees; on peut en conclure que la
repartition des tensions du stade completement plastique ne doit pas necessaire-
ment correspondre aux hypothese de l'ancienne theorie.

Tableau 1.

Les essais de Thum et Wunderlich.

No. °Fo
°Fo

calcule d'apres

Ecart

en °/o de la
°Fo

calcule d'apres

Ecart

en °/o de la
de 1 essai mesure Kuntze valeur mesuree Prager valeur mesuree

1 3,50 3,41 + 2,56 3,68 — 5,14
2 3,64 3,31 + 9,07 3,61 + 0,82
3 3,78 3,28 + 13,20 3,60 + 5,14
4 3,42 3,38 + 1,17 3,45 — 0,80
5 2,91 2,96 — 1,72 3,32 — 14,10
6 3,44 3,31 + 4,03 3,66 — 6,40
7 3,15 3,06 + 2,96 3,43 — 8,88
8 2,61 2,72 — 4,20 3,05 —16,84

Les essais de Thum et Wunderlich sont les bases les plus importantes de
la nouvelle condition d'ecoulement et si elles paraissent livrer un contröle
objectif pour une limite superieure d'ecoulement relevee ö'f, on peut toujours
supposer en tenant compte des observations faites lors de la determination de la
resistance ä la fatigue, que la transformation artificielle de la surface par
polissage peut avoir une influence sur la limite d'ecoulement en surface car lä
seulernent on peut effectuer les mesures.

En ce qui concerne le relevement de la limite superieure d'ecoulement pour
les differentes sortes d'acier, on ne peut liquider cette question que par des

essais dont on ne possede pas un nombre süffisant pour pouvoir tirer un
jugement definitif. Les essais de Siebel et Vieregge14' sur des poutres quadra-
tiques montrent ainsi que l'on peut le voir dans le tableau 2, que cet effet n'est
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Tableau 2.

Les essais de Siebel et Vieregge effectues sur une poutre carree.

No.
limite

inf. d'ec. resistance
öFo

^ «öFu
mesure

i{? (theorique)
de l'essai

ö Fu
ä la rupture

Kuntze Prager

1 1,89 3,09 1,66 1,41 1,50

2 2,52 4,88 1,34 1,41 1,50
3 3,77 7,50 1,07 — —
4 5,46 7,10 1,05 — —

prononce que pour les aciers doux tandis que l'on ne peut pas l'observer pour
les aciers ä haute resistance. Quant ä la question de savoir quelle condition
d'ecoulement est exacte, ces essais n'entrent pas en ligne de compte car la limite
d'ecoulement doit etre determinee par calcul en admettant certaines reparlitions
des tensions et non pas par Observation directe au lieu de l'ecoulement. On peut
encore etudier si la resistance est atteinte par plastification reguliere ou par
relevement de la limite d'ecoulement dans les pointes de tension.

:ti
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Fig. 10 a. Fig. 10b.

Section de la poutre et disposition des charges sur la poutre d'essai de Stüssi et Kollbrunner.

Dans les poutres hyperstatiques les processus de plastification ont une influence
beaucoup plus grande sur le jeu des efforts internes et les lois de deformation
que dans la poutre simple, dejä par suite de l'egalisation des moments, independant

du mode de la condition d'ecoulement. On peut supposer qu'un mesurage
des processus pourra fournir une conclusion sur l'exactitude de l'une ou de
l'autre condition d'ecoulement. De tels essais (fig. 10a et b) furent executes
ces derniers temps par Stüssi et Kollbrunner22 ä Zürich avec une extraordinaire
exactitude. J'ai exploite des resultats dans un travail23 paru dans le ,,Stahlbau":
la condition d'ecoulement de Kuntze fut employee dans sa forme originale. En
se basant sur les essais de compression executes sur des colonnes d'acier on doit
apporter quelques modifications et l'on obtient de l'equation (2) ö'f 1,09 öF et
AöF öfo — öfu 303 kg/ cm2. De lä MT W öf 26,70 tcm et

Pt —^^— 3,56 t. A la tension au milieu de la travee centrale egale

22 F. Stüssi und Kollbrunner: Beitrag zum Traglastverfahren. Bautechnik 1935, Heft 21

p. 264.
23 J. Fritsche: Grundsätzliches zur Plastizitätstheorie. Stahlbau 1936, Heft 9, p. 6b.
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ä la limite d'ecoulement relevee ö'f correspond la charge PV- Pour a
31,

-14Pf
4MT

411 + 6I,
• 2,27 t;: la valeur correspondante du moment sur appui est

(l-a)l,
X'f =- — 7,28 tcm. Apres la mise hors fonetion du milieu de la poutre il reste
un Systeme fondamental isostatique compose de deux poutres simples, reliees par

une articulation plastique, possedant des encorbellements de la longueur -^ • P

peut croitre encore aussi longtemps que sur les appuis le moment d'ecoulement
Mt n'est pas atteint dans le Systeme fondamental, ce qui se produit lorsque

/TA ™ " X'f. On obtient ainsi la valeur que l'on avait2<P* P'F) -± MT

calculee directement auparavant: Pt — 3,56 t. Le flechissement au milieu de la

poutre est f2 0,0872 P pour le Systeme 2 fois statiquement indeter-

3.90

l3.56

/,
ä£3,00

VJ,2+9 ff2.27

WO

o 1 2 3 * cm
~h

• o + Gemessene Werte; valeurs mesurees;measured values

'Auf Grund der Messungen von Stüssi u. Kollbrunner gerechnet
Calculees ense basant sur les mesures de Stüssi et Kollbrunner
Caiculateo[based on measurements byStüssi andKollbrunner
Auf Grund der neueren ffiessbedingung von Kuntze
D'apres la nouvelle condition d'ecoulement de Kuntze
Based on nenv yielding condition by Kuntze
Auf Grund der neueren Fliessbedingung von Prager
D'apres la nouvelle condition d'ecoulement de Prager
Based on new yielding condition by Präger

Fig. 11.

mine lors d'une deformation purement elastique, tandis qu'on peut calculer
f2 0,198 + 0,642 (P — 2,27) apres l'introduction d'une articulation plastique
au milieu. Stüssi et Kollbrunner ont mesure les flechissements f2 (P) et ils ont
determine l'allure des resistance internes Mm (P) et X (P) ä partir de la
deformation de l'axe par une methode tout-ä-fait approfondie. Les fig. 11 et 12 don-
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nent les resultats de leurs mesures en comparaison avec les resultats des calculs

d'apres les differentes conditions d'ecoulement et l'on peut y voir que, dans ce

cas aussi, la nouvelle condition d'ecoulement de Kuntze correspond le mieux.
Le coude brusque des lignes mesurees f2 (P), Mm (P) et X (P) lors de l'atteinte
de Pf et Mf Wöf montre qu'aucun relevement de la limite d'ecoulement ne
semble s'etre produit ici mais cependant les essais ne permettent pas ä ce point
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Based on yielding condition of Prager
Auf Grund der alteren fliessbedmgung
D'apres l'ancienne condition d'ecoulement
Based on old yielding condition

Fig. 12.

de vue de tirer une Interpretation certaine car l'effet ne peut se produire qu'ä
une hauteur d'environ 10 o/0 de öf et peut etre recouverte par des variations dans
les limites d'ecoulement.

Les essais de Maier-Leibnitz^ dont nous avons parle montrent en general un
passage plus progressif du domaine purement elastique au domaine plastico-
elastique; j'ai aussi demontre23 que ces essais s'aecordent ä la condition d'ecoulement

de Kuntze, pour autant que l'on peut le controler; le poljgone des

flechissements (P) joue assez bien avec les courbes mesurees.
Comme resultat de l'observation des essais les plus importants, on peut dire

ce qui suit: un relevement des limites d'ecoulement n'est pas possible et demande

encore une plus ample confirmation experimentale. Tant que ceci ne sera pas
fait on pourra considerer la nouvelle condition d'ecoulement comme une bonne
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approximation de l'ancienne et c'est eile que Ton devra utiliser dans les calculs
car eile permet une simplification excellente et necessaire.

5° — La colonne metallique comprimee excentriquement.

Si la theorie de la plasticite basee sur la condition d'ecoulement de Kuntze
est utilisable, eile doit nous donner aussi la resistance des colonnes metalliques
comprimees excentriquement en concordance avec l'experience. Cette question
fut traitee ces derniers temps d'une fagon tres approfondie sur la base dc
l'ancienne condition cl'ecoulement17, 18, 19 sans cependant avoir fourni des resultats
satisfaisants24 au point de vue de l'influence de la forme de la section, avec
raison prise en consideration. En admettant un domaine d'ecoulement s'etendant
d'une fagon continue, on se trouve en presence d'un probleme de charges
critiques en ce sens que la plastification croissante de la section mediane epuise
de plus en plus l'equilibre entre les forces exterieures et interieures jusqu'a une
certaine profondeur du domaine d'ecoulement longtemps avant que l'etat
completement plastique etant atteint dans la section la plus defavorablement sollicitee,
aucune forme d'equilibre stable n'est plus possible. Le calcul de cette charge
critique ne peut etre exactement effectue que pour une section rectangulaire car
les equations differentielles, dans le cas d'un corps idealement plastique sont tres
compliquees et ne permettent, dans le cas d'un diagramme general des forces-
deformations, qu'une integration graphique tres laborieuse. Lorsque l'on parle
de Solution exacte, il ne s'agit ici que d'un processus purement mathematique.
Dans le sens de la resistance des materiaux qui tend vers une description plus
exacte de l'experience, elles restent malgre tout des Solutions approchees car elles

reposent sur une serie d'hypotheses plus ou moins bien satisfaites.
La Solution de ce probleme est tres simplifiee par la nouvelle condition

d'ecoulement car l'on peut, sans grandes difficultes, considerer la veritable forme
de la section. Le processus est d'apres cette conception tel que son caractere
purement elastique est conserve jusqu'a la limite relevee d'ecoulement ö'F; ce
n'est qu'alors que la zone d'ecoulement s'etend subitement jusqu'a une grande
profondeur de la section ce qui engendre, dans le cas d'une barre isostatique,
l'epuisement direct de la capacite de resistance. Sans aucun doute cette representation

n'est qu'une idealisation du processus reel et les essais ont demontre qu'une
petite augmentation des charges est toujours possible meme si l'on peut nettement
observer les lignes d'ecoulement; la brisure brusque de la ligne ym (P) (fig. 13)
est supprimee par un ecoulement graduel mais cette apparition ne peut pas
avoir une grosse influence.

Dans le cas de la flexion avec compression longitudinale le relevement de la
limite d'ecoulement ö'f doit dependre non seulernent de la forme de la section
mais aussi fortement de la tension longitudinale ö0. Pour saisir cette dependance
il est d'abord necessaire de considerer les deux cas limites ö0 o et ö0 öp.

ö0 o correspond ä la flexion pure pour laquelle la valeur Aöp (o) parait
determinee; ö0 öf est une pure sollicitation normale et lorsque l'on exclut
le cas du flambage, la limite de la resistance est precisement atteinte alors.

24 E. Chwalla: Der Einfluß der Querschnittsform auf das Tragvermögen außermittig
gedrückter Baustahlstäbe. Stahlbau 1935, Heft 25 und 26.
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Principalement les essais de W. Rein25 ont demontre que dans un tel cas

l'apparition d'un moment n'est plus du tout necessaire pour obtenir un aecroissement

constant de la deformation sous une charge constante. Ceci comprend aussi
la conception precedente car l'irregularite de l'etat de tension disparait d'oü il
resulte que l'on doit avoir Aöf (öf) o. II s'agit maintenant de proceder

P

Bei unbeschränkter Gültigkeit
des Hooke'schen Gesetzes
Pour une validite mdetermmee
de la loi de Hooke
for unrestneted validity of
Hooke's law

tlit der älteren fliessbedmgung
Avec l'ancienne condition
d'ecoulement
Aecord to old yield condition

Mit der neueren fliessbedmgung
Avec la nouvelle condition
d'ecoulement
Aecord to new yield condition

Fig. 13.

Le flechissement transversal
du point milieu d'une barre
comprimee excentriquement.

ä la mise en equation lineaire de Aöf pour les valeurs intermediaires des ö0

car l'experience nous a montre que l'equation la plus simple fournit souvent les
resultats les plus satisfaisants. Ainsi que je l'ai justifie21 on peut poser l'equation:

ö'f Öo l|> (öf — Öo) — (öf — Öo) (8)

oü 1)5 est une valeur qui ne depend que de la forme de la section et represente
le rapport de la limite d'ecoulement par flexion ä la limite inferieure d'ecoulement

par traction (fig. 14). J'ai aussi demontre que le report sense de la
condition d'ecoulement de Prager9 doit conduire ä une fonetion quadratique Aöf (ö0)

dont le maximum est atteint pour ö0 — avec Aöf -5- öf. La condition

d'ecoulement de Prager nous conduit ä la conclusion difficile ä se representer,
que la capacite de resister ä un moment de flexion doit croitre entre certaines
limites pour un ö0 croissant; ceci nous donne une autre explication du fait que
cette condition d'ecoulement fournit des charges critiques trop grandes vis-ä-vis
des essais.26

25 W. Rein: Berichte des Ausschusses für Versuche im Stahlbau, Ausgabe B, Heft 4;
Versuche zur Ermittlung der Knickspannung für verschiedene Baustähle.

26 /. Fritsche: Näherungsverfahren zur Berechnung der Tragfähigkeit außermittig gedrückter
Stabe aus Baustahl. Stahlbau 1935, Heft 18, p. 137.

3 F
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L'equation (8) determine ö'f; la rupture de la colonne est maintenant liee ä la
condition öi ö'f. On obtient (fig. 15):

pym L p *i\
öi ö'f öo + -^r Go 11 + ^ sec --]

P Wi
oü x2 p-rz et kj -=^ represente la distance du noyau de la fibre interne de

P
la section. Si l'on introduit pour -j- le degre d'excentricite m, on obtient

xl
j ou ö f — öo ==¦ sec -

et avec la condition d'ecoulement (8)

ö'F c50 (1 + m sec —) ou ö'f — ö0 =¦ sec

xl 1

öo ni sec — — (öf — ö0)
£i V

xld'oü l'on peut tirer öocrit. II est recommandable d'employer pour sec -ö"l'approxi
mation donnee par Timoshenko 27

x 1 öe + 0,234 ö0
sec

Öe Öo
(9)

2E
oü öe represente pour la barre la tension d'Euler öe —rr- Si 1 on designe

A

par m' vm le degre d'excentricite «corrige >, on obtient pour öocrit l'equation
quadratique suivante

Öocrit (1 — 0,234 m') — öocrlt [öf + öe (1 + m')] + ÖF öe o (10)

et si l'on veut representer ö0 cr;t en fonetion directe du degre d'eiancement

X —, on a:

ö2ocrit X2 (1 — 0,234 m') — öocrit [X2 öF + ti2 E (1 + m')] + ti2 E öf o (11)

Jo,
i i °r

1,0 -
Kuntze

Prager
•

0,73

^~ ^
Oß*t
0,5 ^Sv-Nc
0,^1

6o

%**
Fig. 14. Fig. 15

27 Timoshenko: Trength of Materials, Band II, 1931
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La resolution de cette equation quadratique se heurte accidentellement ä des

difficultes; on obtient sous forme de difference et lorsque les deux chiffres sont
du meme ordre de grandeur, on doit pousser tres loin la precision du calcul et
l'emploi de la regle n'est plus possible. Dans de tels cas on peut representer
cette expression par une racine de la forme V \ — x oü x est une grandeur
tres petite; si l'on developpe la racine en une serie de binomes et si on la coupe
ä partir du deuxieme membre, on obtient dejä une Solution suffisamment
approchee

ÖF ÖE
Öo erit — öF+ öe (1 +nV)

(12)

tandis que l'on peut obtenir, en tenant compte du troisieme membre, une valeur
plus exacte de la forme

r 1—0,234 m'
1 + Öo critÖo crit — Öo crit (13)

öf + öe (1 + ni').

6° — Contröle des essais.

Les relations que nous avons obtenues doivent etre comparees au grand nombre
de resultats d'essais afin de demontrer l'exactitude et la possibilite d'emploi de
la methode de calcul basee sur la nouvelle condition d'ecoulement. En premiere

6/2,67 t/cm1
1

2ß

2,0 t\
^**"

^22
m-1

o o«2,m>f* X.

10

o.s

<

c

o***>, k~-v

&22
m*3

o "~
o —' ^J.

160 180 200

Nach der fliessbedmgung von Kuntze
D'apres la condition decoulement de Kuntze
Yielding condition aecord to Kuntze
Nach der fliessbedmgung von Prager
D'apres la condition d'ecoulementde Prager
Yieldma condition aecord to Prager
Versucnsuchswerte von Ros
Resultats d'essais de Ros
Test results ofRos

Fig. 16.

Tire de J. Fritsche: „Der Einfluß der Querschnittsform auf die Tragfähigkeit
außermittig gedrückter Stahlstützen." Stahlbau 1936.

ligne il nous faut nommer les essais fondamentaux de flos28 sur des profiles

I 22 et 32; leur contröle que j'ai dejä publie21 fournit une concordance

parfaite entre le calcul et l'essai. La fig. 16 que j'ai tiree de ma publication

28 M. Ros, Die Bemessung zentrisch und exzentrisch gedrückter Stäbe auf Knickung. Compte-
Rendu du 2me Congres international de Construction des Ponts et Charpentes, Vienne 1928.

p. 282.

3*
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dans le «Stahlbau», montre clairement que les lignes calculees öocr;t (\) sert de

moyenne aux essais. On peut voir encore que l'on doit supprimer de cette
representation les degres d'eiancement X < 25 car dans de tels cas la solidification
peut jouer un röle et masquer les processus d'ecoulement eux-memes. Les essais
de ßos justifient la modification que nous avons apportee sous 3 ä la condition
d'ecoulement de Kuntze; si l'on n'introduit pas dans le calcul la possibilite d'un
retardemenl du moins partiel de l'ecoulement des fibres extremes, retardement
produit par l'äme moins sollicitee, il n'est pas possible d'introduire numerique-
ment cette possibilite.

Les essais du «Deutscher Stahlbauverband», pour autant qu'ils me sont connus
par une publication de G. Grüning29 fournissent ainsi que je l'ai montre21 une
excellente confirmation de ce procede de calcul quoiqu'il serait tres souhaitable
d'executer d'autres essais de ce genre avec differentes formes de section afin de

pouvoir controler cette theorie dans toutes ses conclusions.
Tres interessants sont aussi les essais de A. Ostenfeld30 executes en 1928/29

au laboratoire de statique de l'Ecole Polytechnique de Copenhague sur lesquels
M. le Dr. Cizek m'a rendu tres amicalement attentif. Ostenfeld ainsi que J. Melan,
Prague, est parti bien avant que l'on ait explique ces considerations par la theorie
de la plasticite du point de vue que la veritable securite ne pouvait pas etre
determinee par l'echelle des tensions et qu'il etait necessaire de se baser sur la

rupture ou l'etat d'instabilite de l'equilibre tel qu'il est engendre par l'ecoulement.
II arrivait ä la conclusion que l'on pouvait etablir la veritable securite de colonnes

comprimees excentriquement qu'en comparant la contrainte admissible au point
le plus defavorable ä une tension dans la fibre extreme de la grandeur

öres öo (l + ß m sec ^-j (14)

La valeur ß ne peut pas s'expliquer par une echelle de tension basee sur la
theorie de l'elasticite; c'etait en general une valeur tiree de l'experience, qui
dependait de la section et du degre d'eiancement et qui permettait de relier
la plus forte tension dans la fibre extreme ä la resistance. Ostenfeld donne une
definition theorique de ß qui n'est que peu satisfaisante actuellement. II utilise
des representations qui correspondent ä l'ancienne condition d'ecoulement avec
reduction plastique des pointes de tension. Afin de pouvoir s'adapter d'une fagon
satissfaisante aux resultats des essais il devait dans certains cas admettre une
reduction de 10 ä 20 o/o du module d'elasticite E qui etait determine de teile
sorte que l'equation suivante soit satisfaite lorsque la resistance etait atteinte.

x 1

ym p • sec —. (15)

Pour cette raison on ne peut pas comparer directement cette valeur ß avec la
la valeur v que nous avons introduite; son sens est le meme, car eile doit
«corriger» le degre d'excentricite donne.

29 G. Grüning: Knick\ersuche mit außermittig gedrückten Stahlstützen. Mitteilungen aus
dem staatlichen Materialprüfungsamte in Berlin-Dahlem. Stahlbau 1936, Heft 3, p. 17.

30 A. Ostenfeld: Exzentrisch beanspruchte Säulen. Versuche mit Stahlsäulen, Querschnittsbemessung.

Ingenion idenskabelige Skrifter A No. 21. Kopenhagen 1930.
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Pour la section rectangulaire Ostenfeld trouve ß 0,69 alors que theorique-»
ment on obtient la valeur v 0,71. La concordance est tres bonne. Le tableau 3

Tableau 3.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes carrees.

% 0,707 E 2100 t/cm2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm2

X m 0 o crit

calcule mesure

Ecart

en °/o de la

valeur mesuree

1 2,44 49,2 2,15 892 912 + 2,4

2 2,37 49,1 5,80 441 465 + 5.1

3 2,12 72,6 2,09 732 727 — 0,7

4 2,13 72,6 5,98 370 353 — 4,8

5 2,37 99,6 2.26 672 627 — 7,2

6 2,44 98,0 6,30 370 341 - 8,5
7 2,64 123,3 2,62 581 519 -11,9
8 2,69 123,6 6,63 349 338 - 3,3

contient ses mesures ä une colonne metallique ä section rectangulaire comparees
aux valeurs calculees öocrit. Les ecarts sont faibles: si les valeurs calculees sont
un peu plus grandes que les valeurs mesurees cela provient des variations dans la
limite d'ecoulement öf. La valeur du moment des forces exterieures est constante
dans un plus grand domaine et il est clair que l'ecoulement se produira lä oü la
limite d'ecoulement a une valeur plus faible. Ceci correspond ä l'experience qui
montre que les premieres lignes d'ecoulement ne se produisent pas toujours
exactement au milieu de la colonne.

Le deuxieme groupe d'essais fut execute sur des fers carres places de coin.
Dans ce cas l'hypothese de l'egalite du corps de tension plus sollicite et moins

sollicite fournit la relation suivante pour le calcul de v —7- (fig. 17),
Ö F

1,5 v2 4. 0.3124 o (16)

^ 2Ö'
1

^ ÖM ^

^i
1 7J\\ 1—
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f xlx \ f
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f\=/ i

=/ 1

Ey 1

7 i

Fig. 17.

que l'on resoud le plus facilement par tätonnements. On en tire v 0,58 alors

que Ostenfeld calcule avec ß 0,53; une comparaison des deux chiffres
n'est pas possible ä cause de la correction de E. Dans le tableau 4 on a compare
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Tableau 4.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes carrees (posees de coin).

v 0,580 F 2100 t/cm2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm2

X m Ö0

calcule

crit

mesure

Ecart

en % de la

valeur mesuree

1 2,63 48,3 2,44 1000 1160 + 13,8
2 2,68 48,5 6,21 547 579 + 5,5
3 2,15 73,8 2,51 743 713 — 4,2
4 2,20 73,9 6,11 431 456 + 5,5
5 2,63 98,0 3,09 688 672 + 2,4
6 2,68 98,2 7,10 421 408 - 3,2
7 2,74 122,8 2,25 694 616 — 12,6
8 2,12 124,2 6,65 330 325 - 1,5

les valeurs mesurees öocrjt avec les valeurs calculees. Lä aussi la concordance est
satisfaisante car les ecarts -f- 13,8 et — 12,6 o/o sont compatibles avec l'exactitude
que l'on peut obtenir. En tenant compte de la largeur des parties de section
moins sollicitees on obtient la limite superieure d'ecoulement theorique exigee
dans les pointes de tension elastique pour ö0 0 avec ö'f 1,73 öF qui par
ces essais peut etre considere comme possible. De toute fagon l'ancienne condition
d'ecoulement fournit aussi dans ce cas pour une surcharge croissante, une
augmentation toujours plus lente du domaine d'ecoulement en tenant compte
de la forte resistance qui se developpe contre l'accroissement de la plastification;

T
on obtiendrait de meme une grande resistance car le rapport ^ est tres grand

et l'on voit que l'ancienne et la nouvelle condition d'ecoulement sont paralleles
et qu'elles ne se distinguent que par des processus intermediaires qui conduisent
ä peu pres au meme resultat final.

Le troisieme groupe d'essais concerne les barres comprimees, ä section
cylindrique (fig. 18). La largeur de la fibre est bx 2Kx (d — x) et la condition
d'ecoulement s'ecrit:

xM

dx

d'oü l'on tire, apres resolution de l'integrale determinee, l'equation pour v:

3 * -| arcsin (2 v — 1) -+- (8 v8 — 2 v — 3) Vv (1 — v).
lU

Si l'on pose, ce qui peut toujours etre fait, pour les valeurs de v qui se presentent
ici: aresin (2v — 1) (2v — 1) -)- 2it on obtient:

3
(2v — l) + (8v2 — 2v — 3) Kv(l —v) 0. (17)

De cette equation on peut tirer v — 0,65, alors que Ostenfeld a calcule avec
ß 0,58. Dans le tableau 5 nous avons de nouveau compare les valeurs de
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öocrit calculees et mesurees. Pour la deuxieme fois on obtient pour des petits
degres d'eiancement, une valeur de 10 o/o plus petite et il n'est pas exclu que
l'erreur provienne du fait que l'on ne peut completement eviter un certain petit
encastrement dans les appareils d'appui. Ceci donne un certain renforcement aux
extremites de la barre ce qui peut certainement avoir une petite influence
surtout lorsque les barres sont courtes.

Tableau 5.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes cylindriques.

v 0,650 E 2100 t/cm2

Ecart
No. öFu X m °0 crit en % de la

de l'essai en t/cm2
calcule mesure valeur mesuree

1 3,25 44,2 2,70 1082 1260 + 14,1
2 3,25 44,4 6,20 608 668- + 9,0
3 3,25 95,3 2,97 775 763 — 1,6

4 2,86 95,3 6,20 455 447 + 1,8

Une autre serie d'essais concerne des profiles en I flechis perpendiculairement
au plan de l'äme; dans ce cas Ostenfeld prend ß 0,58 tandis que le calcul
d'apres l'equation (5) donne v 0,61.

Tableau 6.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes constituees par un profile £ 10.

a) les ailes sont comprimees.

vi 0,682, E 2100 t/cm2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm2

X
P

m=k-
calcule

crit

mesure

Ecart

en °/o de la

valeur mesuree

1 3,04 31,9 1,95 1250 1200 — 4,2
2 3,04 31,9 5,85 592 551 - 7,4
3 2,95 56,8 1,86 1132 1070 — 5,8
4 3,23 57,4 6,06 572 510 — 12,1

5 2,95 82,0 2,01 939 875 — 7,3

6 2,95 82,0 5,76 502 479 — 4,8
7 2,94 106,0 2,12 774 707 - 9,5
8 2,94 106,0 6,00 440 406 — 8,4
9 3,04 134,0 2,35 616 567 — 8,6

10 3,17 134,0 6,32 394 360 - 9,5

D'autres essais tres interessants sont ceux executes sur des profiles en |_

pour lesquels j'ai calcule la limite d'ecoulement par flexion et la valeur v.21

Ces profils non symetriques donnent des resistances tres differentes suivant que
la charge agit d'un cote ou de l'autre du centre de gravite. Si les deux ailes
subissent la plus forte compression, le flechissement se produit du cote ferme de

la section et l'on a r- T>

Vl 0,707 |/\=i£ (18)
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oü a -^ et ß -j- (fig. 19). Pour le profile T 10 que nous avons essaye,

a 0,83, ß 0,12 d'oü v 0,682, tandis quOstenfeld a calcule dans ce
cas avec ß 0,69. La comparaison entre les valeurs calculees et mesurees se

trouve au tableau 6 qui contient aussi les ecarts en o/0 des valeurs mesurees.
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Fig. 18. Fig. 19.

Lorsque le point d'application de la force se trouve au cote du centre de

gravite, l'äme supporte la plus forte compression et le flechissement se fait du
cote ouvert de la section. En ce qui concerne la resistance, il y a deux possibilites

tout-ä-fait distinctes ä considerer: eile peut etre atteinte soit par ecoule-
ment dans la partie comprimee, soit par ecoulement dans la partie tendue. La
plus forte contrainte de compression est:

h öo (l + nisecyj
et celle de traction:

I— 1 + m ^ sec

oü m - represente le degre d'execentricite mesure par rapport au cote oppose;

La condition d'ecoulement s'enonce dans le 1er cas

xl 1

ö'f — öo öo m sec — — (öf — ö0)

tandis que dans le cas 2 on peut l'ecrire

i ^2 xl 1
xöf + öo öo ni =- sec —- — (öf + ö0)

(19)

(20)

v2 fut calcule auparavant avec v2 0,707 |/* (1 + a) — aß (2 — ß); vx doit
naturellement avoir en tenant compte du champ de tension reduit, la meme valeur

que lorsque le flechissement se produit du cote ferme. Le cas 1 se produit pour
le petites valeurs de ö0 et pour de petites excentricites p tandis que pour le cas
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2 c'est le contraire. La tension limite ö0g pour laquelle l'ecoulement apparait
simultanement aux deux fibres extremes peut etre calcule des deux equations (19)
et (20) avec

ÖoG —
Vi & — V2

Vi ft + V,
oü § ¦¦

tl (21)

Pour le profile |_ 10 que nous avons essaye, \k1 0,629, k2 1,400 cm,

vt 0,682 d'oü Ton tire ö0g 0,253 öf. Dans les essais de Ostenfeld
l'ecoulement s'est produit en partie dans l'äme et en partie dans les ailes tendues

lorsque la charge avait son point d'application du cote de l'äme selon les
relations etablies ci-dessus. Dans la plupart des essais les valeurs de m etaient si

grandes que l'on se trouvait en presence du cas 2. C'est pourquoi la tension

critique se calcule ä partir de (20) avec

ö*ocrit (1 + 0,234 m'ft) + öocrit [öF — öE (1 — m'ft)] - öeöf =0 (22)

Pour le profile (_ 10 on avait vx 0,68 tandis que Ostenfeld admet ß 0,63.
Les essais sont tres nombreux et il suffit de controler ceux qui ont de petites
valeurs ftm car ils suscitent le plus grand interet. Les resultats du calcul sont
contenus dans le tableau 7. Si l'on considere la condition theorique que l'ecoulement

ne peut se produire dans les ailes que lorsque öocrit < öoG, deux des essais

cites y sont contraires. Ceci ne doit pas surprendre; la valeur ö0g ne peut pas
representer une limite exacte de deux apparitions opposees mais simplement avoir
une validite approchee. Avant tout les variations des limites d'ecoulement jouent
un grand röle surtout si l'on tient compte du fait que la limite d'ecoulement
entre en ligne de compte une fois dans l'äme et une autre fois dans les ailes, cas

qui par experience ne sont jamais egaux. II serait possible de considerer ces
differentes limites d'ecoulement dans le calcul de ö0g. Deux essais paralleles
seulernent montrerent l'apparition de l'ecoulement dans l'äme. Les resultats de

ces essais se trouvent dans le tableau 7 sous N° 1; dans ce cas aussi on a une
concordance satisfaisante.

Tabl iu 7.

Essais de Ostenfeld sur des colonnes constituees par un profile ^ 10

b) l'äme est comprimee.

0,903, >! 0.682, fr 2,23, E 2100 t/cm2v2

No.
de l'essai

öFu
en t/cm1

X
P

m ü;
ö o crit

calcule mesure

Ecart

en °/o de la

valeur mesuree
°oG

1 2,59 50,7 1,76 1000 1140 + 12,1 655
2 2,57 82,2 1,95 800 776 - 3,1 650
3 2,82 108,0 1,84 698 625 — 11,7 712
4 2,71 132,4 2,03 527 498 — 5,8 685
5 2,78 82,5 1,96 830 828 — 0,3 703
6 2,97 57,4 5,79 351 382 + 8,1 750
7 2,57 82,2 5,73 291 305 -f 4,6 650

Remarque: Dans l'essai 1 l'ecoulement se produisit dans l'äme comprimee; dans les autre«
essais dans les ailes tendues.
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Pour terminer, on peut dire sur les nombreux essais de Ostenfeld, qu'ils
peuvent etre consideres comme une bonne confirmation, du fait qu'ils permettent
une representation fondamentale de la nouvelle condition d'ecoulement et qu'ils
permettent de calculer la resistance d'une colonne metallique sans calculs trop
compliques. Si ces essais ne donnent aucune confirmation de l'exactitude physique
de la nouvelle condition d'ecoulement, ils justifient cependant son emploi dans la
resitance pratique des materiaux. On peut encore controler le procede de calcul
developpe ici par les nombreux essais de la «American Society of Civil
Engineers» qui a cree une commission speciale pour l'etude de la resistance
des colonnes metalliques. Les resultats des essais qui se rapportent aux sections
les plus variees, ont ete publies dans «Proceedings of the American Society of
Civil Engineers» de fevrier 1929; la place que nous avons ä notre disposition ne
nous permet malheureusement pas de nous etendre sur ces essais.

Resume.

Tandis que l'ancienne condition d'ecoulement utilise directement la valeur
de la resistance, tiree de l'essai ordinaire de traction, pour la determination du
danger d'ecoulement local, — car eile ne considere que l'etat de tension
local, — la nouvelle condition d'ecoulement fait varier la valeur de la resistance
suivant la forme du champ de tension. Si l'on ne considere pas comme demontre
le relevement de la limite superieure d'ecoulement dans les pointes de tension
du champ elastique et si l'on reste exclusivement sur le plan de l'ancienne
condition d'ecoulement, on ne peut cependant pas ecarter la nouvelle condition dans
ses conclusions; on peut toujours encore la considerer comme une approximation,
fournissant des resultats utilisables et satisfaisants, de l'ancienne condition
d'ecoulement. Le present travail s'occupe aussi du calcul des barres excentriquement

comprimees, sur la base de la nouvelle theorie de la plasticite. La
nouvelle condition d'ecoulement a l'avantage de donner des methodes de calcul
claires et simples, dont les resultats concordent avec les essais. On peut souhaiter
que la question de la condition d'ecoulement sera plus largement encore etudiee.
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Sur les limites d'ecoulement et les diagrammes de flexion.

Über Fließgrenzen und Biegekennlinien.

Yield Limits and Characteristic Deflection Lines.

Dr.Ing. F.Rinagl,
Professor an der Technischen Hochschule, Wien

Pour cause redactionelle ce rapport est publie en annexe.

Aus redaktionellen Gründen erscheint das Referat im Anhang.

For editorial reasons this report appears in the appendix.
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Theorie des systemes hyperstatiques.

Theorie statisch unbestimmter Systeme.

Theorie of Statically Indeterminate Systems.

Dr. Ing. E. Melan,
Professor an der Technischen Hochschule, Wien.

A) Materiau idealement plastique.

A) Idealplastischer Baustoff.

A) IdeakPlastic Material.

I.

La statique de construction a pour objet la determination des forces interieures
et des deformations des systemes composes de barres minces. Cette determination
se fait au moyen de trois groupes d'equations: le premier indique que le Systeme
est en equilibre, le deuxieme represente les conditions de connexite geometrique
tandis que le troisieme exprime le rapport qui existe entre les forces interieureis
d'une part et les deformations d'autre part. Lorsque le Systeme est statiquement
determine, le premier groupe d'equations suffit pour determiner les forces
interieures, les autres groupes ne servant qu'ä la determination des deformations.
Par contre lorsque le Systeme est statiquement indetermine, le premier groupe
d'equations ne suffit pas ä la determination des forces interieures. II est dans
ce cas absolument necessaire de tenir compte des deux autres groupes d'equations
et meme de connaitre le rapport existant entre les deformations et les tensions*.
La theorie usitee admet la validite illimitee de la loi de Hooke, c'est-ä-dire admet

que les allongements d'une barre sont proportionnels ä la force normale et que
les deformations angulaires d'une piece courbe sont proportionnelles au moment
de flexion agissant au point considere.

Ainsi que nous l'avons dejä mentionne ailleurs, l'experience nous montre que
la validite de la loi de Hooke est limitee et que la relation lineaire entre la force
et la deformation n'existe que dans certaines limites. Ces limites ne sont par
contre pas invariables, elles dependent non seulernent de l'allongement constate
au moment considere mais aussi de la rapidite avec laquelle la surchage varie.
II est encore important de savoir si, en dehors du domaine de validite de la loi
de Hooke, les allongements subissent un aecroissement ou une diminution.

Si l'on veut obtenir des resultats exaets en tenant compte de l'etat reel, il faut
remplacer la loi de Hooke en dehors de son domaine de validite par une autre
hypothese qui tienne mieux compte des resultats des essais. Cette hypothese, dans
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le cas des systemes hyperstatiques, ne se rapporte qu'au calcul de la deformation
du Systeme, ainsi que nous l'avons dejä dit plus haut, et dans le cas des systemes
hyperstatiques au contraire, eile nous conduit ä la determination de forces interieures

tout-ä-fait differentes. Afin d'obtenir des resultats pratiquement utilisables,
il est necessaire d'idealiser un peu cette relation par rapport ä l'etat reel. Avant
tout Ton admet que la vitesse avec laquelle varie la surcharge est sans influence,
en d'autres termes que les forces interieures ne varient que lentement ainsi

que la statique le congoit lorsque l'on exclu les considerations d'ordre elastico-
cinetique. Si l'on considere la figure la, il nous est possible de fonder la theorie.
Contentons-nous d'une reproduction moins exacte de cette figure; on peut par
exemple admettre le diagramme deformations/forces de la figure lb. En general
on idealise encore un peu plus ce diagramme pour le cas d'un materiau de

«plasticite parfaite» et ceci comme le montre la figure lc. Cette derniere hypothese

est basee sur les essais que nous mentionnons ensuite: nous la formulerons

Ok

Fig. 1

dans la deuxieme partie de ce rapport. Elle repose sur les hypotheses faites par
Haar-Karman, Mises et Hencky1 sur la repartition des tensions suivant les

trois axes.
Les resultats des essais de tension-deformation peuvent directement etre

appliques aux barres tendues des treillis. Dans le cas des barres comprimees, la

surcharge limite est generalement donnee par la charge de flambage. Si l'on
veut etendre le diagramme de la figure lc aux tensions negatives, il faut admettre

que, au-dessous de la charge de flambage, l'axe de la barre peut se deformer
d'une fagon quelconque. En ce moment-lä il est evident que la charge de flambage
atteint sa valeur critique qui ne peut en aucun cas etre depassee. Au moment de

la decharge il existe de nouveau une relation lineaire entre la force et la

deformation.
D'une maniere generale, cette theorie de la plasticite parfaite est d'une

importance beaucoup moins grande pour les poutres en treillis que pour les

systemes rigides. Ainsi que nous le montrent les recherches generales, les

systemes constitues par un materiau idealement plastique ont cette propriete
remarquable de supprimer les pointes de tension qui se produisent dans un

1 A. Haar et Th. von Karman, „Zur Theorie der Spannungszustände in plastischen und

sandartigen Medien". Nachr. der kgl. Ges. der Wiss. Göttingen 1909.

v. Mises, „Mechanik der festen Körper im plastisch-deformahlen Zustand". Idem 1913,

H. Hencky, „Zur Theorie plastischer Deformationen und der hiedurch im Material
hervorgerufenen Nachspannungen". Zeitschr. für angew. Math, und Mech. 1924.



A) Materiau idealement plastique 47

materiau totalement elastique aux depens des parties moins sollicitees dans un
materiau plastique. En d'autres termes, il faut considerer les reserves du materiau
qui cependant sont beaucoup plus faibles dans une poutre en treillis exactement
dimensionnee que dans le cas d'une poutre continue de meme profil reposant
sur plusieurs appuis. Nous avons choisi comme exemple pour nos recherches
la poutre en treillis pour les raisons suivantes: les recherches analytiques nous
conduisent ä des relations ayant un nombre fini de variables, ce qui n'est pas
le cas pour les systemes composes de barres rigides; ensuite les relations
mathematiques sont beaucoup plus expressives pour le lecteur. Une generalisation
ä un nombre infini de variables est toujours possible et ainsi les resultats obtenus

pour la poutre en treillis peuvent toujours etre rapportes aux systemes composes
de barres rigides.

Pour les recherches concernant les systemes composes de barres rigides de

plasticite parfaite, on admet en general, ce qui est d'une precision süffisante,
les memes relations entre le moment et la deformation angulaire que celles

indiquees dans la figure lc pour les tensions et les allongements. II faut cependant

faire remarquer que ces deux hypotheses ne s'accordent pas parfaitement
Sur ce sujet ainsi que sur d'autres questions y relatives, on lira avec le plus
grand interet une contribution de Eisenman parue dans le «Stahlbau» de 1933.
Notons encore une autre contribution de W.. Prager („Über das Verhalten statisch
unbestimmter Konstruktionen aus Stahl nach Überschreitung der Elastizitätsgrenze")

parue dans le «Bauingenieur» de 1933. Dans cette derniere etude il
est demontre par un exemple determine que dans un Systeme hyperstatique les

deplacements sont beaucoup plus influences que les moments par l'admission
d'une loi d'elasticite speciale et que cette loi est inconcevable pour determiner la
relation existant entre les moments interieurs et les deformations angulaires.

Je voudrais encore faire remarquer deux points tres importants qui, comme
consequence du remplacement de la loi de Hooke par une relation non lineaire
ne sont pas assez mis en evidence dans la plupart des publications destinees aux
ingenieurs. Premierement, la validite de la loi de la superposition, par suite
du fait que les equations ne sont plus lineaires, n'existe plus ou plutöt est
limitee au calcul des forces interieures des systemes statiquement determines.
A l'exception de ce dernier cas il est par consequent impossible de dessiner des;

lignes d'influence. Secondement il est impossible de determiner l'etat de tension
d'un Systeme hyperstatique si les surcharges anterieures ne sont pas connues.
II faut aussi faire attention ä ce dernier point dans tous les cas oü il est question
d'une seule surcharge comme par exemple dans les travaux de J. Fritsche,
Schaim, Kazinczi et Girkmann2 qui traitent specialement de systemes constitues

2 J. Fritsche, „Die Tragfähigkeit von Balken aus Stahl mit Berücksichtigung des plastischen
Verformungsvermögens". Bautechnik 1930.

G. H. Schaim, „Der Durchlaufträger unter Berücksichtigung der Plastizität". Stahlbau 1930.
G. v. Kazinczi, „Statisch unbestimmte Tragwerke unter Berücksichtigung der Plastizität".

Stahlbau 1931 et „Bemessung unvollkommen eingespannter Stahl-I-Deckenträger unter
Berücksichtigung der plastischen Formänderungen". Assoc. intern, des ponts et charpentes 1933/34.
2 eme volume des Memoires.

K. Girkmann, „Bemessung von Rahmentragwerken unter Zugrundelegung eines
idealplastischen Stahles". Sitzungsbericht der Akademie der Wiss. Wien 1931 et „Über die
Auswirkung der Selbsthilfe des Baustahles in rahmenartigen Stabwerken". Stahlbau 1932.
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par des materiaux de plasticite parfaite. II est tacitement suppose dans toutes
ces recherches que les forces exterieures croissent progressivement de zero
ä leur valeur finale. II en est de meme pour les recherches concernant des

surcharges repetees, dans ce cas l'on suppose que la surcharge varie entre deux
valeurs determinees. A cette place il ne faut pas oublier de citer en premiere
ligne le memoire de M. Grüning „Die Tragfähigkeit statisch unbestimmter
Tragwerke aus Stahl mit beliebig häufig wiederholter Belastung", Berlin 1926. La
conclusions la plus importante ä tirer de ce travail est qu'un Systeme charge un
nombre süffisant de fois par une force variant entre deux limites determinees,
finit par ne se deformer que dans une marge determinee. Les recherches de

Grüning supposent le cas moins specialise de la figure la. Les recherches de

portee generale se trouvent dans un travail special de J. Fritsche sur la poutre
continue chargee un grand nombre de fois et constituee par un materiau
idealement plastique.

H. Bleich a etendu les resultats de Grüning ä un materiau de plasticite
parfaite (voir le Bauingenieur 1932). Dans ce memoire il est demontre que, meme

pour une surcharge variable quelconque, c'est-ä-dire non pas seulernent pour une
surcharge variant entre deux limites, le Systeme considere finit par travailler
comme un Systeme constitue par un materiau totalement elastique ceci apres
un certain nombre de variations de la surcharge. Cette proposition qui fera
l'objet de la deuxieme partie de ce rapport, sert de base au dimensionnement
des systemes hyperstatiques constitues par un materiau de plasticite parfaite.
Sur ce principe s'est bäti un nouveau procede appele «procede de l'equilibre
plastique». Le lecteur que cette question interesse pourra se renseigner par exemple
dans le livre intitule „Stahlhochbauten" de F. Bleich publie ä Berlin en 1932.

Cet apergu des travaux les plus importants traitant la theorie des systemes
hyperstatiques n'a pas la pretention d'etre complet, il faut cependant lui ajouter
quelques etudes qui traitent la theorie de ces systemes d'une maniere plus
generale. Citons tout d'abord un memoire de J. Fritsche paru dans „Zeitschrift
für angewandte Mathematik und Physik" en 1931, ainsi qu'un travail de Hohenemser

paru dans „Ingenieurarchiv" de 1931. Ces deux etudes traitent la question
de l'energie potentielle dans de tels systemes. Par contre nos recherches, qui
ont pour but prineipal une demonstration generale de la loi de H. Bleich,
utilisent les equations d'equilibre dont il a ete parle au debut de ce travail, en
liaison avec la loi de l'elasticite d'un materiau idealement plastique. L'inde-
termination des allongements qui, ä ma connaissance n'etait pas prise en
consideration jusqu'a maintenant, de meme que les restrictions necessaires pour
la validite de la loi de H. Bleich, sont des consequences de l'hypothese d'une loi
de tensions/deformations en dehors du domaine de la loi de Hooke. Si l'on
remplace ce diagramme par celui de la figure la ou lb, toutes les Solutions
indeterminees tombent ainsi que que toutes les considerations qui en dependent.
Cette simplification n'est rendue possible que par l'introduction d'une nouvelle
constante du materiau, ä savoir, l'inclinaison de la droite limite.

II.
1°) La demonstration que donne H. Bleich, dans le memoire que nous avons

cite, de sa loi sur les systemes hyperstatiques constitues d'un materiau ideale-
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ment plastique n'est pas du tout simple et n'est faite que pour des systemes au

plus deux fois statiquement indätermines. On peut considerer comme impossible
un developpement de sa demonstration pour des systemes d'un plus haut degre
d'indetermination et ceci ä cause de l'exces de calculs.

Dans ce qui suit nous allons exposer une demonstration valable pour des

systemes d'un degre quelconque d'indetermination. Cette demonstration est assez

simple lorsque l'on a etudie certaines proprietes des systemes constitues d'un
materiau idealement plastique. Les explications que nous donnerons ensuite pour
cette demonstration nous permettront d'avoir un apergu beaucoup plus profond
sur la maniere dont se comportent de tels systemes. Nous avons besoin ici de

quelques lois tres simples sur les systemes d'equations lineaires que l'on peut
trouver dans tous les livres d'algebre. Afin de ne pas avoir affaire ä un nombre
infini de variables, nous bornerons notre etude aux poutres en treillis. Le

passage ä un nombre infini de variables, necessaire pour les systemes ä barres

rigides, se fait comme dans la theorie de l'integration et ne presente aucune
difficulte fondamentale.

Rappeions tout d'abord que l'allongement d'une barre constituee par un
materiau idealement plastique est donne par la relations:

AS v + pS, (1)

p est une constante dependant du module d'elasticite, de la longueur et du profil
de la barre, v est la deformation permanente et S l'effort dans la barre. Lorsque
S se trouve dans l'intervalle T' < S < T, oü T' et T representent les limites

qS

plastische Langendnderung
allongemement elastique
elastic deformation

Fig. 2.

'bleibende Längenanderung
allongement permanent
permanent deformation

d'ecoulement relatives ä la compression et ä la traction, v est une constante.
Ce n'est que lorsque S T ou S T' que v croit ou decroit suivant que
S T ou S T'. On dit alors que la barre s'ecoule. II est impossible que
S < T' et S > T. Les relations que nous venons d'ecrire sont representees dans
la figure 2, en abscisse est porte le temps. Dans ce diagramme, les ordonnees

representent: en-haut l'effort dans la barre et en-bas les allongements. La barre se

comporte comme totalement elastique dans les intervalles de temps tx < t < t2,
t3 < t < t4 et t5 < t tandis que dans les autres intervalles eile s'ecoule. Nous

4 F
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supposons encore que dv/dt a une valeur finie, c'est-ä-dire que l'allongement
permanent se produit avec une vitesse d'ecoulement finie, sans pouvoir faire
de sauts.

2°) Dans une poutre en treillis hyperstatique, nous pouvons distinguer deux
sortes de barres, les barres qui sont absolument necessaires, c'est-ä-dire que Ton
ne pourrait supprimer sans provoquer une deformation cinematique de la poutre
et les barres qui ne sont pas absolument necessaires, donc que l'on pourrait
enlever sans obtenir une deformation de la poutre. Par definition, dans une

poutre en treillis v-fois statiquement indeterminee, il existe toujours un groupe
d'au moins \ barres que l'on pourrait supprimer sans provoquer une deformation
de la poutre en treillis qui de statiquement indeterminee devient alors statiquement
determinee.

Considerorfs notre poutre en treillis ä un moment determine auquel les

surcharges exterieures ont atteint une certaine valeur. Chaque barre a subi un
allongement permanent par suite de cette surcharge de teile sorte que l'effort
S est atteint dans la barre. Si le Systeme etait totalement elastique, il existerait
dans les barres, d'apres la theorie usitee pour les systemes hyperstatiques, un
effort B. II existe entre S, B et v la relation suivante:

Si + Eqik • vk Bi (i 1,2, r) (2)

II est simple de comprendre la signification de q,k qui represente l'effort dans
la barre i lorsque le Systeme n'est pas charge (tous les B 0) et que tous les

allongements v, ä l'exception de celui de la barre k sont nuls. Dans ce cas on
prend Vk —1. Si l'on introduit cette valeur dans l'equation 2), on obtient:

Si qik

Ceci nous montre que pour les poutres necessaires qik 0 et que qik qki,
ce qui fait que la somme dans l'equation 2) peut tout au plus s'etendre aux
barres non necessaires 1, 2, v. Du fait que la matrice est symetrique,
c'est-ä-dire que qik qki, on peut constater que nous avons affaire ä une
reciprocite des efforts dans les barres, identique ä la reciprocite des deplacements
dans la loi de Maxwell. Cette loi qui peut etre facilement contrölee par la
resolution des equations d'elasticite exprime que l'effort dans la barre i engendre

par un allongement permanent Vk —1 de la barre k (qik) est egal ä l'effort
dans la barre k engendre par un allongement Vi —1 de la barre i (qki)»
c'est-ä-dire que

qik qki.

Cette loi n'est evidemment valable que pour les systemes hyperstatiques et
seulernent pour les barres non indispensables sans quoi notre equation devient:

qik qki 0

Introduisons dans l'equation (2) l'expression öi Bi — Si nous obtenons le

Systeme d'equations:

öi Zqlk • vk (i 1,2. r) (3)
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Le Systeme des öi peut etre defini comme un Systeme de forces coercitives.
Ces öi representent les efforts qui existent dans les barres du Systeme decharge et

qui sont provoques par la deformation resultant d'une surcharge anterieure. Si
l'on multiple chaque equation de la serie par vi et que l'on additionne, on obtient
la forme quadratique suivante:

J 2 <5; Vi 2 2 qik Vi vk (4)
i i k

J doit pour notre demonstration toujours etre positif; il faudra donc choisir les

Vk en consequence. Pour le demontrer partons du principe des deplacements
virtuels:

ISAs 2Po
La sommation doit se faire, pour le membre de droite sur toutes les forces
exterieures et pour le membre de gauche sur toutes les barres du treillis. Les
S et les P representent un Systeme en equilibre. Les allongements As peuvent
etre choisis arbitrairement tout en etant cependant compatibles avec les conditions
de connexite geometrique, ce qui signifie que dans un Systeme v-fois statiquement
indetermine, on ne peut choisir plus de v valeurs arbitraires. Ces As representent
les valeurs de v + pS et de pB, allongements du Systeme constitue respectivement

d'un materiau idealement plastique et totalement elastique. La difference
v + p (S—B) v — pö est certainement un Systeme compatible d'allongements.
Quant ä b, il exprime le deplacement du point d'application des forces exterieures
dans la direction de ces forces lorsque chaque barre du treillis s'est allongee de

la valeur As.
Posons As v — pö et ecrivons ensuite le principe des deplacements virtuels

soit pour le Systeme idealement plastique, soit pour le Systeme totalement
elastique. Si nous remarquons que les efforts S et B sont engendres par les

memes forces exterieures et que dans les deux cas b v — pö, nous obtenons

par soustraction:

Zfv-pö) ö 0

d'oü il resulte que:
J 2>ö ]Tpö2 0 (4a)

ce qui demontre que J ne peut pas etre negatif car p s/EF n'est pas negatif
et par consequent Zpö2 ne peut etre que positif. J ne peut disparaitre que lorsque
tous les ö sont nuls, ce qui ne prouve pas que dans ce cas tous les v seront nuls.

Considerons le treillis idealement plastique au moment determine oü les

efforts dans les barres ont atteint la valeur S et les efforts dans les barres
1, 2,... ju la limite d'ecoulement, Sx Tr S2 T2,... S^ TM. Si l'on modifie
la surcharge, S devient egal ä S -}- AS, v ä v -f- Av et B ä B -f- AB. Nous

pouvons ecrire l'equation suivante:

(Si + ASi) + 2 *k (vk + Avk) (Bi -f- ABi)

Soustrayons maintenant de cette equation l'equation (2), nous obtenons:

ASi + 2 qik Avk ABi (i 1,2, u) (5)
et:

Aöi 2q*kAvk (6)
4*
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oü Aöi represente la modification des forces coercitives. La somme Zqjk Avk
ne peut s'etendre qu'au nombre ju. de barres car par la definition meme d'un
materiau idealement plastique seules les barres pour lesquelles S T' et S T
peuvent s'ecouler. II faut supposer que AB a ete choisi suffisamment petit pour
que seules les |u premieres barres aient atteint la limite d'ecoulement. Tant que
ces barres seules s'ecoulent, nous avons äffaire ä une phase bien determinee. Une
autre phase commence lorsque des barres cessent de s'ecouler ou encore lorsque
de nouvelles barres commencent ä s'ecouler. Pour la phase qui suit le moment
que nous considerons le Systeme d'equations 5) est valable si nous remarquons
qu'ensuite des proprietes d'un materiau idealement plastique, il peut se presenter
les deux alternatives suivantes pour les \x premieres barres:

ou bien ASi 0 et Avi a la meme signe que Si Ti

respectivement Si T'i
ou bien Avj 0 et Avi n'a pas le meme signe que

Si Ti resp. Si T'i (i 1, 2,... ju) (5 a)

II n'y a que les ju premieres equations de 5) qui sont interessantes car lorsque
nous avons tire les Avk des jli premieres equations, il n'y a plus aucune difficulte
ä tirer Sj (fi < j < r) des autres equations. Pour cette phase qui a ete engendree

par un AB relativement petit, l'equation suivante est valable

Sj + ASj < Tj resp. T'j.

3°) II est facile de demontrer au moyen du principe des deplacements virtuels
que l'equation 5a) suffit pour determiner les valeurs AS de l'equation 5)

ASi + 2qik Avk ABi (i 1,2, r)

Les charges exterieures P P + AP, ainsi que les valeurs S' S -f- AS'
sont tout aussi admissibles que les valeurs S" S + AS" si les AS ne sont

pas parfaitement determines. II en serait de meme pour les allongements
v' -|- pS' et v" + pS". Si l'on ecrit le principe des deplacements virtuels dans
les quatre combinaisons possibles, on obtient:

2S" (v" + PS") 2P&" ZS' (v" + pS") ZP&"

2S" (Y' + PS') 2P&' ZS' (v' + pS') 2P&'

Dans ces equations les deplacements de noeuds b" se rapportent ä v" -f- pS"
et b' ä v' + pS'. Si l'on soustrait de la difference des deux equations de droite
la difference des deux equations de gauche, on obtient:

Z(S" — S') (v" — V) + p (S" — S')2 0

ou encore:

Z(AS" — AS') (Av" — Av') + 2(AS" — AS')2 p 0 (7)

A cause du carre, Z (AS" — AS')2 n'est plus negatif et il en est de meme de

Z(AS" —AS') (Av" —Av'). Si la barre s'ecoule dans les deux cas, AS" AS' 0
tandis que si la barre ne s'ecoule dans aucun cas Av" Av' 0; la somme
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disparait donc chaque fois. Lorsque la barre s'ecoule dans un cas et non dans

l'autre, AS" 0 et Av" a le mßme signe que S T tandis que Av' 0 et AS'
a un signe oppose ä celui de S T. Dans ce cas le premier terme de notre
equation se reduit ä — AS' Av". *S' et v" ne pouvant avoir le meme signe,
l'expression — AS' Av" ne peut etre negative. Lorsque S" et S' n'ont pas la meme
valeur, l'equation 7) est formee par une somme de termes positifs et par
consequent ne peut etre nulle que si S" S'. Une nouvelle phase bien determinee
ne peut se produire que lorsque les AB ou plus exactement les dB/dt sont donnes.
Tout ceci nous demontre que les tensions dans les barres sont parfaitement
determinees mais non les allongements permanents. II est possible dans certains
cas d'obtenir plusieurs Solutions pour les Av.

Au debut de cette phase, les X premieres barres doivent avoir atteint la limite
d'ecoulement. II s'agit de trouver les Solutions des deux equations suivantes,
l'une pour les barres qui s'ecoulent.

2qik Avk ABi Aöi (i 1,2, X) (8a)
i

l'autre pour les barres qui ne s'ecoulent pas encore:

ASj + 2qjk Avk ABj (X < j ^ r). (8b)
1

D'apres une loi connue de l'algebre, les equations 8a) ne peuvent avoir des
Solutions bien determinees que lorsque la matrice (qn... qxx) n'est pas
singulare, c'est-ä-dire lorsque les determinants

qu q±x

qxx qxx

ne disparaissent pas. II est süffisant mais non pas necessaire pour cela que la
matrice (qu q^) ne soit pas singuliere. Dans ce cas, Av 0 est la seule
condition pour que tous les AB 0. C'est la condition necessaire et süffisante
pour que l'equation de la forme quadratique

J 22qik Avi Avk
s'annule.

Les Av ne sont plus determines lorsque la matrice (qn qxx) est
singuliere et est du rang fr < X, c'est-ä-dire lorsque non seulernent tous ses
determinants mais aussi tous les determinants mineurs de plus de fr rangees sont
nuls quand au moins une fr rangee est nulle. Les Solutions peuvent etre representees

au moyen de l'emploi des constantes arbitraires, cp dans la forme:

Avi Av*+2cPt)ip (9)

oü les Av * sont les Solutions du Systeme

2q,k Av* ABi Aöi (i 1, 2, fr)

lorsque Avk* 0 pour k fr + 1, fr + 2, X
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Comme nous devons avoir dans ce cas au moins une matrice (qu--qfrfr)
non singuliere, les Solutions Av* doivent etre parfaitement determinees. Les

t)ip sont les Solutions du Systeme d'equations homogenes

2qik t)kp 0 (i 1,2, X)

qui a comme Solution X — fr differents systemes fondamentaux: ökp (P fr -f- 1,
fr + 2.... X). On peut demontrer que ces t)kP satisfont aussi aux autres equations

2qik t)kp 0 (i X + 1, X + 2, r).

Ceci resulte du fait que la matrice

qn ¦ - • qix
(r>X)

qri • ¦ • qrx

ne peut pas etre d'un rang superieur ä fr, ce qui signifie que tous les determinants
mineurs d'un nombre de rangees et de colonnes plus grand que fr ne peuvent
pas etre d'un rang superieur ä fr lorsque le determinant prineipal a le rang fr

et que la forme quadratique s'y rapportant J SZqjk v; Vk est nettement positive.
Nous avons de nouveau deux cas ä considerer, ou bien il est impossible de

choisir les valeurs arbitraires cp de teile sorte que l'expression Zcp t)ip ait le

signe exige par l'alternative 5 a). Si l'equation

Avi Av* +2cP ÖiP

a le signe exige, l'equation

Avi Av*+2(cP + bcp) öip

ne peut avoir le meme signe que si frc est choisi suffisamment petit. Dans ce cas les

Avi ne sont plus parfaitement determines mais cependant entre des limites finies
determinees. Supposons maintenant que Icp t)ip remplisse la condition exigee

pour le signe, l'expression Zkcp Dip a la meme signe pour un k positif
quelconque. Si k devient infiniment grand, la Solution

Avi Av* +k2cP öiP

devient elle-meme infiniment grande.
Pour la demonstration de la loi que nous avons ennoncee au debut, il est

encore utile de connaitre le fait suivant. Si les valeurs Zi et Wi sont liees par
la relation

r
Zi 2qik wk (i 1, 2, r)

k l
l'equation suivante est valable

i>kt>kP o uo)
k i

On peut controler l'exactitude de cette equation en y introduisant les valeurs

Zk 2qki wi.
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II en resulte que
2'zk t)kP 22qki Wi t)kp
k k i

et en modifiant la suite des sommations

2wi 2qik t)kP-
i k

Comme par definition 2qik t)kP 0 il en resulte que 2zk fckP 0.
k k

Pour completer notre expose faisons encore la remarque suivante. Ecrivons
le principe des deplacements virtuels avec les allongements ABp, ce qui est
certainement compatible avec les conditions de connexite geometrique de la

poutre en treillis. Utilisons ä cet effet une premiere fois les efforts AS produits
par la charge AP et une seconde fois les efforts AB. Soustrayons les deux
equations et nous obtenons en remplagant ö par sa valeur (ö AS — AB)

2Aö ABp 0.

II en resulte que Aö et AB ne peuvent jamais avoir le meme signe pour toutes
les barres sans quoi la somme serait toujours positive et ne pourrait pas etre
nulle, ainsi que nous l'exigeons, puisque p est toujours positif. C'est lä
l'expression de la faculte d'adaptation d'un Systeme constitue par un materiau
idealement plastique. Dans un tel Systeme on constate que les tensions diminuent
en certains points pour augmenter en d'autres.

4) Les resultats que nous avons obtenus jusqu'a present seront peut-etre
rendus plus expressifs pour l'ingenieur si nous expliquons les relations qui
existent au cours d'une phase determinee dans la poutre en treillis que nous
avons consideree. Dans ce but nous modifions notre treillis en coupant certaines
barres non indispensables et en installant ä la coupure un mecanisme permettant
un deplacement dans une seule direction determinee. Pour certaines barres on
admettra que seul un ecartement des deux bords de la coupure doit etre possible.
Ceci sera realisable en coupant la barre perpendiculairement ä son axe et en

posant les deux extremites bout ä bout sans aucune liaison. Pour d'autres barres
on ne tolerera qu'un rapprochement des deux parties, ce qui est facile ä

realiser en remplagant la barre consideree par un cable.

Appliquons ä notre treillis les surcharges AP, les efforts dans les barres de

notre nouveau Systeme seront AS. II existe entre ces AS et les AB que nous
avons definis plus haut la relation suivante:

ASi + 2qik Avk ABi (i 1, 2, r).
i

Dans cette equation les Av representent les deplacements opposes des bords de
la coupure des jli premieres barres. Le Systeme d'equations suivant est valable

pour les jli premieres barres

ASi + 2qik Avk ABi (i 1, 2, jli)

Dans cette equation il y a deux cas ä considerer

ou AS 0 et dans ce cas Av ^ 0
ou AS ^ 0 et dans ce cas Av 0
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Le sens de l'inegalite est donne par le genre du mecanisme construit. Ce sont lä
les memes equations que celles que nous avons posees 5) et 5 a) pour le Systeme
constitue par un materiau idealement plastique.

Nous pouvons donc dire que le treillis constitue par un materiau idealement
plastique peut etre remplace au debut d'une phase par un nouveau treillis dans

lequel nous avons applique le mecanisme en question aux barres qui ont atteint
la limite d'ecoulement dans le treillis primitif. Si l'on surcharge ce nouveau
treillis avec l'augmentation des forces exterieures provoquant cette phase, les

efforts AS dans les barres seront egaux aux modifications des efforts se
produisant dans les barres du treillis primitif au cours de la meme phase. Si les
barres coupees n'ont pas une matrice singuliere (qn q^), nous pouvons
affirmer que le nouveau treillis (sans tenir compte du mecanisme installe) n'a
subi aucune deformation, car dans ce cas la Solution du Systeme d'equations
homogenes

2 qik fckP o

st que tous les fc) soient nuls. Nous pouvons constater encore que le Systeme:

ASi +2qikAvk Bj

ne peut posseder pour une valeur quelconque de AB qu'une Solution tres
determinee pour les AS et les Av. Admettons que la matrice (qu q^)

est

XX AX
<*/

\/ X\X
- Stäbe an der Grenzefür Zug
- barres ä la limite pour /a traction
- members at the limit of tension

- Stäbe an derGrenzefürDruck
-barres ä la limitepour/a compression
-members atthe limit ofcompression

Fig. 3.

est singuliere et de rang fr, nous avons alors deux cas ä considerer. Ou bien
le nouveau treillis est «bloque de lui-meme» par le mecanisme installe, c'est-ä-dire

que les Solutions du Systeme d'equations homogenes n'ont pas le signe impose

par le mecanisme. Le Systeme est indeforme et l'on peut resoudre les equations

pour tous les AB possibles, meme lorsque les Av ne sont pas parfaitement
determines mais se trouvent cependant entre deux limites finies. Ou bien le

nouveau treillis est deforme et il existe des Solutions du Systeme d'equations
homogenes, Solutions ayant le signe impose. On ne peut plus choisir les AB
arbitrairement dans ce cas car les Av peuvent croitre au-dessus de toute limite
finie. Illustrons cette theorie par l'exemple d'un cas determine pour lequel nous
ferons quelques considerations d'ordre cinematique. Prenons comme exemple
la poutre en treillis de la figure 3. Supposons que les deux barres dx et d2 ont
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atteint la limite d'ecoulement; notre nouveau treillis sera celui de la figure 3a.
II ne sera pas deforme, et les mecariismes peuvent etre etablis aux coupures.
La matrice

qii qi2
q2i q22

n'est en aucun cas singuliere et comme la surcharge variera au cours de la phase
qui suivra, nous aurons un etat d'equilibre. Si ce sont les barres dx et d3 qui
alteignent la limite d'ecoulement (fig. 3b), la matrice

qu qi3
q3i q33

est singuliere et le treillis est d'abord deforme. Mais si par contre les deux
barres atteignent en meme temps soit la limite de compression T', soit la limite
de traction T, les mecanismes appropries supprimeront la possibilite de
deformation et, ä une Variation quelconque des surcharges correspondra un etat
d'equilibre car nous avons äffaire en ce cas ä un Systeme bloque de lui-meme.
Dans le cas oü une barre atteint la limite de compression et l'autre celle de

traction (fig. 3 c), lors d'une modification de la surcharge entrainant un veritable
ecoulement des deux barres, les AB doivent etre tels que l'equilibre soit possible
et qu'il existe des Solutions. Les Av peuvent dans ce cas depasser toutes les
limites finies.

5) Apres ces differentes remarques, nous allons demontrer la loi que nous
avons ennoncee au debut de ce travail. Cette loi est la suivante: Dans une poutre
en treillis constituee par un materiau idealement plastique, chargee de forces
variables quelconques et dont les tensions dans les barres se trouvent dans un
intervalle fixe d'avance Bimax > B; > Bimin, les deformations permanentes
tendent vers une limite finie pour une surcharge variant un nombre süffisant de
fois. Nous devons supposer cependant qu'il est possible de trouver un Systeme
de forces coercitives ö pour lesquelles dans toutes les barres

— öi -f Bimax < Ti et — öi + Birain ^ T'i.

Posons maintenant:

ßmax — Ti ti et Bimin — T'i t'i.

il doit exister un Systeme de forces coercitives ö pour lequel l'expression
suivante est valable:

t'i ^ öi <: ti.
Supposons qu'un tel Systeme de ö nous soit donne, formons les valeurs

Bimax öi + Ti resp. Bimin öi + T'i

il en resulte clairement que si notre loi est exacte, eile est aussi valable pour des

surcharges variables Bi
gl max ^ ßi ^ Bimin

expression dans laquelle

ß.max > ß.max et ß.min > ß.min

(voir la figure 4).
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Considerons une poutre en treillis apres une serie de variations de la surcharge.
II se peut qu'apres l'expiration de cp phases, le Systeme presente, apres la

phase cp, les forces coercitives ö^. Alors on pourra observer, au debut de
la (cp -f- 1)bme phase des barres pour lesquelles ö(<?- > ö commencent ä

couler lorsque S est devenu egal ä T'. Par contre les valeurs S T sont exclues

car meme quand B Bmax, l'effort dans les barres S Bmax — ö((?) est plus

petit que T Bmax — ö. Une teile barre ne peut avoir pour ö(^ > ö qu'un
allongement permanent negatif au cours de la (cp -f i)eme phase. Cependant

max.

^züLi^f 10 Hi 1* 13

"k
9++

Fig. 4.

la condition ö > ö doit etre conservee durant toute la phase pour une barre qui
s'ecoule, il en resulte encore que pour la fin de la (cp -j- l)*me phase,
respectivement de la (cp -f- 2) hme phase, la relation ö((f> + 1) > ö doit toujours exister.
Inversement Av ^ +x) doit etre plus grand que 0 pour les barres pour
lesquelles ö(<?)<ö. En resume nous avons pour une barre qui s'ecoule au cours
de la (cp -f- l)hme phase

z(<?( ö — ö^] > 0

et en outre

et lorsque

et en outre

Avto + l> >0
zfa + i) z((?) — Aö((? + 1) > 0

zfa) ö — ö^ < 0

Av^-M) < 0

z(<? + i) z(9) _ Aö^ + X) < 0.

(11)

II est entendu qu'au cours des phases qui suivent il ne peut se produire
aucune modification des forces coercitives, lorsque pour toutes les barres
zfc?) ö — 0(9) z= 0. Notre demonstration se divise en deux parties, dans la

premiere nous demontrerons que la condition ö — ö^ z(<?( 0 se produit
effectivemenl une fois pour toutes les barres et dans la seconde que les allongements

permanents produits jusqu'alors ne peuvent acquerir qu'un aecroissement
fini.

Entre les grandeurs ö et les allongements permanents v il existe evidemment
la relation donnee par le Systeme d'equations suivant:

öi= 2qikVk (i 1, 2, r)
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tandis que les allongements v(?) au debut de la (cp -f- 1) bmo phase se rapportent

aux forces coercitives ö^- selon le Systeme d'equations:

^) 2qik>k<p) (i 1, 2, ...r)
Les sommes ci-dessus s'etendent ä toutes les barres et de meme que dans les

sommes suivantes, il n'est pas exclu que certains vk, respectivement v
disparaissent. Designons par w et z les expressions suivantes

w(<?) v — vM et zM ö — ö((p)

nous obtenons:
z(<p) 2q.kw|q>)

et de meme pour la fin de la (cp -j- l)*me phase

z^+D 2qikw[(?+1)
oü

z(<p + 1) __ zf9) — ^ö(9+1) et wj«p + 1) _ w(9) ^v(9 + 1) ^J2)

Considerons maintenant la difference des deux formes quadratiques

AK)<? + 1) K((? + 1) — KM ]T(zt9 + i) w^ + J) — zfa> w<<?))

el remplagons^y z et w par leur valeur donnee par l'equation (12) nous obtenons:

A K<?-+J) — Z z((p) Av^ +J) — Z Aö(<? +1} wW + Z Av(? + D Aö((? +1}

Les deux premieres sommes sont maintenant identiques si l'on remplace dans la

premiere zto) par ZqikW^ et dans la seconde Aö(<? + a) par Zqik Av£p + i),

l'on a dans les deux cas

et l'on obtient:

AK^H"1) 2(— 2z<«p> + Aö(<? + 1)) Av(<p + 1)= — £ (z<<? + 2> + z<*>) Av<v + *>

D'apres ce qui a dejä ete dit, z(v + V ne peut jamais avoir un signe contraire ä

celui de Av(<p + i) et z(cp) le meme signe que Av(c? + ^ de teile sorte que
AK(?+1) ne peut jamais etre positif. II en resulte que K ne peut jamais croitre
d'une phase ä l'autre. Si les forces coercitives varient, K decroit et lorsque le
Systeme des forces coercitives reste constant au cours d'une phase, K reste
lui-meme constant. Ainsi que nous le demontrerons plus tard, ce dernier cas
n'est possible que si tous les Av s'annulent au cours de la phase consideree,
c'est-ä-dire que si K est nul. Puisque l'expression K lorsqu'elle varie ne peut que
decroitre, et ne peut d'apres les equations 4), resp. 4a), jamais etre negative, eile
doit certainement etre une fois nulle. Mais si K est nul, tous les z sont certaine-
ment nuls et ä partir de ce moment-lä il ne peut se produire aucun nouveau
changement.

II nous reste encore ä demontrer que les allongements permanents se

produisant alors v ZAv ne sont pas infinis. Aussi longtemps que les
Az((?) — (j(9) — 0(9 +1) sont finis, les Av le sont aussi. II y a cependant une
exception lorsque Ton a une matrice singuliere pour laquelle les Solutions
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primaires Zcp &iP ont dejä le signe exige. Dans ce cas seulernent, pour des
9

AzM finis on peut avoir des Av infinis. Ce cas ne peut exister, si l'on tient
compte de notre hypothese sur l'existence d'un Systeme de forces coercitives ö
que lorsque tous les z sont nuls. Donc les Zi doivent avoir le meme signe que
les Avi c'est-ä-dire dans notre cas le meme signe Zcp &iP.

p

Mais ZZCP&ipzi ZCpZziÜip 0
p i p i

parce que d'apres l'equation 10) Z zp &ip 0

II en resulte que Zi et Zcp t)iP ne peuvent pas avoir le meme signe pour tous
les i tar sans cela ZZcp frP zi serait certainement positif et non pas nul. Nous

P i
pouvons conclure que le cas de phases au cours desquelles les Av croissent
au-dessus de toute mesure est impossible. Ce n'est que lorsque tous les z sont
nuls, c'est-ä-dire lorsque l'etat des forces coercitives est d&jä atteint que nous

pouvons avoir des Av infinis. Ceci ne peut se produire que lorsque la

surcharge B a atteint les limites Bmax ou Bmin ä jli endroits du Systeme
hyperstatique dont la matrice (qn qHfl) est singuliere et dont le nouveau
treillis n'est pas bloque de lui-meme. Pour terminer nous devons encore ajouter

que les B peuvent s'approcher ä volonte des limites Bmax et Bmin sans jamais
les atteindre ou que s'ils peuvent les atteindre durant un intervalle de temps
infiniment petit dt, il ne peut se produire alors aucune deformation
permanente infinie pour une vitesse d'ecoulement finie. D'ailleurs de tels
allongements permanents croissant au delä de toute limite sont exclus par la
solidification du materiau.

Nous avons dejä dit dans l'introduction de notre travail que cette
demonstration peut etre faite d'une maniere tout-ä-fait analogue pour les systemes
ä barres rigides. II est d'autre part vraisemblable que la loi que nous avons
demontree ici pour la poutre en treillis soit aussi valable pour la poutre continue
constituee par un materiau idealement plastique pour autant que l'on definisse
les proprietes d'un tel milieu idealement plastique.
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B) Materiau ä zone de solidification lineaire.

B) Baustoff mit linearem Verfestigungsbereich.

B) Material with Linear Range of Hardening.

Dans un autre rapport l'auteur s'est occupe de la theorie des systemes
hyperstatiques constitues par un materiau idealement plastique. II a demontre que le

choix d'une loi d'elasticite avait une grande importance et il veut rechercher
dans ce qui suit, la forme ä donner ä la loi de H. Bleich ainsi que le procede
de l'equilibre plastique qui s'y rapporte, lorsque l'on emploie un materiau avec

zone de solidification lineaire. II s'agit donc d'une generalisation des recherches
de M. Grüning pour une surcharge variable quelconque. De meme que dans le

rapport cite il faut donner une nouvelle base de la theorie qui, malgre la
generalisation, doit representer une simplification importante vis-ä-vis ä la
demonstration actuelle.

Les recherches suivantes concernent donc les systemes hyperstatiques, soumis
ä une surcharge variable quelconque et constitues d'un materiau dont le dia-

L—

*e

Sk
arcrg^.

arctgp

&

I -J

Fig. 1. Fi-. 2.

gramme des tensions est represente ä la fig. 1. Afin de simplifier le calcul, nous
avons apporte une idealisation plus poussee que l'hypothese de M. Grüning.

Si nous limitons nos recherches, ainsi que Font fait les deux auteurs cites,
aux pqutres en treillis, c'est afin d'avoir un nombre fini de variables. Ainsi les

efforts S et les allongements s sont relies entre eux d'apres la fig. 2 par la

meme relation que les tensions et les deformations. L'allongement s, produit
par un certain effort S, est donne par la relation

s v (i)
oü v represente l'allongement «permanent» et p • S l'allongement «elastique >.

p 1/EF est une constante dependant de la longueur de la barre 1, de sa

section F et du module d'elasticite E, cette constante est naturellement toujours
positive. Ainsi que le montre la fig. 2, v reste invariable aussi longtemps que S

.se trouve dans l'intervalle

c v + K' < S < c v + K (2)
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oü, ainsi que l'on peut le trouver facilement:

c -±—, K' A'-*- etK A-*-
1)) —p t|) — p ij> — p

c est dans tous les cas positif tandis que K' est negatif et K positif.
Lorsque S atteint une de ces limites, dans l'intervalle de temps suivant, v ne

reste constant que lorsque la valeur absolue de S ne croit pas, donc lorsque la
modification A S n'a pas le meme signe que S c v -\~ K' ou S c v -f- K.
Mais lorsque la valeur absolue de S croit, AS a par consequent le meme signe
que S et Av croit en valeur absolue et l'on a pour la Variation de Av l'equation:

A S c • A v (2a)

ou Av ä cause du signe positif de c doit toujours posseder le meme signe que
A S et aussi que S.

Nous designerons dans la suite par materiau completement elastique un
materiau pour lequel la loi de Hooke est valable sans limite. Dans ce cas on
aurait, pour une surcharge determinee, les efforts B tels qu'ils sont fournis par
la theorie usuelle des systemes hyperstatiques. Entre ces B et les efforts S qui
sont engendres dans notre Systeme par la meme surcharge, on a la relation
suivante:

Si + Zqikvk Bi (3)

La signification de qik est facile ä voir. Dans le Systeme non charge,
completement elastique (tous les B 0) q,k represente l'effort dans la barre i
lorsque tous les v sont nuls et qu'une seule barre K a subi un allongement
permanent Vk — 1. On peut tres simplement demontrer que qik qki car
d'apres un theoreme semblable ä celui de Maxwell, l'effort Si engendre par
Vk — 1, (q,k) est identique ä l'effort Sk dans la barre k produit par un
allongement Vi —1 de la barre i, (qki). La matrice suivante est alors
symetrique

qn qlr

qrl qrr

eile possede encore une autre propriete caracteristique, ä savoir que la forme
quadratique:

j zzqik Vi vk ;> 0

est semi par definition positive, c'est-ä-dire que pour toutes les valeurs de Vi que
l'on peut choisir, l'expression de J ne peut en aucun cas etre negative. La
demonstration, au moyen du principe des deplacements virtuels, n'en est pas
difficile et se trouve dans le rapport cite plus haut sous (3).

Lorsque les forces exterieures varient, les efforts B varient de AB dans le

Systeme completement elastique, les efforts S de AS dans le Systeme elastico-

plastique et les allongements permanents v de Av. Aussi longtemps que les AB se

trouvent dans les limites suffisamment petites, les Av ne se produiront que pour
ces barres elles-memes; nous parlons alors d'une certaine phase; une nouvelle

phase ne commence que lorsque les allongements permanents commencent
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ä varier pour d'autres nouvelles barres ou lorsque pour certaines barres les
Av disparaissent.

Nous admettons qu'au debut dune certaine phase (cp) les valeurs SM, BM
et vM sont donnees et qu'alors les ju premieres barres du treillis ont precisement
atteint les valeurs limites SM cvM -f K ou SM cvM -f K'. Si maintenant
les BW varient de AB(?+1) dans la phase suivante (cp -f- 1), dans toutes les
barres en general les SM se modifieront de AS^"*"1); de nouveaux allongements
permanents ne peuvent se produire que dans les jli premieres barres. On a donc
le Systeme d'equation:

S(9) + a S<9 + D + 2 qik (vkW + A vkW+D) BXM + A Bi^ + D

et si l'on soustrait de cette relation l'equation (3), on obtient

A Si<9 + U + IqikA vk(9 + D A Btfo + D (i 1,2 r) (5)

II suffit de considerer ici les jli premieres equations qui contiennent cependant
2 jli inconnus, ä savoir les valeurs AS et les valeurs Av. On peut montrer que
l'on a pour les premieres barres les alternatives suivantes:

AS a un signe oppose ä S et alors Av 0, ou
AS a le meme signe que S et alors Av suivant l'equation (2a) ,ßv
AS cAv et par consequent Av a le meme signe que

^

AS et aussi S,

il est necessaire et süffisant d'exiger des Solutions parfaitement determinees du

Systeme d'equation (5). La demonstration peut en etre faite comme pour un
materiau idealement plastique [confere sous (3) du rapport cite].

Si au cours de la (cp -|- l)^me phase les premieres barres des |li barres dont

nous avons parle, acquierent de nouveaux allongements permanents, il s'agit de

resoudre le Systeme d'equation

Ci A Vi<9 + i> + X qik A vk<9 + i) A Bi^ + D (i 1,2 X) (7)

qui resulte de (5) en remplagant ASi CiAvi. Evidemment Avi (i 1,2...X)
doit posseder le meme signe que S;M Ci ViM + Ki ou que SiM Ci ^M + K';
ä la fin de la phase (cp).

La forme quadratique qui se rapporte ä la matrice:

qn + Ci • -qiX

qV • • qn+cx
est J 2ZqJk vj vk + cj V;2

forme certainement positive par definition, c'est-ä-dire que pour tous les v que
l'on peut choisir J a toujours une valeur positive et ne peut disparaitre que
lorsque tous les v sont nuls. Car si la premiere somme dejä devait disparaitre J

deviendrait positif ä cause de la deuxieme somme qui doit toujours etre positive.
D'apres une loi connue de l'algebre, sur les systemes d'equation lineaires, on
obtient pour les systemes de valeurs ABi un seul Systeme de Avk; en particulier
dans ce cas pour «tous les A Bi 0 on ne peut avoir comme seule Solution



64 E. Melan

que tous les Avj 0. Si l'on determine les Av au moyen des equations (7) on
obtient ASi<*+ x) Ci AviCv+D, efforts dans les barres i 1,2 X. Pour les
autres barres on a

A Sjfc + J) A Bj (<P+1> -IqlkA vk<9 + D (j X + 1, X + 2... u)

oü pour les barres X + 1, X -(- 2 jli, ASj^^-1) ne doit pas posseder
le meme signe que SjM. Pour les barres jli -f- 1, jli -f- 2 r on doit avoir
finalement:

K'i + Ci (v^) + A v^*1)) < SiM + A S|<v + D < Ci (ViM + Vl(9 + D) + Kj.

Nous ajoutons que les grandeurs — öi((p) que nous voulons designer par «forces
coercitives» et qui sont donnees par:

öiM — ZqikvkM

representent les efforts dans les barres du Systeme completement elastique
lorsque chaque barre a subi un allongement permanent VkM. L'equation suivante
est naturellement aussi valable:

A d^ + i) Z qik A vk^ + D

Nous montrons maintenant que l'on a une loi analogue ä la loi de H. Bleich»

pour les systemes constitues d'un materiau idealement plastique.
Cette loi est:
Dans un treillis dans lequel il existe entre les efforts dans les barres et les

allongements la relation donnee par la fig. 2, on obtiendra, pour une surcharge
variable quelconque et apres un nombre de variations suffisamment grand, des
limites finies determinees v des allongements permanents qui ne varient plus
pour de nouvelles variations de la surcharge lorsque la condition suivante est
remplie pour chaque barre:

Bim- — BimIn < Ki — K'i

Les Bmax et Bmin representent les valeurs maxima et minima des efforts dans
les barres pour un materiau completement elastique. Le Systeme se comportera,
lorsque les allongements permanents auront atteint la valeur v, comme un
Systeme constitue d'un materiau completement elastique.

Cette loi se demontre comme l'auteur l'a fait sous (3) dans le rapport cite

pour un materiau idealement plastique. Si l'on remplace le signe d'inegalite par
le signe d'egalite, notre loi doit aussi etre valable pour le cas limite:

B^ax _ Bi-in Ki — K'i;

il est certain qu'elle est aussi valable pour les valeurs plus petites Bimax — Bimin.

Dans la fig. 3 on a porte aux points 1,2 r les efforts Bmax et BmIn. On
a represente aussi l'etat ä la fin de la phase cp, on doit avoir ä ce moment les
valeurs BiM. On doit avoir le Systeme de forces coercitives ö;M correspondant.
aux allongements permanents vlM. Les veritables efforts dans les barres sont
donnes par SiM BiM — öi((p). Dans la phase suivante (cp -f- 1), seules suppor-
teront des allongements permanents ^M -\- Av^?"*"1) vj^ + D les barres pour
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lesquelles B,M coincide avec une limite de l'intervalle ö,M -r c,v/ff r K, on
öxM 4 c^M + K\; la grandeur de l'intervalle est par h\pothese

(ö,M _}- c.v/v) -f K,; — (ö/t) ClvxM — R',) Kt — K', B/"« — B^1".

Pour la barre representee par exemple, ceci n'est valable que pour la limite

superieure, oü Bjmax — (ö_,M 4- c,VjM __ K3) > 0 tandis que la limite
inferieure ne peut pas etre atteinte par BjM. Par consequent on ne peut avoir que
des Av/? + *) positifs pour la barre j au cours de la (cp -r- 1)tmc phase.

r
I /«I. ^in i m5 +C.V *Ä

h-r- 6(ft
c,v

t-Dy'

k
X

>öm+cvw+K' <Bn

Fi- 3

Soit ö le Systeme de forces coercitives qui appartient aux v dont nous avons
dejä parle et qui se presente apres un nombre suffisamment grand de variations
de la surcharge; de la fig. 3 on peut tirer sans autre pour chaque barre i:

^ + Cl v, B/»" — K Brin — K\ D,

Comme äi £qik vk, on obtient pour les v le Systeme d equation

cL v, + X q,k vk Dx

et d'apres les remarques que nous avons faites auparavant, il est certain que
ce Systeme d'equation doit posseder des Solutions v\ tres determinees pour des

valeurs quelconques de D». II existera certainement un tel Systeme de v\ et öi.
Considerons encore la valeur CjM qUi se laisse calculer d'apres la figure

e-jM Dj — (ö/t) -l. Cj VjW)

et qui est positive pour la barre j. Nous pouvons poser les alternatives suivantes:

ou bien Av/? + *) > 0, alors on a aussi exM > 0 et ä la fin de

la (9 — l)eme phase e/^ + D > 0

ou bien Av/? + *) < 0, alors on a aussi e,M < 0 et ä la fin de

la (cp -f l)c,ne phase e/^*1 <; 0.

5 F
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Notre loi est vraisemblablement demontree lorsque l'on montre que pour un
nombre suffisamment grand de variations de la surcharge, un peu apres la fin
de e phases e + e) e fr doit disparaitre pour toutes les barres. Car
lorsque ceci se produit pour toutes les barres, l'effort St ne peut plus depasser
les limites de l'intervalle

Ö, — C1Vl \- K\ < Si <^ Ö, - CxV, -}- K,

qui coincident avec Bimax et B^111. \fin de demontrer que e/^ tend vers 0 avec

un cp croissant pour toutes les barres nous posons

\, — vtM WlM

et ensuite öi — ö/t) z/T)

de teile sorte A w^+ D Wlto + D — w^?) A v^ + i)

et A z1((? + 1) z/(? + 1) — zxM — A öi((? + 1)

et ä cause du Systeme d'equation

£ qik vk Öx et Z qlk vkM ölM

on a aussi le Systeme

2qlkwkM ZlM et X qlk A w^ + D A z^H"1)

Considerons la forme quadratique

J(9) X (ZlM + Cl wxM) w/9) ZZ qik wxM wkM + 1^ WiM2

qui d'apres ce que nous avons dejä dit est toujours positive pour des valeurs

quelconques de vv et qui peut disparaitre lorsque tous les vv 0. Considerons

encore J(9+D ä la fin de la (cp + l)cme phase

J(9-l) Z(z1^ + 1) + C1W1(9 + D)xv1(9 + l)

la Variation de J au cours de la (cp -f- l)«mp phase est donc:

AJ(v + i^ Z[Zl(?+D + c^Ct+D) w/v+D] — [z,M -^ c,w1M)wlM] =-

Zz.M Aw/^ + D + Az/v + i)v\/^--Az1<> + 1)Avv/? + 1)- c, (2w,M Aw/^+^+Aw^+D2)

Mais maintenant Zz/?) Aw/^11 ZAz/?4"1) wiM ainsi que l'on peut facilement

l'etablir lorsque l'on introduit z»M £qlkwkM et Az/?+1> EqlkAwk^ + 1)

d'oü il resulte dans les deux cas la forme bilineaire ZZqlk w/?) Awk((p+1) de teile

sorte que l'on a

AJ(v+D Z[2z/?) 4 Az/v+i^ _ Cl (2w,M + Aw^+^J Aw/?41'.

Pour terminer on a

ZlM ö> — öxM (Dx — ct \) — (Dt — cv/?) — e/?>) e.M — c^M
et de meme

z/t+i^ e/^+i) — c1w1((?+1)

d'oü
AJ(t+D — Z(e/?+1} + e,M) Av/?4 D
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Mais comme eito-f1) et exM doivent avoir le meme signe que Avito + i),
A J to +]) sera toujours negatif. II en resulte que l'expression de J qui est

toujours positive doit decroitre de fagon continue de phase en phase et seulernent

rester invariable lorsque toutes les barres conservent le meme allongement
au cours d'une phase. Apres un nombre suffisamment grand de phases, J
doit devenir egal ä 0. Ceci exige absolument que wto + 0 0, donc que
v (9 -ffe) — v 0 et par consequent aussi que ö — <3((? + e) — 0. II se presente
effectivement alors un Systeme de forces coercitives pour lequel les allongements
permanents ne peuvent plus varier et le Systeme se comporte des lors comme un
Systeme constitue par un materiau completement elastique.

Si l'on compare aux systemes portants constitues par un materiau idealement
plastique, on constate de notre cas le fait important qu'il n'est plus du tout
necessaire de rechercher un Systeme de forces coercitives. II est tout ä

fait süffisant dans ce cas de remplir pour chaque barre la condition BmdX

— Bmin <g j£ — j£/ j)e plUSj a cause du terme CiW,2 qui se presente dans la
forme quadratique, il est impossible que des formes semi par definition se

presentent, formes qui exigeaient des recherches speciales au point de vue de la

parfaite determination des Solutions. II est d'autant plus certain qua chaque
valeur finie ö — öM appartient une valeur finie, parfaitement determinee
v — vM. Naturellement c'est une autre question que de savoir si la deformation
finale et totale v n'atteint pas des valeurs inadmissibles qui peut-etre se trouvent
pres dc l'allongement ä la rupture, question que l'on peut tout aussi bien poser
pour un materiau idealement plastique. La reponse sous forme generale ä cette

question est difficile.

Resume

Apres un court apercu des les travaux les plus importants executes jusqu'a ce

jour, l'auteur expose dans la partie A une demonstration generale d'une loi de

//. Bleich pour les poutres reticulees constituees d'un materiau idealement
plastique. Cette loi sert de base au dimensionnement des systemes hyperstatiques
et eile a ete partiellement admise dans les prescriptions officielles sous le nom de
methode de l'equilibre plastique („Traglastverfahren''). Elle repose en grande
partie sur le fait qu'une certaine forme quadratique positive ne peut que decroitre
et par consequent doit une fois s'annuler. Au delä des donnees connues, il est
necessaire d'apporter quelques restrictions ä la validite de cette loi. Ces restriclions
consistent en l'exclusion de certains cas de surcharge aussitöt que le Systeme est
devenu totalement elastique. II faudra donc limiter ces cas de surcharge ä un
intervalle de temps infiniment court en supposant que la vitesse d'ecoulement est
finie. Dans la partie B l'auteur etend ses investigations ä un materiau ä zone de

solidification lineaire.
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Resistance des poutres reticulees.

Tragfähigkeit von Fachwerkträgern.

Carrying Capacity of Trussed Steel Work.

Dr. Ing. E. Kohl,
Professor an der Technischen Hochschule, Hannover.

Nous nous proposons d'etudier quelques questions fondamentales qui sont
importantes pour la determination de la resistance d'une poutre reticulee metallique

et de les appliquer ä un exemple simple.

1° — Position invariable de la charge.

Le Systeme de la fig. 1 represente une poutre simple dont la barre de la
membrure inferieure U3 ainsi que les diagonales D2 et D5 sont constituees de

_JL?0 • 70 • 7 alors que les autres barres sont des _||_90 • 90 • 9. Si l'on
neglige les efforts reduits, produits dans les barres par le poids propre, on
obtient pour une charge concentree P au point 3 les efforts SQ du tableau I.

\P

H-< *&

Fig. 1. Fig. 2.

En tenant compte de la reduction de la section des barres tendues pour
des rivets de 20 mm et en se basant, d'apres les normes allemandes, sur une
limite d'ecoulement ös 2,4 t/cm2 et sur un effort de flambage ök les
contraintes limites de la resistance de chaque barre sont:

Ser Fn • ös pour les barres tendues,

Sgf F • ök pour les barres comprimees.
Ces valeurs sont contenues dans la deuxieme colonne du tableau. La colonne 3
contient la valeur limite Pcr de la charge P pour laquelle la valeur limite de

l'effort dans la barre est atteinte lorsque l'on admet une validite illimitee ä loi
de Hooke.
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Tableau I:

Barre
Effort dans la barre

So

Effort limite dans la barre
S.,r

pour la I pour la

traction compression

Charge limite

PGr

Li + 0,3727 P + 70 t — 43,4 t 70/0,3727 188 t

L-3 + 1,5 P + 41,8 t —19,5 t 41,8/1,5 27,9 t

o2 — 1,0 P + 70 t — 53 t 53 t

Di - 0,7453 P + 70 t — 43,4 t 43,4/0,7453 58,2 t

D2 + 0,9427 P + 41,8 t — 39 t 41,8/0,9427 44,41

D8 — 0,707 P + 70 t — 69,81 69,8/0,707 98,6 t

/ La plus petite valeur Pcr 27?9 t, pour laquelle la limite d'ecoulement est
atteinte dans la barre U3, est determinante pour la resistance de la poutre
consideree. L'atteinte de la limite d'ecoulement dans une seule barre determine la
resistance de la poutre lorsque l'on admet des assemblages articules ä tous les

noeuds et lorsque l'on se base sur le diagramme des tensions /allongements de

la fig. 2, car des allongements illimites de la barre U3 sont possibles sans

augmentation de la charge.

iiiimii

Fig. 3 a.

Fig. 3b.

Si Ton relie des appuis a et b par un tirant Z (fig. 3) le jeu des forces et
la capacite de resistance sont completement modifies. D'apres les regles de la

istatique pour le calcul des systemes hyperstatiques, l'effort dans le tirant est
Z — Xa c-ao/baa lorsque Sa sont les efforts resultant de Xa — 1 applique
au Systeme isostatique:

Le numerateur est E • Fc 2S0Sa s 34,5 P

Fc Fc
et le denominateur E • Fc ZSa2 s -pr- 50,64 + lz -^—,r rz

lorsque lz represente la longueur et Fz la section du tirant. II faut distinguer
les deux cas suivants:
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a) le tirant a une section constante sur toute la longueur de 9 m (fig. 3 a),

b) le tirant est constitue de 2 | 70 • 70 • 7 en a—c et b—d et Fz est la
section c—d (fig. 3 b).

Lorsque l'on admet pour le Systeme hyperstatique, comme limite de la

resistance, la charge pour laquelle la tension atteint la limite d'ecoulement dans

une barre, le tirant est determinant, dans les rapports de sections que nous avons
choisis, pour autant que sa section ne depasse pas une certaine valeur. A 1'interieur

de ce domaine la capacite de resistance du Systeme depend de la section
du tirant seulernent. Cette dependance de la charge limite P'gf de la section Fz
du tirant est donnee par la relation

* rr i? i O4,0 r Gr iZ rz • ös — ^r- pour Ie cas a

50,64 + lz^

rj ^ 34,5 P'Gr
Z tz • ös pr pour le cas b

60,54 + lz^
d'oü pour lz 9 m et lz 3 m et pour Fc 31 cm2 il resulte que

P'Gr 19,40 + 3,52 Fz pour le cas a (la)
Fgp 6,47 + 4,21 Fz pour le cas b (lb)

Lorsque le tirant est faible on peut voir que la resistance de la poutre simple
est reduite par l'adjonction d'un tirant car lorsque Fz—•?O, P'cr 19,4 t ou
P'gi—? 6,47 t alors que l'on avait 27,9 t pour la resistance de la poutre simple.
Ce n'est que pour Fz 2,42 cm2 ou Fz 5,1 cm2 (fig. 5) que le Systeme
hyperstatique avec tirant possede la meme resistance que le Systeme sans tirant
avec ailleurs les meines sections. En croyant renforcer la poutre par un tirant
on l'a sensiblement affaiblie dans notre cas. II est possible que la resistance reelle
puisse s'abaisser encore au-dessous de celle de la poutre simple tant que sa

section est maintenue invariable. Nous avons ici une contradiction dont il faut
chercher l'explication dans la definition de la resistance.

Ces considerations nous conduisent necessairement ä la conclusion que la
resistance d'un Systeme une fois statiquement indetermine n'est en aucun cas

detruite lorsqu'une barre est sollicitee jusquä la limite d'ecoulement. Pour la
determination de la resistance ou de la charge de rupture l'echelle admise pour
les treillis isostatiques n'est plus utilisable pour les constructions hyperstatiques.
Comme apres l'atteinte de la tension d'ecoulement dans une barre en surnombre,
la deformation seule est determinee par les membres du Systeme stable restant
et ne peut croitre infiniment, une rupture ou une grande deformation in-
admissible ne sont pas possibles aussi longtemps qu'une barre au moins du
Systeme isostatique restant n'a pas atteint la limite d'ecoulement, c'est-ä-dire

que jusqu'a ce moment, la charge peut croitre sans danger de rupture. En
general, ainsi que l'a demontre Grüning dans son ecrit connu ,,Die Tragfähig-

1 On n'a fait aucune reduction de la section et le tirant est une barre fixee ä ses extremiles

par un boulon unique.
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keit statisch unbestimmter Tragwerke aus Stahl bei beliebig häufig wiederholter
Belastung", la limite de la resistance d'un Systeme n fois statiquement in-
determine est caracterisee par l'apparition de la tension d'ecoulement dans au
moins n + 1 barres.

Afin de determiner la resistance de notre poutre en treillis avec tirant, il
faut fixer la relation qui existe entre les efforts dans les barres du Systeme

^ ///
} 2 5 10 20 cm2

Srr'4J8t //////
V / 4

7

10-

--W/.
—L J^ - ¦

P m t Pent

FZn 0 2

/
SGr'+"t

so wo Pmt Pent

Fig. 4.

Effort dans la barre Ui en fonetion de la charge P et de la section du tirant Fz

isostatique et la force exterieure P en tenant compte d'une force Fz • ös dans le

tirant, constante et independante de P. On a

S So — Sa • F, öh (2)

La fig. 4 represente l'allure de l'effort dans la barre U3 en rapport avec P et

pour differentes valeurs de Fz. Pour une validite illimitee de la loi de Hooke
on aurait:

34,5 P
U3 l,5P-2-

50,64 + 1, ~
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A partir du moment oü le tirant s'ecoule, les efforts dans les barres croissent
plus fortement et pour U3 on a:

U3 1,5 P — 2 Fz ös 1,5 P — 4,8 • Fz.

Les points de rupture sont determines par:
U3 26,4 + 0,137 P pour le cas a,

U3 7,36 + 0,362 P pour le cas b.

L'effort limite dans la barre U3 est de 41,8 t de teile sorte que l'on peut lire
dans la fig. 4 sur laxe des abscisses, pour chaque valeur de Fz, la charge limite
qui amene la tension en U3 jusquä la limite d'ecoulement.

m

Dj[pGr'986J
WO

p>m Usil
hl Vni[K

fCPo #K

s 10 is 20 F7fcm2)

Fig. 5.

Charges limites P(;r en fonetion de la section du tirant Fz.

La fig. 5 permet de voir mieux et en meine temps pour toutes les barres
ces relations. Les charges limites Pcr sont tirees pour les differentes barres de:

Sa - Fz • ös Sc (3)S So

ce qui donne en fonetion de Fz

pour \]1 (S. + 1,49067)
pour U3 (Sa + 2

pour Oo (Sa — 1

pour Di (S. —0,7453 ): PGr 58,2 + 2,4 Fz (4)

pour D2 (S. + 0,9427

pour D3 (Sa 0

Les equations 4 sont aussi bien valables pour le cas a que pour le cas b.
Dans la fig. 5 ces charges limites sont representees pour toutes les barres du
Systeme en fonetion de la section du tirant. Pour toutes les barreä cette charge
limite croit (cependant pas dans la meme mesure) avec la section Fz du tirant,
ä l'exception de la barre D3 dont l'effort ne depend pas du tirant.

PGr 188 + 9,6 F.
PGr 27,9 + 3,2 Fs

PGr 53 -l 2,4 F,
Pur 58,2 + 2.4 F,
PGr 44,4 + 2,4 Fz

Pc.r 98,6
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Jusquä une certaine valeur de Fz on obtient la plus petite charge limite pour
U3 ä part le tirant; la resistance est donc limitee par l'equation

PGr 27,9 + 3,2 Fz (5)

ce qui correspond pour Fz 0 acec la resistance de la poutre simple.
Lorsque l'on a Fz 20,6 cm2 on obtient la meme charge limite Pgf 93,9 t

pour les barres D2 et U3; pour des valeurs plus grandes de Fz la limite
d'ecoulement est plus vite atteinte en D2 lorsque la charge croit encore. «La

validite de l'equation 4 est interrompue avec Fz 22,3 cm2 dans le cas a et
avec Fz 20,9 cm2 dans le cas b car pour P 97,9 t ou 94,5 t la tension
d'ecoulement dans le tirant et dans les diagonales D2 et D5 est atteinte en meme
(temps. Un relevement de la resistance ou de la securite, fonde sur l'indeter-
mination statique, ne se produit pas. Un agrandissement de la section du tirant
ne change rien car pour des valeurs Fz > 22,3 cm2 ou Fz > 20,9 cm2 les deux

diagonales D2 et D5 s'ecoulent d'abord. Les autres barres constituent alors un
Systeme labile. Le rapport de la resistance relevee Pgf du s\steme hyperstatique
ä l'apparition de la tension d'ecoulement dans le tirant determinee par la valeur
limite P'cr est

27,9+3,2 Fz 27,9-r 3,2 Fz
— —^—_- pour le cas a et —— ^, ^ pour le cas b.
19,4+3,o2 Fz F 6,47 + 4,21 Fz F

Les resultats du calcul sont donnes ä la fig. 6.

La propriete d «equilibrage des tensions» dans les systemes hyperstatiques ne
se presente pas dans tous les cas et dans toutes les circonstances; il faut admettre

pour cela un surplus de section dans certaines barres tres determinees. Dans
notre exemple on n'a aucun relevement pratique de la resistance pour une section
du tirant au-dessus de 20 cm2 car une charge de 90 ä 95 t eleve en meme
temps dans plusieurs barres les tensions jusquä la limite d'ecoulement.

Si la barre D3, dont l'effort ne depend pas de Z, etait constituee de
2 |_ 70 • 70 • 7, son effort limite serait porte ä environ 39 t seulernent et la

39
charge limite ä -z—r,— environ 55,2 t. Lorsque Fz 10,15 cm2 ou 11,55 cm2° 0,(0 i

(fig. 5) la resistance est atteinte par l'apparition simultanee de l'effort de

flambage dans les deux diagonales D3 et D4 et de la tension d'ecoulement dans
le tirant. Dans ce cas aussi un agrandissement de la section du tirant ne peut
pas relever la resistance car pour D3 et D4 la charge limite Pgf 55,2 t reste
determinante.

II reste encore ä discuter s'il faut aussi s'attendre ä un relevement de la

resistance du treillis hyperstatique lorsqu'une barre comprimee atteint en premier
la valeur de la tension critique. Au contraire de ce qui se passe pour une barre
tendue qui dans un Systeme hyperstatique peut encore etre un membre important
lorsqu'elle a atteint la limite d'ecoulement, une barre comprimee ne joue plus
aucun role des qu'elle flambe effectivement. Le flambage d'une barre comprimee
suppose un flechissement determine ainsi qu'un deplacement de noeud qui ne

peuvent se produire dans un Systeme isostatique sans etre influences par les

autres barres. Dans les systemes hyperstatiques, le deplacement des extremites
d'une barre comprimee est soumis aux conditions de deformation du Systeme
stable restant, qui opposent une resistance au flechissement de la barre. La
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condition de flambage pour une barre comprimee d'un treillis hyperstatique
est nettement differente de la condition de flambage de la barre seule; Grüning
l'a demontre dans l'ecrit que nous avons cite plus haut (p. 28).

1£

Fig. 6.

Jtprr)

2° — Position variable de la charge.

II nous faut encore etudier le cas oü une charge P peut aussi agir au point 2

afin de repondre ä la question de savoir quelle est la section minima que peut
avoir le tirant pour relever la resistance de la poutre simple ä une valeur
determinee Pgf — (charge utile X coefficient de securite). On se basera sur le

Systeme de la fig. 3b. Les efforts SG dans les barres de la poutre sans tirant ainsi

que les charges limites pour les differentes barres sont donnes au tableau II.
Ta bl ea u II:

Barre
Effort So

dans la barre
Charge limite

PGr

Ui + 0,4969 P 141 t

u3 + 1,0 P 41,8 t

u5 -r 0,2485 P 282 t

02 -1,333 P 39,7 t

o4 — 0,666 P 79,5 t

Dt — 0,9938 P 43,6 t

D2 + 1,257 P 33,25 t

D3 + 0,4713 P 148 t

»4 — 0,4713 P 148 t

Do + 0,6285 P 66,5 t

D6 — 0,4969 P 87,2 t
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L'effort dans le tirant est de:

29,57 P

60,54 +
93

La limite d'ecoulement sera atteinte dans le tirant pour

P'Gr 7,55 + 4,91 Fz (6)

et aussi longtemps que le tirant, en tant que barre la plus sollicitee, s'ecoulera
le premier, les charges limites pour les barres U3, 02, D1 et D2 seront
determinees par les equations suivantes, representees ä la fig. 7 (on ne tient pas
compte des autres barres car leurs efforts restent bien en dessous de la limite
d'ecoulement)

41,8 -f 4,8 F,
39,7 + 1,8 F,
43,6 + 1,8 F, (7)
33,25 + 1,8 F,

pour U3: Pc,

pour 02: Pg.

pour Dx: Pg

pour D2: Pg,

PGr W

nsFil33.3ZLPg

Grenzlast für D2 nach Gl 8

Charge limite\pour D2 d'apres l'eq 8
Ultimate load Por D2 acc to eq 8

mhj.13.25
DlCPG

Fg
V-

8 25 rzLcm2J

Fig. 7.

P 48,05 t engendre pour Fz 8,25 cm2 la tension d'ecoulement en meme
temps dans le tirant et dans D2. Lorsque Fz < 8,25 cm2, la resistance est limitee

par la derniere equation de (4); pour Fz > 8,25 cm2 l'equation 5 n'est plus
valable car D2 est alors la barre la plus sollicitee et connue teile s'ecoule la

premiere. On calcule la charge limite pour D2 en fonetion de Fz en partant de

l'effort dans la barre du Systeme hyperstatique

D2 1,257 P — 0,9427-
29,57 P

60,54 +
93

->Gr : 41,8

et l'on obtient
60,54 Fz + 93

Gr •

1,15 Fz +2,8
(»)

Cette courbe est representee ä la fig. 7. La charge limite pour D2 ne varie que

peu avec un Fz croissant; eile croit de 48,05 t pour Fz 8,25 cm2 ä 50,4 t
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pour Fz 20 cm2. Lorsque Fz > 8,25 cm2 on a pour toutes les autres barres,
ä partir du moment oü D2 s'ecoule, des conditions d'equilibre qui sont ä etablir

pour la charge P au point 2 et pour les deux charges FD2 • ös aux points 1 et 2

pour le Systeme isostatique resultant de l'ecoulement de la barre D2. Ces charges
peuvent etre calculees par adjonction ä l'effort S0 (tableau II) d'un etat de
tensions residuelles:

(9)s sc> + (F'd« • Os --D ^
Sa

Les efforts calcules ainsi sont

Ui 1

— T 66 -- 1,49 P

u3 + 88,8-- 1,666 P

u5 + 66 -¦ 1,74 P

0, — 44,4

o4 — 44.4 4 0,666 P

Di — 33,2

D2 4 41,8

D3 4 0,4713 P

Di — 0.4713 P

D5 4 41,8-- 0,6285 P

D6 — 33,2 4 0,4969 P

Z — 44,4 4 1,333 P

(10)

Leur grandeur est independante de Fz. Mais comme la charge limite pour D2
depend de la section du tirant, la validite de l'equation (10) ne commence que
pour des valeurs F > 8,25 cm2 et P ^ P'cr d'apres l'equation 8. La charge limite
pour laquelle le tirant s'ecoule, et qui permet de determiner la resistance pour
Fz > 8,25 cm2, s'obtient en partant de la derniere des equations (10)

— 44,4 + 1,333 Pr,r F, • ös

et l'on obtient:
PGr 33,3 + 1,8 Fz (11)

De l'equation (10) on peut tirer les charges limites pour toutes les autres
barres. Les efforts dans les barres 02, T>1 et D2 sont constants et independants
de P. Les plus petites valeurs de Pcr s'obtiennent pour les barres de la membrure
inferieure ä savoir:

pour \}1 de + 66 — 1,49 PGr — 43,4 d'oü PGr 73,5 t
pour U3 de + 88,8 — 1,666 PGr + 41,8 d'oü PGr 65 t

pour U5 de + 66 — 1,74 PGr — 43,4 d'oü PGr 63 t

P — 63 t est donc la plus grande charge supportable quelle que soit la section
Fz du tirant et pour autant que

33,3 + 1,8 Fz > 63

ou Fz > 16,5 cm2.

Un agrandissement de la section du tirant n'empechera pas les barres D2 et U5
de s'ecouler pour P 63 t.
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Pour repondre ä la question posee plus haut, le tirant doit etre dimensionne
de teile fagon que la resistance de la poutre simple soit portee de 27,9 t ä 45 t
ou 60 t et le dimensionnement doit se faire d'apres le principe de la meme
securite, dans le sens que nous avons donne ci-dessus, lorsque la charge peut
agir aussi bien au point 3 qu'au point 2.

Pour la charge limite de 45 t il faut tirer des fig. 5 et 7 ou des equations 5
et 7 la section necessaire

Fz 6,35 cm2 pour la charge au point 3

Fz 6,50 cm2 pour la charge au point 2

oü la valeur la plus grande est determinante pour le dimensionnement. Si l'on
admet que la resistance est detruite par l'apparition de l'ecoulement dans le

tirant, les sections necessaires sont (d'apres les fig. 5 et 7; les equations lb et 6)
F7 — 9,15 cm2 ou Fz 7,65 cm2.

Si la charge doit monter ä 60 t, la position de la charge au point 3 exige
une section de 10 cm2 pour le tirant (contre 12,7 cm2 d'apres l'equation 1 b) et
la position de la charge en 2 une section F7 14,8 cm2. Cette derniere section
est necessaire. Si l'on admet que la resistance prend fin avec l'apparition de

l'ecoulement dans une barre, on peut en conclure que l'on n'obtient pas un
relevement de la resistance jusquä 60 t par l'adjonction dun tirant tel que nous
avons prevu, car lorsque la charge est en 2 la charge limite pour D2 (cf. fig. 7)
reste d'apres l'equation 8 constamment plus petite que 60 t.

3° — Limitation de la resistance par la deformation.

Les equations 4 pour les charges limites qui engendrent les efforts limites
dans les barres sont valables d'apres les equations 3a ou 3b independamment
de l'adjonction du tirant. Une meme charge limite amene la tension dans la
barre U3 jusqu'a la limite d'ecoulement pour un Fz determine de teile sorte

que la resistance des deux systemes est la meme. On peut se demander si vrai-
ment les deux systemes sont independants de l'adjonction d'un tirant au point
de vue de leur resistance. Pour repondre ä cette question il faut etudier la
deformation des systemes. Tant que la tension d'ecoulement n'existera que dans
le tirant. la deformation de la poutre sera determinee par les allongements des

barres du Systeme stable restant. La Variation de la distance a—b est pour le

Systeme 3 a de

EFC A ab 2S • Sa • s Jjf
oü la sommation est ä etendre ä toutes les barres excepte le tirant. Avec

S So — Sa Fz ös

on a:
Fc

EFC A ab oao — Fz ös • ZSa2 • s -^
EFC A ab 34,5 P — 121,5 Fz.
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Si la charge croit jusqu'a la limite de la resistance de U3 on a pour P 27,9

4 3,2 F,
EFC • A ab 963 — 11,1 F,

et pour E 2100 t/cm2 et Fc 31 cm2

A ab 1,48 — 0,017 Fz (en cm) (12)

Pour le Systeme 3 b les calculs correspondants donnent une Variation de la
distance c—d

A cd 1,48 — 0,0536 Fz (en cm) (13)

L allongement admissible dans le domaine d'ecoulement, c'est-ä-dire l'allonge-
ment que l'on peut attendre lors de la rupture ä la fatigue, n'est pas exactement

determine. Comme il s'agit ici de considerations fondamentales je l'admet-
trai de 5°/00: le plus grand allongement admissible du tirant est donc

pour lz — 9 m de longueur A 1 4,5 cm

pour lz 3 m de longueur AI 1,5 cm

Ainsi que l'on peut le voir, l'allongement effectif A ab ou A cd, pour la charge
limite avant l'ecoulement de U3, est plus petit que lallongement admissible ä

1'interieur du domaine d'ecoulement de teile sorte que la deformation ne joue
aucun role pour la determination, dans les deux cas, de la resistance.

Si l'on constitue le tirant de 2 |_ 70 • 70 • 7 jusque sur une partie centrale
de 10 cm de longueur seulernent, les equations (4) conservent leur validite et la
Variation de la distance des deux extremites du tirant de lz 10 cm est pour

£Sa9 • s • FFC 65,33

de A 1.48 — 0,0713 F, (en cm) (14)

L'allongement admissible ä 1'interieur du domaine d'ecoulement n'est que de

0,05 cm et sera, dans certains cas, nettement depasse par la deformation reelle
'avant que la tension en U3 atteigne la limite d'ecoulement. II est donc possible

que la barre s'ecoulant la premiere se brise avant qu'une autre barre participe
plus fortement ä la transmission des forces. L'equilibrage des efforts dans les
barres ne peut pas ou qu'imparfaitement se produire. Ces considerations sont
confirmees par des essais executes ä Hannovre sur une poutre reticulee continue.2

La determination de la resistance des systemes hyperstatiques d'apres les points
de vue ci-dessus admet que les allongements des barres qui s'ecoulent restent
ä 1'interieur de certaines limites du domaine d'ecoulement. Cette admission doit
en general etre satisfaite.

4° — Variations de temperature. (Appuis elastiques.)
Si l'on admet ä part la charge P au point 3 une Variation de temperature

de + t° du tirant par rapport aux autres barres du treillis, la charge limite PrGr

du tirant sera influencee; pour un relevement ou un abaissement de temperature
de 15° dans le tirant on aura pour le Systeme 3 a par exemple

P'Gr 19,4 + 3,52 Fz+ 3,06.
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Les equations (4) conservent leur validite; l'influence de la temperature ne se

fait sentir que dans la grandeur de la deformation. Une consideration simple
nous montre que l'allongement des barres qui s'ecoulent peut croitre sans limite
des que l'on admet une Variation repetee de la temperature du tirant. Admettons

que la charge P reste un peu au-dessous de la charge limite de U3 d'apres
l'equation (4) et admettons un relevement de la temperature des barres du
treillis de t° par rapport au tirant. Rien n'est change ä l'etat d'equilibre, le
tirant subit un surplus d'allongement de e • t • lz. Si maintenant le tirant subit
un relevement de temperature, la barre U3 atteint la limite d'ecoulement et pour
des oscillations entre — t° et + t° le tirant et la barre U3 seront alternativement
soumis ä des allongements supplementaires qui n'ont aucune limite. Nous nous

appuyons ici sur les resultats des essais cites ci-dessus2 au cours desquels on
releva et on abaissa les appuis exterieurs, ce qui permit d'observer l'influence
de temperatures differentes dans les membrures. •

Pour le cas oü des variations de temperature doivent etre prises en consideration,

la grandeur des deformations doit servir aussi ä la determination de la
resistance. Des deplacements elastiques des appuis ont la meme signification.
Par contre des deplacements inelastiques (affaissement du terrain) sont sans
influence sur la resistance.

Resume.

La resistance d'une poutre reticulee hyperstatique ne depend pas en general
de la tension critique des differentes barres qui determinent la resistance dans
les systemes isostatiques. Quelques questions fondamentales qui sont importantes
pour la determination de la resistance sont discutees pour une poutre en treillis
avec tirant. Pour differentes positions de la charge on a fixe la veritable charge
limite (charge utile X coefficient de securite) en fonetion de la section du tirant.
On a montre ensuite differentes relations pour lesquelles un relevement de la
resistance ou de la securite par rapport aux systemes isostatiques et basees sur
des indeterminations statiques n'existent pas.

2 Grüning-Kohl: Tragfahigkeitsversuche an einem durchlaufenden Fachwerkbalken aus Stahl,
Der Bauingenieur 1933, p. 67/72 (Serie d'essais II).
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Sicherheit der Bauwerke.

The Safety of Structures.

R. Levi,
Ingenieur en Chef Adjoint au Service de la Voie et des

Bätiments des Chemins de fer de l'Etat, Paris.

Generalites

I — La necessite s'est imposee, depuis quelques annees, de faire etat, dans
la resistance des charpentes, des proprietes inelastiques de la matiere.

La resistance des materiaux avait ete fondee en premier lieu sur l'hypothese
que, lorsque les forces auxquelles est soumis un Systeme s'accroissent, les

deformations et les taux de travail augmentent partout d'une maniere lineaire.
Or, la propriete purement elastique admise ainsi n'est exacte, pour tous

les materiaux, qu'en premiere approximation. Cette hypothese doit etre aban-
donnee chaque fois que les circonstances se rapprochent de celles qui produisent
la rupture des pieces ou simplement des deformations de grande amplitude.

L'effet des proprietes inelastiques des materiaux est, suivant les cas, favorable
ou contraire ä la stabilite.

Contraire ä la stabilite quand il s'agit de la tendance au flambement dune
barre comprimee longitudinalement, l'effet est generalement considere comme
de nature ä augmenter la stabilite des systemes hyperstatiques.

II — Nous nous proposons de discuter cette assertion. Nous notons, dans
ce but que, pour connaitre le degre de securite d'une construction, il faut
envisager la maniere dont eile se comporte vis-ä-vis des charges croissantes

jusquä ce qu'une rupture ou une deformation d'importance vitale se produise.
II devient alors necessaire de faire intervenir, au lieu du coefficient d'elasticite

E de la periode elastique, des coefficients d'elasticite instantanes H', correspondant
ä de tres petits efforts supplementaires. Ces coefficients d'elasticite H'

seront variables d'un point ä un autre et seront meme differents suivant que
l'effort supplementaire considere augmente ou diminue la tension preexistante.

II n'est pas inutile de rappeler que cette consideration de coefficients
d'elasticite instantanes eclaire les resultats des experiences sur le flambement
poursuivies ä l'Ecole Polytechnique de Zürich, sous la direction de M. Ros.

Sous l'effet d'une force transversale, par exemple, la flexion qui se manifeste
dans une piece comprimee en bout (fig. 1) augmente l'etat de compression du
cote concave, en la diminuant du cöte convexe, et les points figuratifs de la

6 F
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deformation lineaire, dans le sens parallele ä laxe, decrivent des courbes qui ne
sont pas dans le prolongement l'une de l'autre (fig. 2).

Le coefficient d'elasticite moyen, ä faire intervenir dans la formule d'Euler,
est toujours inferieur au coefficient d'elasticite habituel, de teile sorte que la
limite peut etre atteinte lorsque la compression est inferieure ä la limite fixee

par le calcul habituel.
De meme, dans un Systeme hyperstatique, les deformations peuvent s'accuser

rapidement ä partir du moment oü les charges ont fait depasser la limite
elastique des materiaux et il y a {danger ä se contenter d'hypotheses trop simples

pour apprecier le degre de securite.

iiiti rti
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III -— La remarque suivante permet de diriger la discussion:
La relation qui existe entre les deformations d'une piece et les sollicitations

traduit une propriete de la matiere. C'est une loi intrinseque qui relie ces
variables (fig. 3).

Mais, dans une construction, aucune de ces variables ne peut etre consideree

en general comme une donnee et il n'est pas plus logique de dire que la
deformation est fonetion de l'effort que de pretendre que l'effort est fonetion de la
deformation.

En realite, dans une piece A B d'une construction determinee, l'equilibre entre
les deformations et les sollicitations se fait dans des conditions qui mettent en

jeu, non seulernent l'elasticite de la matiere ä 1'interieur de la piece A B, mais
aussi l'elasticite du Systeme ä l'exterieur de A B.

Par exemple, si l'on tire sur une eprouvette au moyen dun verin ä vis avec

un ressort comme intermediaire (fig. 4) la traction a pour effet de deformer

s2 y^T\
?*3

SpaiTaux Stref u

Deformationen
Deformations
Deformations

Fi*. 3. s
l f i

ä la fois l'eprouvette et le ressort et il faut connaitre l'elasticite de ce dernier

pour juger de ce qui se passe dans l'eprouvette. Pour chaque position de la vis,

ce point figuratif du diagramme deformations / forces doit etre recherche ä la

rencontre de la courbe intrinseque et d'une courbe exprimant la loi extrinseque
qui lie la distance des mächoires ä l'effort qu'elles transmettent.
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De meme, si l'on applique ä un Systeme hyperstatique des charges croissantes,
le point figuratif correspondant ä la barre qui travaille au taux le plus eleve se

trouve successivement ä la rencontre de la courbe intrinseque deformations/
forces et d'une serie de courbes extrinseques (fig. 5). Ces courbes sont inclinees,
car dans chaque cas l'effort applique ä la barre consideree diminue quand
sa deformation s'accroit.

£«?8
FSS5Sä£££

Deformationen
Deformations
Deformations

Fig. 5.

Comparons la Situation de deux barres du meme metal appartenant respectivement

ä un Systeme isostatique et ä un Systeme hyperstatique et qui, pour
certaines charges faibles, travaillent au meme taux. Supposons proportionnels aux
charges les efforts qui leur seraient appliques si elles n'etaient pas elles-memes
deformees (fig. 6).

£55

i/ß

Deformationen
Deformations
Deformations
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Si l'on multiplie, en effet, les deformations et les forces par un certain facteur,
on substitue aux points M confondus qui figurent l'etat des barres, un point P
situe sur l'horizontale du palier d'elasticite" et tres pres de la courbe A B. Si l'on
multiplie la charge par un coefficient moindre, les deux barres se trouvent dans
des situations equivalentes. Mais si l'on multiplie par un coefficient superieur,
la premiere barre aborde immediatement la zone C D des grandes deformations
permanentes, alors que la seconde progresse tout d'abord le long du palier de
la limite d'elasticite. Le gain est d'autant plus grand que le rapport

deformation du depassement de la limite d'elasticite

deformation elastique
pcn =£-Op

est plus grand.
II est egalement d'autant plus eleve que la loi extrinseque de deformation du

Systeme est rapidement degressive.
On peut appeler nombre de ductilite le rapport n qui joue un role essentiel

dans la discussion.

6*
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Pour l'acier de construction 42/25> les donnes numeriques usuelles sont les
suivantes:

La deformation relative apres le palier est egale ä 0.027.
Le coefficient d'elasticite est de 22-103K:mm2.
La limite d'elasticite est de 26 K:m2.
D'oü

26
22000

IV — Les considerations qui precedent peuvent etre appliquees, non seulernent
aux systemes hyperstatiques, oü la repartition des efforts n'est determinee qu'en
ayant egard aux deformations, mais aux elements flechis des systemes
isostatiques. La ductilite intervient alors dans la repartition des efforts dans une
section.

En definitive, lorsque les efforts s'accroissent dans une construction
hyperstatique ou dans une piece flechie, les zones qui travaillant au taux le plus eleve
subissent des deformations inelastiques ä partir du moment oü la limite elastique

y est atteinte. Les conditions de charge de la construction peuvent alors
s'aggraver sans que le taux de travail augmente dans les zones les plus chargees.

Cette propriete est ce que l'on nomme la ductilite.
La deformation inelastique survenant ä la limite d'elasticite represente le

produit par un coefficient n dependant de la nature du metal, de la deformation
elastique correspondant ä la limite d'elasticite. Le coefficient n est, en general,
voisin de 22.

L'ecart entre la charge pour laquelle la limite d'elasticite est atteinte et celle

pour laquelle eile est depassee est relativement d'autant plus grand que le

nombre n est eleve. II est egalement d'autant plus grand que la piece ou
l'element de piece soumis ä etirement est astreint ä un effort plus rapidement
decroissant avec la deformation.

Cas d'une charge constante

I — Considerons plusieurs barres B paralleles, solidarisches par leurs abouts
de teile sorte que les allongements soient egaux et appliquons ä l'ensemble
une charge F croissant une fois pour toutes. Le point figuratif des deformations

f
et du taux de travail — decrit, pour une barre determinee B1? une portion de

fla courbe caracteristique du metal. Si H est la fonetion qui represente — en

fonetion de l'allongement relatif, la loi intrinseque dont il est question plus
haut s'ecrit:

^ H'^ (1)

Quant ä la loi extrinseque, eile s'obtient en sommant les lois intrinseques
des autres barres.
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Plus simplement, si l'on fait la somme (membre ä membre), des equations (1)
ecrites pour toutes les barres, on a

sH'
dF dl£-j- (2)

Pour la barre consideree, le quantum de l'effort supplementaire absorbe par
eile s'exprime donc par le rapport:

dft _ sH^
dF- XsH' w

Ce quantum est evidemment constant si les points figuratifs de toutes les

barres coincident; mais il n'en est ainsi que si toutes ont ete fixees dans leurs
extremites sans aucun effort interne.

II en est autrement:
a) s'il existe des differences entre les longueurs des diverses barres mesurees

ä l'etat neutre ou entre les distances de leurs fixations;
b) si certaines barres ont ete mises sous tension avant que n'ait eu lieu la

solidarisation des autres barres,
ou lorsque ces deux facteurs interviennent.
Les points figuratifs decrivent alors la meme courbe sans etre confondus.

Mais d'apres ce qui a ete dit plus haut, les differences de longueur, c'est-ä-dire
aussi les differences des abcisses, se conservent.

Le quantum d'effort supplementaire donne par (3) pour la barre la plus
deformee decroit lorsque cette barre approche de la limite d'elasticite. II en est

ainsi ensuite des autres barres, jusqu'a ce que, la limite d'elasticite etant
atteinte partout, les efforts supplementaires soient repris par les barres les

plus deformees.
Dans les conditions de la pratique, comme le nombre n est tres eleve, l'egali-

sation se produit en fait, c'est-ä-dire que les barres les moins chargees atteignent
la limite d'elasticite avant que ne reprenne la croissance des efforts dans les

barres les plus chargees.
Si l'on compare ce resultat ä celui que donne la theorie de l'elasticite, on voit

immediatement que l'etirement du metal apporte une simplification dans le

processus de la deformation. II egalise les tensions et rend la condition de

depassement de la limite d'elasticite independante des conditions initiales oü s'est

trouve le Systeme.
Quant ä l'exception indiquee plus haut, eile n'aurait lieu que si la barre la

plus chargee depassait la limite d'elasticite N avant que la barre la moins chargee
ne l'atteigne. Ceci signifierait que les differences entre les allongements relatifs
depasseraient la longueur du palier B C, c'est-ä-dire environ n fois l'allongement

N
elastique p- ä la limite d'elasticite. Pareille circonstance peut etre consideree

comme exceptionnelle et inadmissible.

II — Ce qui precede s'applique sans restriction au cas des pieces effectivement
associees «en parallele» comme les semelles d'une poutre. Les erreurs de montage
n'ont pas de repercussion sur leur capacite de resistance ä la limite d'elasticite.



86 R. Levi

De meme pour les barres de treillis disposees dans le meme sens ou en sens
contraire.

De meme encore dans le cas oü un treillis est renforce par des barres posees
sans tension.

III — Un cas plus general est celui oü des barres associees se deforment in-
egalement, mais suivant des rapports constants. On a alors

dh dl,
!i ßi 12 ß2

(4)

a etant un parametre variable et les ß des constantes.

La construction geometrique de la fig. 7 montre comment les taux de travail
des differentes pieces se deduisent les uns des autres.
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Fig. 7.

Le quantum d'effort supplementaire pris par la barre B, est:

0 l^df,
dF

li
Ss ßH'

(5)

• La barre la moins deformee atteint la limite d'elasticite avant qu'elle ne soit
depassee par la barre la plus deformee si le rapport de leurs allongements est
inferieur ä (n + 1).

Le fait que le nombre de ductilite est tres grand a donc encore pour
consequence que l'egalisation des tensions se produit d'une maniere tres generale
sur le palier de la limite d'elasticite.

La fig. 8 montre alors la maniere dont varie la moyenne ponderee des

deformations en fonetion de la moyenne ponderee des taux de travail. La courbe ainsi
obtenue possede des angles plus adoucis que la courbe actuelle de deformation.
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Designons par k le rapport de lallongement moyen ä l'allongement de la
barfe la plus chargee. La condition pour que les taux de travail s'egalisent ä la
limite d'elasticite s'exprime aussi par la relation approchee suivante

IV — II resulte de cet examen qu'en attribuant le meme taux de travail ä

chaque piece, on commet une approximation qui n'est pas legitime, en general,
mais le devient ä la limite d'elasticite. Ce calcul revenant ä supposer ä chaque
piece un effort limite bien determine, on justifie ainsi une maniere de voir, souvent
consideree comme trop simpliste, d'apres laquelle chaque piece ou Organe possede
sa papacite de resistance, la capacite de l'ensemble etant la somme des capacites
individuelles.

Cette methode, appliquee notamment dans le calculs d'assemblage, se justifie
donc dans une certaine mesure, lorsque les divers elements travaillent dans des

conditions pas trop dissemblables.

V — II est bon de verifier, des ä present, si la prise en consideration de la
plasticite dans les calculs n'amoindrit pas la securite.

Par securite, on entend, soit la garantie contre le risque de ruine de la
construction, soit la garantie contre le risque de grandes deformations rendant
l'ouvrage impropre ä son usage. Le flambement entre dans l'une ou l'autre de ces
considerations.

Dans tous les cas, on caracterise la securite par un coefficient, et on ne peut
mieux faire, pour definir ce coefficient que de le prendre egal au facteur par
lequel il faut multiplier les charges pour atteindre une Situation dangereuse.

De ce qui precede, il resulte que si II est le maximum que l'on s'est fixe
pour le taux de travail moyen, le coefficient de securite vis-ä-vis du depassement
de la limite d'elasticite N, est N/n.

VI — En ecartant le cas oü le flambement se produit au-dessous de la limite
d'elasticite, il y a lieu de considerer deux cas:

a) limite de flambement O, peu superieure ä la limite d'elasticite N.
Dans ce cas, il y a lieu de remarquer qu'aussitot que les charges ont depasse

les taux qui correspondent au niveau de la limite elastique, les excedents de

charge se reportent exclusivement sur 1, puis 2, ete barres.

L'augmentation qu'il faut apporter aux charges appliquees pour que la barre
la plus chargee atteigne la limite du flambement <J> peut ainsi etre extremement
faible, comme le montre la construction (fig. 9) du taux de travail moyen
qui correspond ä cette eventualite. II semble donc qu'il y ait lieu de se montrer
particulierement prudent, et d'admettre pour le taux de travail moyen une
limite calculee comme si la limite de flambement etait egale ä la limite
d'elasticite.

b) Cas oü les barres sont toutes tendues ou dont la limite de flambement est
voisine de la limite de rupture.

II peut alors se produire que, lorsque le point figuratif Mx de la barre la

plus chargee atteint sa limite dangereuse 01, les autres points figuratifs sont
tous sur la courbe C Ox. Ceci se produit en general quand le rapport de

l'allongement maximum de ductilite ä l'allongement dangereux est inferieur ä 2 k — 1.
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Alors le centre de gravite M des points figuratifs est tres voisin de la courbe
G®! elle-meme (fig. 10). On peut donc definir approximativement la valeur
dangereuse du taux de travail moyen comme etant celle qui correspond sur
la courbe de deformation, au produit par k de l'allongement dangereux.
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Ceci etant, les coefficients de securite d'une association de barres travaillant
concurremment peuvent etre definis comme suit: «Les conditions de resistance de
la barre la plus chargee sont sensiblement les meines que celles d'une barre
fictive chargee au taux moyen, mais dont la limite de flambement ou de rupture
serait amoindrie.

Si la limite de flambement reelle n'est pas tres superieure ä la limite d'elasticite,

la limite de resistance de la barre fictive doit etre prise encore plus proche
de celle-ci.

Si la limite de flambement est elevee, ou si les barres sont toutes tendues, il
faut multiplier l'allongement dangereux par k pour trouver, sur la courbe de

deformation, le taux de travail dangereux.
Dans tous les cas, le coefficient de securite, vis-ä-vis du flambement ou de la

rupture, doit etre pris egal au rapport de la limite ainsi determinee au taux
de travail moyen.»

De ceci, on peut deduire que si un Systeme hyperstatique est semblable ä ceux
que nous venons d'examiner et si de grandes deformations ont commence ä se

produire, la marge de securite qui subsiste alors est inferieure ä celle que presen-
terait, s'il en etait de meme, une construction isostatique.

VII — On peut appliquer ces principes au cas d'une töle percee de trous de

rivets en l'assimilant ä un faisceau de fibres associees.

On peut considerer comme demontre le fait que, dans le voisinage des trous
de rivets, les deformations sont localement augmentees dans le rapport de 1 ä 3.

Le rapport k est donc egal ä 1/3.
Par consequent, la limite de rupture est atteinte aux abords des trous, c'est-

ä-dire qu'il s'y manifeste des fissurations pour une valeur critique du taux de

travail moyen, qui s'obtient en multipliant par k x/3 l'allongement
correspondant ä la limite de rupture. Avec les aciers de construction courante, on
trouve ainsi un taux de travail egal sensiblement aux 4/5 de la limite de rupture.

VIII — Nous examinerons maintenant, par quelques exemples, le cas des

poutres droites, reticulees et hyperstatiques:
a) Poutre ä membrures constantes, ä treillis ä 45°, ä deux appuis, encastree

sur Fun d'eux (fig. 11).
Lorsque les charges croissent, c'est normalement la barre A'C qui atteint la

premiere la limite elastique. Le reste de la charpente se comporte alors comme
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une poutre isostatique A C D B soumise ä une force sN dirigee suivant C A\
Lc moment sur appui est

M0 sNh (7)

Dans la poutre, le moment M est egal ä

M ju — sNh J—p^ (8)

jli etant le moment de la poutre ä deux appuis simples.
Les charges continuant ä croitre, les deformations se poursuivent pour atteindre,

d'une part, dans la travee, la limite d'elasticite, d'autre part, dans la barre
A' C, la limite superieure de ductilite. En general, celle-ci est atteinte en dernier
lieu, et dans cc cas, la limite d'elasticite est atteinte en travee si le maximum
de (8) est egal et de signe contraire au moment sur appui (7).

Si la poutre est uniformement chargee ou chargee par un poids P variable,
on trouve que le moment maximum auquel a ä resister la section la plus chargee

4
de la poutre est la fraction soit environ 2/3 du moment maximum de la

meme poutre, supposee ä deux appuis simples (fig. 12).

Fig. IL _^
Mais il faut verifier que la deformation de la barre A' C dans ces conditions

n'excede pas la deformation maximum de ductilite. Elle s'obtient en calculant
la rotation co'0 de la fibre neutre de la poutre au voisinage de A

fsNh(l —x)2, sNhl 21N
C°0 CO°-J^r^'^^dx Wo-yET^COo~3¥h (9)

co0 etant la rotation de la poutre posee sur appuis simples.
Le treillis etant suppose ä 45°, co'0 represente aussi l'allongement relatif de

A' C h. On doit donc avoir

21 N N

En prenant pour co0 la valeur correspondant ä la charge uniformement
repartie maximum, ceci s'ecrit

IN 21 N ,.N
3lTE-ShE<(n+1)¥

OU

~<3(n+l) (11)

Cette inegalite, effectivement, est satisfaite avec les poutres de dimension
courante et les aciers habituels.
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b) Poutre ä deux travees solidaires, constituee comme ci-dessus.

Le cas est le meine, la section sur appui median jouant le role de section
d'encastrement.

D'autre part, si les appuis sont deniveles, il s'ajoute ä eo'0 un terme correctif
qui peut augmenter la valeur du premier terme de (11), mais est generalement
trop faible pour renverser l'inegalite.

c) Poutre encastree ä ses deux appuis ou travee solidaire de deux autres
travees; meme Constitution que ci-dessus.

Dans ces deux cas, l'egalite des moments sur appuis et en travee se fait avec
reduction de moitie sur la valeur du moment maximum dans la travee ä appuis
simples. La condition (11) est remplacee par la suivante, qui est satisfaite
encore plus facilement:

I<6(n+1) (12)

En definitive, sauf cas anormal, si l'on calcule la poutre en supposant l'egalite
des moments maxima en travee et sur appuis doubles et en admettant n comme
taux de travail maximum, le coefficient de securite par rapport au depassement
de la limite d'elasticite N est egal ä N/n.

IX — Examinons maintenant le cas d'une poutre ä äme pleine ä section
constante et continue ou encastree sur un au moins de ses appuis.

La croissance des charges porte le taux de travail ä la limite d'elasticite au
voisinage des appuis doubles, puis le volume ainsi rendu plastique s'accroit.
Une deformation plastique se produit ensuite dans une region centrale de la
travee. Mais il n'est pas evident que cette apparition precede le cas de charge
oü la premiere zone plastique depasse la limite d'elasticite. Pour le determiner,
il importe de rechercher l'etendue de cette zone.

II y a lieu de penser que dans une section droite meme atteinte partiellement
par la plasticite, la loi des deformations relatives des fibres longitudinales reste
lineaire par rapport ä la distance ä la fibre neutre.

Soit 0 un point de la fibre neutre. Superposons ä la coupe de la poutre le

diagramme deformations / forces, porte ä une echelle quelconque. Si l'on
projette dans le sens des x un point de la section transversale sur une droite
OD determinee, puis dans le sens des y sur le diagramme, on obtient la valeur
du taux de travail correspondant (fig. 13).

Fig. 13.
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Quand le moment flechissant s'accroit, la droite tourne dans le sens des

aiguilles d'une montre. II varie d'une quantite M0 ä une quantite Mx dans la
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zone plastique, tandis que le point figuratif se deplace de B (qu'on peut assimiler
au point P) ä C. On a sensiblement

M0 §2^ da NJ^ do (13)

et
Mx S N vda N S vdö (14)

v etant la distance ä la fibre neutre et dö l'element de surface de la section.

La difference est egale ä

M1-M0 Nj2^(^-v)do (15)

qui peut etre reduite ä la valeur de l'integrale pour l'äme seule. Soit b son

epaisseur

M]-M0 N^ (16)

Entre les deux valeurs M0 et M± du moment, celui-ci varie suivant une loi
parabolique en fonetion de la hauteur Z de la partie non plastique.

M M„ + ^(h*-Z») (17)

La Variation du moment flechissant fournit donc la forme de la frontiere
qui limite la zone plastique. Elle est parabolique si l'effort tranchant est
constant, et droite, si l'effort tranchant varie lineairement.

Le volume plastique est le plus grand quand il est limite, comme l'indique
la figure 14.

On a

d ar n
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Supposons que l'eppaisseur de l'äme soit calculee
exactement pour travailler ä la limite d'elasticite pour
un effort tranchant egal ä T, c'est-ä-dire que l'on ait

Fig. 14. precisement bhN=T.
II resulte de (18) que la demi-longueur de la zone plastique atteint la valeur

Nous Constatons donc que la longueur de poutre flechie plastiquement n'est

qu'une faible fraction de la hauteur. La condition (11) doit etre remplacee par
une condition plus dure ä remplir:

»»•N
+ JU >

(20)
12T ' 2 3(n+l)



92 R. Levi

Cette condition, lorsque l'äme est calculee au plus juste, conduirait ä ne pas
descendre, pour la hauteur de la poutre, au-dessous du 1/65me de la portee si

l'on voulait que la limite d'elasticite ne soit pas depassee sur appui avant d'etre
atteinte en travee.

La conclusion, si paradoxale qu'elle puisse paraitre, est que pour beneficier
pleinement de la plasticite des poutres continues au-dessus des appuis, il faut
en renforcer l'äme, et cela d'autant plus que la poutre est plus mince. Ce
renforcement doit regner jusqu'au Vßo*"10 de la portee, environ.

Dans le cas contraire, la poutre s'articule, pour ainsi dire, au droit de

l'appui seulernent; en poussant ä l'extreme, c'est une brisure qui tend ä se

produire dans la forme de la poutre si l'äme est trop faible.
Au point de vue de la ductilite, les renforts d'ämes et les montants raidisseurs

au voisinage des appuis se trouvent donc presenter un interet particulier et
meritent d'etre traites largement au voisinage des encastrements et des appuis
doubles.

X — II parait bon de ne pas se preoccuper seulernent du risque des grandes
deformations des poutres qui se produiraient si la limite d'elasticite etait depassee
en plusieurs regions, mais aussi du risque de rupture, quitte ä n'y attacher

que l'importance justifiee par la Situation particuliere de la construction.
Pour cela, etudions, pour une petite augmentation des charges, la Variation

correspondante b M du moment flechissant. La Variation de courbure s'ecrit

bte)-iFi (21)

Le coefficient H' n'est pas autre chose que le coefficient d'elasticite instantane
des membrures, s'il s'agit d'une poutre sans äme. Dans le cas oü l'äme inter-
vient dans la flexion, H' I est defini comme la somme des moments des

elements d'aire de la section, multiplies par les H' correspondants.
Prenons le cas, par exemple, d'une poutre encastree ä ses deux extremites. La

deviation de chaque extremite etant nulle, on a

Or, M est la somme du moment (—M0) sur appui et du moment jli qui
existerait si la poutre etait posee sur appuis simples. On a donc

sm^^LL- (23)

Jindx
Cette expression est ä rapprocher de la formule (3) relative aux barres

associees en parallele. Ici, les sections qui flechissent sont associees en serie, et
ceci explique que les coefficients H' passent des numerateurs aux denominatcurs.

ou
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La formule (23) generale nous permet de reprendre la discussion:
Phase de Velasticite: H' est partout egal ä E. On a simplement

ÖM(«=/¥d* (24)

Phase de la plasticite sur appuis: H' s'annulant sur appuis, les regions voisines

fournissent dans les integrales des termes preponderants qui, au numerateur,
sont multiplies par des quantites b\x tres faibles. Le quotient s'annule
sensiblement

bM0cvO (25)

Phase de la plasticite en travee: H' s'annulant dans une region C oü la Variation

büc n'est pas nulle, le quotient des termes preponderants des deux integrales
de (23) devient alors

&M0 bMc (26)

On a donc ÖM0 — &M0 + buc 0.

Phase des grandes deformations: Les zones plastiques s'eloignent des parties

qui ont depasse la limite d'elasticite. On peut constater que -— diminue sans

descendre ä la valeur 1/2 correspondant au cas de la poutre isostatique.
La figure 15 resume la Variation des taux de travail en fonetion des charges.
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De meme, dans le cas de poutre ä un appui double, le taux de Variation est
environ 1,5 fois apres l'egalisation ce qu'il a ete en moyenne auparavant. C'est
l'inverse du rapport qui relie le moment flechissant, qui se produit lors de

l'egalisation des moments, au moment flechissant qui existerait alors sans
la continuite.

Autrement dit, si la plasticite attenue tout d'abord le taux de travail dans les
sections sur appuis, c'est en sens inverse qu'elle agit ensuite.
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En definitive, on voit que le taux de travail sur appui atteint la limite de
flambement O de la membrure comprimee pour une majoration des charges

N + ci) i i n • N + 2 <I>
dans le rapport dans le cas de deux appuis doubles et aussi —
dans le cas d'un seul appui double.

Par consequent, si on determine la valeur maximum IT des taux de travail
dans une poutre comportant un ou plusieurs appuis doubles, en admettant
qu'ils s'egalisent dans le plus grand nombre possible de sections, le coefficient
de securite vis-ä-vis du depassement de la limite d'elasticite N est effec-
tivement N/IT.

Mais en ce qui concerne le coefficient de securite vis-ä-vis du flambement
de la membrure comprimee, il est intermediaire entre le precedent et le rapport
O/IT. L'intervalle entre ces deux coefficients de securite doit etre reduit dans
les memes proportions que lest le moment maximum en travee par rapport
au moment de la meme travee posee sur appuis simples.

XI — Le cas des arcs hyperstatiques presente des analogie.* avec celui des

poutres continues ou encastrees.

Cependant. examinons ce qui se passe dans la section oü le taux de travail
est maximum si la courbe des pressions passe par son centre de gravite. Lorsque
les charges s'accroissent, l'effort normal depasse la limite d'elasticite aussitot

apres l'avoir atteinte. L'arc ne retire alors aucun benefice de la ductilite si ses

sections de moindre resistance ne travaillent pas ä la flexion. Cela peut d'ailleurs
se produire pour certains cas de charges, dans les arcs paraboliques, dans les

arcs encastres amincis aux reins et dans les arcs ä deux articulations amincis
ä la cie.

En dehors de ce cas, la limite d'elasticite n'est pas atteinte simultanement en
tous points de la section la plus chargee. Assimilons l'arc ä deux membrures.
Lorsque la section d'une membrure est plastique, l'accroissement des charges ne

produit d'effort supplementaire que dans l'autre membrure, c'est-ä-dire que la
courbe des pressions correspondant aux charges supplementaires passe par
celle-ci (fig. 16).

D'une maniere generale, la ductifite a ainsi pour effet de rapprocher la courbe
des pressions globales du centre de gravite des sections plastiques (fig. 17).

Fig. 16.

Ici l'intervalle entre le moment oü une premiere zone plastique' apparait et
celui oü la section entiere atteint la limite d'elasticite correspond ä un aecroissement

de charges qui peut etre important; dans le meme intervalle, la plasticite
s'etend le long de l'arc.

Un are est donc susceptible de se deformer largement, de part et d'autre de

ses sections de moindre resistance, sans depassement de la limite d'elasticite, ä

N *'

/
/ Fig. 17.
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moins que la courbe des pressions ne le traverse au centre de ces sections.
Pendant cette deformation, l'arc se comporte comme s'il y etait articule.

Sauf cas anormal, la limite d'elasticite est successivement atteinte sans etre
depassee en n points, si n est le degre d'indetermination statique pour une
certaine valeur des charges.

Pour trouver ces n sections, en meme temps que pour faire correspondre ä

un cas de charge le taux de travail de securite IT que l'on s'est fixe, il faut
operer par hypotheses successives:

1° — 'Rechercher d'abord, en admettant des deformations elastiques, les
sections les plus exposees pour la repartition des charges envisagees (charge
uniformement repartie, charge concentree, etc.

2° — Determiner pour quelle intensite des charges la limite de securite II est
atteinte dans ces sections.

3° — Evaluer l'effet, sur les autres sections, de charges supplementaires
considerees seules, en admettant que leur courbe des pressions passe dans la moitie
des sections trouvees precedemment, qui est opposee aux points les plus charges.

4° — Determiner pour quelle intensite des charges le total des taux de

travail definis par le 1° et le 3° atteint comme maximum la valeur IT.

Les sections oü se produisent ce maximum et les sections anterieurement
trouvees sont celles qui sont censees travailler ä la limite de securite II sous les

charges envisagees.
Lc coefficient de securite vis-ä-vis du depassement de la limite d'elasticite N

est veritablement egal alors ä N/IT puisqu'une majoration des charges dans ce

rapport a pour effet d'amener successivement ä la limite d'elasticite les sections
definies en premier lieu, puis les autres.

Pour un nouvel aecroissement des charges, les taux de travail s'elevent dans
l'ensemble de l'arc, sauf dans les zones atteintes, en premier lieu, par la plasticite.

Par consequent, la limite de rupture sera atteinte pour une nouvelle majoration

des charges inferieure ä -^, c'est-ä-dire que le coefficient de securite vis-ä-vis

1\ R
de la rupture est intermediaire entre le rapport — est le rapport —

XII — La generalisation des resultats ci-dessus demande une grande prudence.
II ne faut pas prendre le nombre de barres pouvant etre supprimees comme

etant le degre d'indetermination statique de l'ensemble de la construction. C est

ce dernier nombre seul qui doit etre pris en compte dans les applications de la
theorie de la ductilite.

Par exemple, dans le Systeme cantilever de la figure 18, il ne serait pas
admissible de supposer l'egalisation des moments sur l'appui double B et dans

Fig. 18.

la travee A B, meme si une diagonale surajoutee rendait la poutre ABC
hyperstatique. L'ensemble ne devient hyperstatique et la theorie de la ductilite ne

s'applique que si l'on ajoute une barre au-dessus du noeud C.

D'autre part, pour des systemes complexes, il importe absolument de proceder
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de proche en proche pour definir les sections atteintes successivement par la
plasticite.

II faut enfin avoir soin de verifier que les zones troublees par la plasticite
ne sont pas susceptibles d'accuser une cassure de la fibre neutre avant que la
limile d'elasticite soit atteinte dans les autres sections considerees. II faut, en
outre, se rappeler que les taux de travail admis dans les calculs tenant compte
de la plasticite, ne peuvent servir de base de comparaison que pour la
determination des coefficients de securite, vis-ä-vis du depassement de la limite
d'elasticite. Vis-ä-vis de la rupture, les coefficients de securite peuvent etre ä

peine superieurs aux precedents.

Charges variables

I — Si certains etats de charge se renouvellent, et si la limite d'elasticite
n'est depassee en aucun point, nous avons tout lieu de penser que les
deformations et les tensions se reproduisent d'une fagon cyclique. Aucune experience
n'infirme cette maniere de voir.

Nous avons tente de verifier qu'il en est bien ainsi lorsqu'une piece subit
des alternances entre deux limites caracterisees par des lois extrinseques bien
determinees, dont la limite superieure est süffisante pour rendre la piece
plastique.

Poui cela, nous avons emprisonne une eprouvette de traction entre deux
mächoires, dont l'une etait fixee ä un verin ä vis, et lautre ä un excentrique.

L'excentrique etant tout d'abord place dans la position qui correspond ä

l'allongement maximum de l'eprouvette, nous avons exerce un effort de traction
ä l'autre bout, au moyen du verin ä vis, jusqu'a entrer franchement dans la

periode de ductilite de l'acier. Puis, nous avons fait tourner plusieurs fois
l'excentrique, de maniere ä faire varier la longueur de l'eprouvette entre deux
limites bien definies, ce qui occasionnait le dechargement, puis le rechargement
de l'eprouvette.

Dans cette experience, la loi extrinseque qui correspond ä l'effort maximum
dans l'eprouvette se traduit par une droite verticale sur le graphique
deformations / forces et non une droite horizontale comme dans les essais classiques

de traction.
L'effort dans l'eprouvette etait determine par la frequence

des vibrations qu'on produisait par un choc transversal.

Le resultat de ces essais a ete negatif. II semblerait donc

que, lorsque le metal est entre dans la phase de la ductilite,
l'effort interne soit une fonetion univoque de la deformation
lineaire, tant que celle-ci ne depasse pas le maximum prece-

lg ' demment atteint (fig. 19).
II semble donc que si des charges determinees amenent une zone ä la limite

d'elasticite, la repetition de ces charges ne modifie pas la valeur des tensions
atteintes et que, par consequent, le risque de depassement de la limite
d'elasticite ne soit pas plus grand avec des charges renouvelees qu'avec une
charge constante. Les conclusions du chapitre precedent demeurent donc.

^<*
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II — La question est infiniment plus delicate si on veut evaluer le risque de

rupture. II faut alors prendre garde ä ce que l'experience nous a appris
recemment concernant les ruptures par repetition des efforts.

Sans doute, les metaux utilises dans la construction metallique sont-ils
beaucoup plus doux que ceux dont les essais d'endurance ont montre qu'ils
etaient beaucoup plus sensibles aux efforts repetes qu'ä un effort une fois donne.

II n'en resulte par moins que pour tout metal, quel qu'il soit, la rupture
est possible lorsque les efforts repetes atteignent une valeur inferieure ä celle

qui amene la rupture dans un essai de traction ordinaire.
Par raison de prudence, le principe que nous proposons de suivre consiste,

de meme que plus haut, ä trouver des regles telles qu'elles coincident, pour les

ouvrages isostatiques, avec les regles ordinaires de securite et qu'elles fournissent

pour des ouvrages hyperstatiques, les memes coefficients comme rapport entre
les charges admises et les charges dangereuses.

Si l'on adopte ce point de vue, on est amene ä considerer qu'une
construction isostatique est satisfaisante sous le rapport de la stabilite, lorsque
tout en fournissant un certain coefficient de securite vis-ä-vis du depassement de

la limite d'elasticite, d'une part, de la rupture ä la premiere mise en charge,
de l'autre, eile est suffisamment loin du cas-limite oü la rupture se produirait
sous l'effet de la repetition indefinie des surcharges.

Ce que nous savons des ruptures par efforts repetes nous amene ä penser que
la charge permanente joue un röle bien moindre que les surcharges. II semble
donc utile de considerer, non plus le taux de travail maximum, mais la somme
de deux termes:

1° — la demi-amplitude de Variation du taux de travail ö2 et öx,

2° — la produit de la valeur moyenne ———- des taux travail extremes

par un coefficient a, qui serait faible.
Si l'on se refere aux experiences poursuivies sous la haute direction de

M. Caquot au laboratoire aero-technique, le coefficient a serait de l'ordre de 1/5hme.

Des regles de securite, applicables aux constructions isostatiques, qui tien-
draient compte des risques de rupture par efforts repetes, conduiraient donc
ä comparer le binöme defini plus haut ä une limite !Tf obtenue en divisant la
limite d'endurance par un coefficient de securite.

A moins de rencherir sur les regles imposees actuellement, on serait alors
amene ä ne pas prendre moins, pour la limite admissible Ilf, que la limite IT0

anterieurement admise pour le taux de travail total d'une piece supportant des

efforts alternes.
On aurait donc ä verifier l'inegalite suivante:

^p + „«i±«L<nf(>no) (27)

Si maintenant nous considerons une construction hyperstatique, nous devrons

imposer une condition analogue. Mais jusqu'a preuve du contraire, on peut
considerer que le fait que la sollicitation repetee ö2 est egale ä N n'influe pas
plus sur le risque de rupture que sur la relation entre la deformation et les

forces.
7 F
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L'experience, dans ce domaine, serait fort utile.
Nous admettrons donc, ä defaut de precisions plus grandes, que, dans une

construction hyperstatique, on doit verifier la condition (27), dans laquelle ö2
coincide avec le taux de travail produit par la premiere mise en charge.

Plus exactement, nous comparerons ä la limite d'endurance elle-meme, Kllf,
l'expression (27) correspondant ä des charges K fois plus elevees que les charges
considerees. Si nous divisons maintenant par K les deux membres, il vient

Öd Ömax — Ömin\
< ^ ^2 ¦ \K 2 /

oü öa designe le taux de travail correspondant, dans la theorie de la ductilite,
ä la charge consideree,

ömax et Omin designent les taux de travail extremes d'apres la loi de Hooke.
Le premier terme doit etre tire exclusivement de la consideration de l'elasticite.

Le second s'obtient par difference entre les resultats fournis par la theorie de

l'elasticite et celle de la ductilite.
Le benefice procure par la ductilite consiste en ce que ce dernier terme est

inferieur ä sa valeur deduite de la loi de Hooke, en remplagant öj par ömax. Mais,
comme le coefficient a est faible, ce benefice est assez restreint, surtout si

l'amplitude de Variation du taux de travail est preponderante, c'est-ä-dire si les

surcharges sont importantes par rapport ä la charge propre.
Remarquons que la condition (28) peut etre remplacee par une condition plus

dure oü öd est remplace par sa limite IT0:

Ömax Ömin Ilf Ct 1 Iq fon\
2 < 1-a [^>

En definitive, il nous semble que si l'on veut beneficier, dans la conception
des ouvrages, des latitudes que permet la ductilite, il faudra, en principe,
s'astreindre ä une double verification.

1° — II est indispensable de verifier qu'il existe un coefficient de securite
convenable, vis-ä-vis du depassement de la limite d'elasticite et vis-ä-vis de la rupture

ou du flambement, pour la premiere mise en charge.
Cette premiere verification s'effectue suivant des regles deduites de la

connaissance de la ductilite, en ayant egard aux observations que nous avons
formulees plus haut.

2° — On devra verifier qu'il existe un coefficient de securite convenable vis-
ä-vis de la fatigue des pieces et, pour cela, on deduira les variations des taux
de travail de la connaissance des lois de l'elasticite. On les comparera ä une
limite d'endurance determinee.

Des deux inegalites ä verifier, la plus severe sera evidemment la premiere
si la charge permanente est predominante et l'on pourra alors se dispenser
de la seconde.

Celle-ci jouera, par contre, s'il s'agit d'une construction legere par rapport
aux surcharges, comme un longeron ou une piece de pont.

En resume, la ductilite a pour effet de rendre le coefficient de securite des

constructions insensible aux erreurs de montage, aux anomalies de la repartition
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des efforts dus aux charges propres; eile rend correcte l'hypothese de l'egalisation

des taux de travail maxima quand il s'agit de charges permanentes et

quand la construction est bien construite.
Par contre, la ductilite n'ajoute aucun element de securite vis-ä-vis des

surcharges repetees, lorsque la part de celles-ci dans les taux de travail est

preponderante.

Resume

Dans tout element de construction auquel les efforts appliques ne sont pas
seulernent fonctions des charges s'exergant sur l'ensemble de la construction,
mais dependent, en outre, des deformations, la limite d'elasticite n'est pas
depassee immediatement apres qu'elle a ete atteinte.

II en resulte qu'il existe une marge de Variation des charges s'exergant sur
un ensemble hyperstatique, teile que les efforts demeurent au taux de la limite
d'elasticite, tandis qu'ils croissent dans d'autres parties de la construction. Cette
conclusion s'applique egalement au cas des assemblages de pieces travaillant con-
curremment, et" meme ä celui des elements de constructions isostatiques, pour ce

qui concerne la repartition des efforts ä leur interieur.
Ainsi se justifie, dans une certaine mesure, la methode de calcul basee sur

l'egalite des taux de travail dans les zones les plus chargees des constructions,
mais cette methode n'est valable que si, effectivement, la zone oü la limite
d'elasticite est vraiment atteinte en premier lieu ne subit pas un nouvel aecroissement

des taux de travail avant que l'egalisation supposee ne se produise.
Cette restriction est importante dans le cas des poutres ayant des appuis

doubles, lorsque leurs ämes sont insuffisamment raidies au voisinage de ces

appuis et, d'une maniere generale, dans les pieces mal construites. De meme,
l'application des principes de la ductilite aux arcs et systemes complexes, ne

peut etre admise qu'avec la plus grande prudence.
Sous ces reserves, on peut dire que l'hypothese de l'egalisation des taux de

travail dans les (n + 1) sections les plus chargees, si n est le degre d'indetermination,

conduit ä une juste appreciation du coefficient de securite par rapport
au depassement de la limite d'elasticite.

Par contre, le coefficient de securite vis-ä-vis de la rupture ou du flambement
peut n'etre que tres peu superieur au precedent coefficient de securite, et enfin
la ductilite n'ajoute aucun element de securite vis-ä-vis des surcharges repetees,
lorsque la part de celles-ci dans les taux de travail est preponderante.
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Essais; signification et application des resultats.

Versuche, Ausdeutung und Anwendung
der Ergebnisse.

Test Results, their Interpretation and Application.

Dr. Ing. H. Maier-Leibnitz,
Professor an der Technischen Hochschule, Stuttgart.

A. La poutre simple ä äme pleine.

Afin de rendre plus significatifs les essais effectues sur des poutres continues
nous montrerons d'abord comment se comporte une poutre simple de portee 1

(fig. 1) chargee en son milieu [1], II s'agit d'une poutre I 14 • 14 qui possede,

sur la base des dimensions reelles de la poutre, les caracteristiques suivantes:
F 43,2 cm2, J 1525 cm4, W 214 cm3. Quatre eprouvettes prelevees dans

?0- ?o- -?o-

Messtreckeau.c£$Messtrecke b
Distance de mesurage?sfDistance de mesurage
tleasuring distance ' * ^Measuring distance

1 * 160cm Fig. 1.

hintenvorn
darrteraderan

front rear
ewa c\>o.Bcm

les ailes ont donne -une contrainte d'ecoulement moyenne ös 2,437 t/cm2. La

fig. 2 montre les fleches totales et permanentes au milieu de la poutre, la fig. 3
les allongements totaux et permanents (moyens) des distances entre reperes
a et c, situees au milieu de la poutre sur l'aile inferieure. On a observe que des

ecailles se detachaient au-dessous de l'aile comprimee lorsque P 12,8 t et pour
une charge Pv 17,15 t la poutre a flechi transversalement, ce qui l'a rendue
definitivement inutilisable.

Par resistance d'une teile poutre, on peut entendre bien des choses.

En partant du point de vue qu'une poutre devient inutilisable des l'apparition

de deformations permanentes, on pourrait entendre par resistance [Pt],
la valeur de P, pour laquelle la limite d'ecoulement est atteinte dans la fibre
extreme de la section du moment maximum, et ä partir de laquelle, pour un P
croissant, on obtient des allongements et des fleches permanents. Le moment
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qui agit dans notre cas est ä cet instant: Ms W • ös 214 • 2,437 tcm et
4 W • ös

la resistance [Pt] i 13,04 t. La fig. 3 montre qu'effectivement des

deformations permanentes commencent ä se produire pour cette charge.
On a souvent essaye de determiner par calcul le «moment supportable» M\

qui ne peut etre depasse et qui correspond au moment interieur des tensions
lorsque toute la section est plastifiee (par ex. Grüning dans [2]; Fritsche [3];
Hartmann [4]; Fritsche [5] ainsi que dans les autres articles et les methodes de

calcul de Prager et Kuntze indiques dans [5]). Ainsi que Fritsche le demontre
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dans [5], on ne peut s'attendre que dans une marge tres large ä une concordance
mathematique entre les essais et les calculs (les sections ne restent pas planes
avec l'accroissement de la plasticite; oscillations dans la hauteur de la limite
d'ecoulement; solidifications locales).

Dans l'essai que nous considerons, on peut tres bien lire sur la fig. 3 et meme
sur la fig. 2 un [P't] 14,5 t ä partir duquel les allongements permanents
ä l'aile inferieure au-dessous du point d'application de la force ainsi que les

fleches, croissent ä peu pres sans entrave. Le moment que peut supporter notre
[P't] -1

poutre, M's est -—j— 580 tcm (cf. aussi chapitre Da).1 Nous avons dans

ce cas

[P'T] 14,50
1,10.

[Pt] 13,04

Les essais publies dans [1] ont donne pour une disposition de la charge suivant

la fig. 1, le rapport ' 1,16 pour un profile I Burbach ~^= et ^-— 1,09

pour une poutrelle I 16.
De toute fagon il n'est pas exact, ainsi que l'a dejä fait remarquer M. Grüning

dans [2], de donner au Pv indique ci-dessus ou au Pw du travail de Stüssi-Koll-
brunner [6] une signification determinante pour la resistance ou de designer la
resistance par ces valeurs.

Pour l'interpretation qualitative des essais, decrits dans les chapitres B ä E,
effectues sur des poutres continues ou encastrees, ainsi que pour le projet de

procede simple de dimensionnement de ces poutres, il est important d'indiquer
que d'une maniere analogue ä la fig. 4a, la courbe OCDE de la fig. 4b
(identique ä la fig. 5 de [1]) represente la fleche permanente f d'une poutre AB
(ou de meme la deformation cp) en fonetion de la charge P (ou du moment en

PI
travee —). Afin de simplifier cette Interpretation, on peut remplacer la ligne

brisee CDE par l'horizontale FG et la courbure de la poutre de la fig. 4a apres
la decharge par un angle au point milieu, c'est-ä-dire introduire les valeurs

2f f cpl
cp T et f=^-

~2~

Cette hypothese simplifiee dInterpretation provient de ce que Ion admet qu'en
[P't] 1,

principe la poutre ne peut pas supporter un moment plus grand que M's

dans le cas que [ nous avons considere un moment plus grand que M's 580 tcm
et que ] sous l'effet de ce moment la poutre prend la forme d'une ligne
brisee. C'est comme si l'on admettait au point d'application de la force et sous
l'effet de [P't] la formation d'une articulation dans laquelle un moment interieur
M's maintenant l'equilibre, s'opposait au moment en travee.

1 Si l'on se represente les points de mesurage des fig. 2 et 3 relies par des courbes, on

pourrait aussi lire [P't] 15 t; on aurait alors M's 600 tcm.
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D'autres essais sur la poutre simple sont decrits dans [7], [8], [9], [10]
et [11].

b) «-

I p>M
a) a * B

m
M

\-H
3-

i i i 1 1

0 I 2 3 4 5 6 7 6 3 10 II 12 13 Af IS IS mm

Fig. 4.

B. Poutres continues sur deux ouvertures et identiquement chargees dans les
deux travees.

La fig. 5 donne un apergu des essais effectues par l'auteur avec deux I 16

accouples, essais decrits dans [11]. Quatre cas y sont compares entre eux et
l'on a reporte les valeurs Padm qui, d'apres la theorie ordinaire engendrent la
tension öadm 1,2 t/cm2: cas I, poutre simple; cas II, poutre continue posee

FallI-CasI-CaseI
r rt 08m 08m 0.8m

fa* 3.50t, &950t ,£^-2.72
FallW- CasM- CaseHI

JLJL jUC
O.Sffi jH8m, 08m * 0.8m,., 0.8m4,0.6m,

%ut'4'.67ti Q.ISIOti J*. - 2.80
tzut

Falll- Cas I-CaseE

;. 08mm!, 0.8m,,, 0.6m * 0.8m
fc{t 0.6m, ¦. 0.8m *

Zuf - 3.50i P¥- t3J0i&- -3.74

FallW- CasJF-CaseJF

0.8m l. 0.8mA. 0.8m.,. 0.8mz i. 0.8m^ i. 0.8m.

P„,.0iPv. 13.45, fa.xf
Fig. 5.



Essais; signification et application des resultats 105

sur des appuis de meme hauteur; cas III, poutre continue dont l'appui central
a ete abaisse de teile sorte que le moment en travee x le moment sur l'appui

le moment admissible: W • öadm; cas IV, poutre continue dont les appuis
extremes ont ete abaisses de teile sorte que le moment admissible: W • öafim ap-
paraise au droit de l'appui central. Le refus de toutes les poutres s'est produit
pour des charges Pv par amollissement aux environs des points d'application
des forces exterieures apres l'apparition de deformations permanentes inad-
missiblement elevees. Les fleches mesurees au milieu des travees sont reportces
pour les quatre cas dans la fig. 6.

R,*13.100t
• 13

72500

•g 70,000
s9soor

P> 7500

5000

2500
1.975t

0,363t
20 30

Fig. 6.

Durchbiegungen in der Mitte der BalkenoffnungenFleches au milieu des travees
Deflections in mid-spans

Dans l'essai de la poutre du cas I on observa les premieres lignes d'ecoulement

dans la semelle tendue au-dessous des points d'application des forces pour
un [Pt] 7,5 t, c'est-ä-dire pour une tension calculee de 2,70 t/cm2 (plus petite
que l'effort moyen d'ecoulement de 2,94 t/cm2 obtenu dans les essais de traction).
Les essais ont montre que l'on pouvait admettre [P't] 8,5 t2. Le moment qui
peut etre supporte est donc de M's 8,5 • 80 680 tcm. Le moment resistant
effectif est pour les deux profiles de 222 cm3 • Ms W • ös est pour un
ö, 2,70 t/cm2 de 222 - 2,7 600 tcm et pour un ös 2,94 t/cm2 de 665 tcm.
[P't] 11yf M's 680 680 no n .f rP^-y l,14; ^r-j—= —— =1,14 ou —- 1,02. On voit ainsi que Ion ne
[Pt] Ms 600 665

peut determiner M'8 en partant de la limite d'ecoulement obtenue dans les essais

de traction.

Essais cas IL
Les observations les plus importantes faites au cours de l'essai sont contenues

dans la fig. 7, les flechissements moyens sont donnes dans la fig. 8 et les allon-

2 Les valeurs de la resistance des poutres simples sont placees entre crochets [ ]. Donc

[Pt] et [P't] se rapportent toujours ici et dans la suite aux poutres simples de comparaison.
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gements mesures ä l'aile superieure sur une distance de 100 mm au droit de

l'appui central sont representes par la fig. 9. Les caracteristiques de la section
calculees d'apres les dimensions effectives des poutres ont ete additionnees et
sont: F 43 cm2, J 1727 cm4, W 211 cm3; la tension moyenne d'ecoulement,

determinee par essais de traction, est de 2,51 t/cm2. Si de lä, on voulait
calculer M's, on obtiendrait suivant la designation du chapitre A, Ms 211 • 2,51

^ 530 tcm. Dans ce cas on obtiendrait pour M's, d'apres M. Grüning [2]:

v v r rj\ _A. A
a Pf m3,ot

«^ * =—*—
Frste Fliessfiguren über der Mittelstutze bei

a, Premferes traces d'ecoulement sur pm*9Cib> l'appui central Z'8'25'
First traces ofyielding over central support

c) ff .«oft Biegungsflnie ^tecH/nfrl""
-4 —t— *-

Die Entlastung auf P*0gibtfolgende Balkenform:
La decharge jusqu'a P'O donne laforme de

d) poutre suivante
Discharge to P'O giving beam thefotowing shape

ßuf li «10,0t wiederbelastet, gibt
e) La remise en charge pour P+ »10,0t, donne

Pe - charged up to iotOt gives
-4 * *-

Fig. 7.

Representation
de l'essai prineipal II.

Bei Ps -11.11sind bei allen Einzeltragern an den
äusserenLastangriffspunktenFliessfiguren sichtbar
(an einerstelle zuerstbei 10t).
Pour % «11,1t on peut observer des traces d'ecoulement

sur chaque poutre aux points extremes
f) d'application des forces

(ä une place d'abordpour 101).
For Ps «1% it traces of yielding can be obser -
red on all beams at the extreme points of
attack of load
(in one place evenfor 10t)
Bei fy* 13,1t seitliches ßusweichen des Trägers
bei einem der äusseren Lastangriffspunnre.

„, Pour ß '13,1t deformation transversale de la
™ poutre ä un despoints extremes d'appl.desforces.

For fy »13,11 transverse yielding qfbeam
for one extreme point ofatFacKof load

232 2,51 585 tcm, d'apres Fritsche [3] (p. 854): 1,16 • 530 620 tcm. Les
observations au cours de l'essai ont montre que, au-dessus de l'appui central,
les premieres lignes d'ecoulement sont apparues entre l'äme et l'aile superieure
lorsque P 8,25 t pour un des profiles (et lorsque P 8,50 t pour l'autre),

PI
c'est-ä-dire pour un moment M's — 8,25 • 80 660 tcm (et 8,50 • 80

o
— 680 tcm). On peut tres bien voir d'apres la fig. 8 qu'ä partir d'une charge
P's r^ 8,25 t, les flechissements commencent ä croitre plus fortement.
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Pour l'interpretation de l'essai ä l'aide de l'hypothese simplifiee expliquee
ä la fin du chapitre A) on utilisa la valeur M's 660 tcm. On obtient ainsi les
relations- de la fig. 10.

P's est la valeur de la charge P pour laquelle, en admettant des relations pure-

iv M» • 3
ment elastiques, le moment sur appui Mst M's (fig. 10a); Ps —j—

660-3
240

8,25 t. Si la charge depasse P's, les moments sur, les appuis ne

ff. 110

8

•5<i
* S

8*.B
QJO

8£RjG

Fig. 9.

«0X.
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Fig. 10.

peuvent plus augmenter M's (fig. 10b). La resistance est atteinte pour P'T, une
P' • 1 M'

charge pour laquelle le moment en travee Mf —0— — —tt a precisement

la valeur M's (fig. 10c). On a donc P'T l^A i^° H t. La fig. 8

montre qu'effectivement ä partir de P 11,25 t, les fleches croissent beaucoup
plus fortement avec des charges croissantes, de teile sorte que la poutre devient
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pratiquement inutilisable pour des charges plus elevees. (Si Ion avait base le
calcul sur un M's 680 tcm, ainsi que cela a ete mentionne ci-dessus on
aurait obtenu P's 8,5 t et P't 11,66 t ce qui represente mieux encore les

relations effectives).

p\
fi-275t

660cmt —B-825t
25.5 t560cmt B-7t25t

440cmt

*7 *
<j^>

MSt. Mr RB
B-HHMi-660cmt

Fig.ll.

A-22.0 t-

La fig. 11 contient les valeurs ajoutees ä la fig. 10.

En ce qui concerne les deformations, on a les rapports donnes par les fig. 10

et 12 si l'on se base sur Vhypothese simplifiee d'interpretation avec J 1727 cm4,
E =: 2100 t/cm2 et sans tenir compte des deformations engendrees par les

efforts tranchants. Les fleches de 4,62 mm, 6,98 mm et 8.34 mm calculees pour
P 8,25 t, P 10,0 t et P 11 t sont reportees dans la fig. 8. On voit
qu'une ligne brisee OCDE correspond pour les flechissements aux hypotheses
de calcul et que ces flechissements croissent sans limite lorsque P't est atteint.

Au moyen de l'hypothese simplifiee d'interpretation on peut finalement repre-
senter d'une fagon expressive comment dans le domaine P > P's < P't l'egalisation

se fait entre le moment sur l'appui, Mst, et le moment en travee Mf. La

ligne de flexion de la fig. 10b montre que la poutre BAB a acquis une
deformation permanente formant un angle cp 2 • 0,00309 au point A qui peut
etre considere comme une articulation. Si l'on decharge la poutre BAB, eile
doit prendre la forme dessinee ä la fig. 12 c avec un appui releve de

ü 0,00309 • 240 0,741 cm.
Si on la recharge, la surelevation ü doit d'abord etre annulee par une

48 • E • J • ü
charge X ^ 1,167 t (fig. 12e). A cette charge correspond sur

1,167 • 480
1*

l'appui de la poutre BAB un moment positif Mx — 140 tcm.

Si l'on applique de nouveau les charges de 10 t, il se produit un moment total
10 240

sur appui de Mst • ci — Mx 140 660 tcm (fig. 12b). Comme

ce moment, d'apres nos hypotheses, n'engendrent que des deformations purement

elastiques lors d'une nouvelle surcharge avec des forces de 10 t tout se

passe dans le domaine purement elastique. Pour terminer, la surface hachuree
des moments de la fig. 12 b est de nouveau valable. On peut exprimer ceci comme
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p./Ot P=IOt P'IOt P-IOt

B\%B tß

f^it^ b^%F3

*w*|,,8

*«*.

D

Fig. 12.

suit: d'abord agit la force X qui engendre un moment sur appui Mx 140 tcm;
ensuite, par des charges de 10 t le moment sur appui augmente d'une fagon

PI
purement elastique jusqu'a Mst • ei — Mx — — 140 10-80 — 140 660 tcm.

On obtient les fleches r\ de la poutre BAB primitivement surelevee au debut
de la remise en charge en tant qu'ordonnees de la courbe des moments d'une

poutre BB, chargee par la surface hachuree des moments de la fig. 12 b mul-

tipliee par -=-=- La fig. 12 f represente la ligne de flexion calculee de lä sorte.
LJ.

Comme contröle on doit obtenir au point A une fleche ü. Si l'on reporte ä partir
de laxe (ordonnees y) les fleches t; de la poutre surelevee de ii 0,741 cm
avant la remise en charge (fig. 12 g), les ordonnees r\— y representent la forme
de l'axe de la poutre rechargee, qui correspond exactement avec la forme de

l'axe lors de la premiere mise en charge avec 10 t (fig. 10 b).
Si l'on compare l'interpretation precedente des Stades de la mise en charge,

de la decharge et de la remise en charge avec 10 t, avec les resultats des essais

i^fig. 7) on a en principe concordance pour autant qu'il se produise un rele-
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vement de la poutre sur l'appui intermediaire apres l'application et l'enlevement
de la charge de 10 t et que la remise en charge se fasse tout-ä-fait elastiquement.
II ne faut evidemment pas s'attendre ä une concordance numerique car ä part
les simplifications de l'hypothese d'interpretation il faudrait considerer les
variations dans les caracteristiques de la section ainsi que le comportement de la

poutre par rapport aux relations de deformation (influence des efforts tranchants,
E, ös) et parce que d'autre part il etait impossible lors des essais de maintenir
les trois appuis exactement ä la meme hauteur pour toutes les variations de la

charge. De toute fagon, l'essai a clairement montre que si pour une charge plus
grande que P's le moment sur appui ne croit pas au-dessus de M's lorsque le
moment en travee augmente c'est parce que la poutre se deforme automatiquement

de teile fagon que la poutre primitivement droite subit un relevement ü.
Le relevement pourrait tres bien se faire par pliage ä froid au moyen d'une
machine et aurait le meme effet, par rapport ä la reduction du moment sur
appui, qu'un abaissement artificiel de meme grandeur de cet appui. Les calculs
donnent pour P 10 t et 11 t des valeurs de ü de 7,41 mm et 11,65 mm pour
une longueur totale de la poutre de 480 cm; l'essai a donne des valeurs plus
faibles.

En resume on peut dire ce qui suit:

1° Dans le cas considere, l'interpretation et les hypotheses simplifiantes sur
lesquelles on s'est base forment pour les applications pratiques des bases

suffisamment exactes pour la determination de la resistance de la poutre continue
consideree. Dans tous les cas on est sür lorsqu'on introduit pour la poutre simple
le «moment supportable» Ms W • ös et de calculer pour la poutre ci-dessus,
Ps et Pt avec ce Ms d'apres la fig. 11.

2° Les definitions suivantes servent de base ä l'hypothese simplifiee
d'interpretation :

a) P's est la charge limite pour laquelle la mise en charge, la decharge et la
remise en charge se fönt tout-ä-fait elastiquement.

b) Pour P > P's < qu'une charge limite superieure P't il est essentiel que
d'abord aux environs de la section oü, d'apres la theorie de l'elasticite,
existe le plus grand moment de flexion, il se produise des deformations
limitees pratiquement sans danger qui correspondent ä un pliage ä froid
de la barre. La decharge et la remise en charge se fönt d'une facon
purement elastique.

c) P't est la charge limite dont le depassement entraine l'equilibre instable de
la poutre (cf. par ex. fig. 10 d).

3° La poutre se comporte comme suit:
a) Pour Ps apparition des premieres petites deformations permanentes,
b) ä partir P's ces deformations croissent de fagon sensible sans influencer

cependant l'applicabilite de la poutre,
c) pour P > P's < P't la decharge et la remise en charge se fönt tout-ä-fait

elastiquement,
d) pour P > P't les deformations permanentes croissent dans de telles

proportions que la poutre devient pratiquement inutilisable,
e) pour Pv la poutre ne supporte plus du tout.
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Une Interpretation des resultats des essais III et IV nous entrainerait trop
loin. Dans le cas III, P's est retarde et dans le cas IV avartce par rapport au
cas II dont nous venons de parier. Dans les trois cas P't atteint ä peu pres la

meme valeur.
Dans [12] sont decrits les essais proposes par J. H. Schaim avec des poutres

simples et continues de deux travees de 4 m avec memes charges concentrees
(4 par travee). Voir aussi la fig. 13 et [13].

60 <P80 ,P80 f 80 80 80 fi 80 f 80 f 80 P 80
^

fö / 2 3 4
*

X

e)f?'ZS6C

b)f?'i565i

400 cm 400 cm

\%

äy

\vr^

I ^

tn
c)

3-_. H

**& raie

-X; "«-«qjTW \W
csa

8

Fig. 13.

50 100 ISO 200 250 J00 350 400

On peut supposer que M's ^614 tcm ^234 • ös 234 • 2,62). Dans
l'essai 1 sur une poutre simple chargee de 4 P et pour un ös 2,645 t/cm2

la poutre ne supportait dejä plus pour Pt — t, c'est-ä-dire pour un moment
10 4

de 240 • — 600 tcm et dans l'essai 4 (ös 2,895 t/cm2), les fleches crois-
*

• i t. 10 ^ 12,03
saient fortement a partir de P — t; Pv etait de —-— 3,01 t.

Pour M's 614 tcm on a: P's
614
240

2,56 t. La fig. 13c (allongement total
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et elastique en travee et sur appui) nous montre que les deformations permanentes
commengaient dejä pour P 2 t. Ceci provient de ce que, ainsi qu'il est dit
dans [12] p. 14, en cours de l'essai «il s'est produit un relevement relatif de

l'appui central et par consequent un aecroissement des tensions en ce pointe.
II en resulte que Mst M's a ete dejä atteint pour P < P's. La valeur P't est

2
atteinte parce que dans la section 2 : Mf M0 — — Mst M's, ce qui signifie

2 5

que 240 PrT — ^-M's M's; d'oü P'T 3,585 t. La poutre n'a plus rien

supporte pour Pv
19

4,75 t.

Tandis que dans ce que nous venons de dire ainsi que dans ce qui suivra on
a considere des charges croissant de 0 ä P't (ä Pv), les essais de 0. Graf,
decrits dans [14], concernent la determination de la resistance ä la fatigue de

poutres en acier St. 37 simples et continues sur deux travees.

C. Poutres ä äme pleine, continues ä deux travees et chargees sur une seule.

Lorsque sur la poutre continue ä travees egales AB et BC (fig. 14) on
applique qu'une seule charge, par ex. la charge P ä la distance a de l'appui de

gauche, la poutre se comporte elastiquement jusqu'a la charge P's (fig. 14b) on

ha
i=,*)!}+ ß',

MX i-^-k

0:
Pt

cO

F\

\^_MS
Mst.el Mx

m

Fig. 14.

~MFiMst

8 F
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c'est-ä-dire aussi longtemps que le moment en travee Mf est plus petit que M's.
Le moment sur appui, delimite par la ligne de fermeture, est ici M8t ei- Pour
une charge P P's on obtient la repartition des moments ä partir de la surface
des M0 et d'une ligne de fermeture teile que le moment en travee Mf ne peut
croitre au-dessus de M's. La charge limite P't est atteinte lorsqu'aussi le moment
sur appui Mst M's (fig. 14 d). La condition s'exprime ainsi

a-P'T— j-M'8=MS
et de lä

>'T M'.(l + f)l.
a(l-a)

Les fonctions MF (P) et Mst (P) sont representees ä la fig. 14e.
Pour P > P's < P't et pour le cas limite P P't (fig. 14 d) on peut

s'imaginer d'apres ce que nous avons vu sous B) le moment sur appui Mst

decompose en deux: Mstei et Mx Mst — Mstei. La partie Mx correspond
apres la decharge ä une pliure visible de la poutre (pliure a froid) au-dessous

8lcm P 75 cm p

b2
l'ZOO cm

C*
l'ZOOcm

s&Pl'L804t
ISSJcG

SS
8

B'1.898 t
R'1.994 t
C»0.284ti_*-l 3? »O

ß>1J80t\

;*

S1^
8-1.984
R*2.587 t
C- 0.411

p+-2,mL

^T"

8-1.984
Z723

d) 0.557

P>P4 -x

Fig. 15.
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du point d'application de la force (fig. 14c) teile que lors de la remise en
Mx

charge une force X —* amene d'abord l'extremite relevee de la poutre sur

l'appui. Tout se passe ensuite elastiquement lorsque l'on applique de nouveau
une charge croissant de 0 ä P. Au moment Mx engendre par la force X s'ajoute
la partie purement elastique Mstei correspondant ä la valeur de P. On pourrait
facilement determiner la forme de la poutre en partant de la ligne elastique de

la travee AB comme on l'a dejä montre sous B).
Dans les essais de Hartmann, decrits dans [4], deux charges agissent dans la

travee de gauche de la poutre. II s'agit de I 12 : J 328 cm4, W 54,7 cm3,

ös 2,51 t/cm2 et Ms 54,7 • 2,51 137,5 tcm. Si l'on choisit d'apres les

donnees de [4], p. 79, M's 160,9 tcm 1,16 M,) on obtient en se basant

0841 Igst

1609 cmt
155.6cmt
1252 cmt

0.557t

Q4II

i-lISSßcmt
0284_C
'1-1

mit IJMJL

852cmt

&§£
Mf, Ms?

Fig. 16

sur l'hypothese simplifiee d'interpretation, les relations representees aux fig. 15

et 16. Jusqu'a P'81, les deformations sont purement elastiques. La repartition
des moments s'obtient en partant de la surface des M0 et de la ligne de fermeture
conditionnee par M8tei. Pour P'sl 1,804 t (fig. 15 a) le moment en travee
ä la section 2 atteint la valeur M's. Lorsque P > P'sl, et que l'on decharge, la

poutre presente une pliure au-dessous du point d'application de la force 2;
pour P P's2 1,980 t (fig. 15 b) les deux moments en travee, aux points 1

et 2, deviennent egaux ä M's. Lorsque P > P's2 les moments en travee au point 2
deviennent plus petits que M's. Si l'on decharge alors, une nouvelle pliure de
la poutre apparait au point 1. Pour la valeur limite P't 2,085 t (fig. 15 c)
le moment en 1 et le moment sur appui sont tous deux — M's. On peut ima-

8*
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giner le moment sur appui par exemple de la fig. 15 c decompose en deux Mx2
et Msiei. La partie Mx2 correspond ä une force x2 qui lors de la remise en
charge de la poutre amene la partie relevee sur l'appui et permet que tout se

passe elastiquement sous l'effet de la nouvelle surcharge. Les fonctions Mx (P),
M2 (P) et Mst (P) sont reportees dans la fig. 16. On a encore reporte, de [4]
(fig. 13), les allongements ev e2 et e3 correspondant ä differentes surcharges et
determines par un essai. On voit qu'aussi longtemps que le moment en travee
en 1 n'a pas atteint la valeur M's, les allongements e2 sont plus grands que les

allongements ev Pour P 1,94 t, c'est-ä-dire aux environs de P's2 1,98 t,
les deux lignes se coupent, les allongements s± devieiünent plus grands que les

allongements e2. On a interrompu l'essai pour P 2,2 t.
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D. La poutre encastree.

a) Essais tels que lors de la mise en charge on fit en sorte que les sections

sur les deux appuis restent exactement verticales.
Nous parlerons dans ce qui suit de la poutre 11 des essais publies par

l'auteur dans [1]. Dans la fig. 17 ainsi que dans la fig. 5 sous B) on a compare

Padm, P't et Pv pour la poutre encastree (poutre 11) et pour une poutre
simple de comparaison (poutre IIa) dont le comportement aux essais fut traite
sous A). Les deux poutres furent prelevees sur le meme profile I 14 • 14.
Les forces Pe portees dans la fig. 17 furent mesurees au cours de l'essai et,

appliquees de teile sorte que pour chaque degre de charge les sections L et R

restent exactement verticales afin de s'approcher autant que possible des
hypotheses de calcul de la poutre totalement encastree.

En tenant compte de ce que nous avons dit sous B) et C) ainsi que de l'hypothese

simplifiee d'interpretation, il faut distinguer dans la charge d'une poutre
encastree les differents Stades representes ä la fig. 18:

a) Jusqu'a une charge P's tout se passe elastiquement (fig. 18 a). On a:

PI „ 2 PI ,f ,f PI
— ; ME —; MF M0 —ME —.

9 • M's,
b) Pour une charge P's —öT~ 'e moment sur appui atteint la valeur du

'< moment supportable» M's. Lorsque P > P's les moments Me ne peuvent plus
croitre d'une fagon appreciable au-dessus de M's (fig. 18b). On a:

ME M's; MF M0 — M's.

Dans ce stade il se produit une modification de l'angle forme par la tangente
ä la ligne de flexion (horizontale dans le domaine elastique) et laxe primitivement

droit de la barre. L'enlevement des charges montre une deformation
(pliure ä froid) de la poutre teile que les encorbellements sont plies vers le bas
ä partir des points L et R. Afin de satisfaire aux hypotheses de calcul il faut,
lors d'une remise en charge, appliquer des forces Pei et Per (chacune X),
agissant de bas en haut qui ameneront en position exactement verticale, les
sections au droit des appuis. II en resulte des moments Mx qui, de meme que sous B)
et C), sont egaux ä Me ci — M's.

c) Sous la charge P't on a aussi le moment en travee

P't • 1

MF -l— - M's M's
6

r f i p< 6M'S
C est Ie cas pour P T —j—

Lorsque les charges croissent encore la poutre se trouve en equilibre instable.
Les fonctions ME (P), Mf (P) sont represerftees ä la fig. 19 sur laquelle on

peut encore directement lire les valeurs P's et P't pour un M's donne.
De la poutre de comparaison IIa dont il a ete parle sous A), on peut tirer

M,=[P^1la 14!5:160 58otcm
4 4
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De la relation donnee sous b) on peut tirer maintenant:

_9-580
s-2-240-1°'87t

et de la relation donnee sous c)

P,= ^0 14,50,

D'apres les hypotheses de calcul de l'interpretation simplifiee, pour J 1525 cm4,
E 2100 t/cm2 (voir sous A) on a reporte dans la fig. 20 les deformations

80 80W |
1-240 cm

ejß'-IQ87t I

1 s
b)ty-t4.st

1-W-2.4I6A

I*
i \;..l WS

45

v;'0.00724

fi' 0.918cm Vi-0.00724

f'0.689cm ^000425.

W

Fig.20.

engendrees par les charges limites P's 10,87 t et P't 14,5 t en meme temps
que les fonctionfs f (P) et t (P).

Ainsi que nous l'avons dit, on a mesure au cours de l'essai les forces
supplementaires Pei et Per fct par le fait meme les moments d'encastrement Me 80 • Pe,
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ainsi que les moments en travee Mf MQ — Me. Ces valeurs sont portees d'une
maniere analogue ä la fig. 19 dans la fig. 21 oü l'on a aussi indique les lignes

pour Me et Mf que l'on obtient en calculant P8 et Pt ä l'aide de M8 W • ös.

Ceci peut etre recommandable lorsque l'on veut etre du cote sür dans la
determination preliminaire de la resistance effective. Pour permettre de comparer les
fleches calculees de la fig. 20, on a reporte dans la fig. 22 les fleches mesurees
au milieu de la travee. Elles sont dejä plus grandes que les fleches calculees pour
P < Ps. II semble que la cause en est, ainsi qu'on peut le voir de la fig. 21, dans
le fait que les moments en travee sont plus grands dans les essais que dans les
calculs.

Dans la fig. 2h oü sont reportees les fleches aux extremites de la poutre,
l'interet se porte sur les deformations permanentes qui, en tenant compte des
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hypotheses de calcul sont proportionelles aux angles x (fig. 20). La fig. 24 represente

les allongements mesures sur les appuis et en travee.

b) Essais effectues sur des poutres dont les extremites sont encastrees dans
un mur.

G. v. Kazinczy a decrit dans [15] des essais effectues sur un profile I 16

pl2.d'une portee de 5,60 et 6,0 m.3 Les poutres etaient dimensionnees avec M r
Aux encastrements la resistance manquante fut supportee par une dalle de beton

Mittel der Durchbiegungen an den Tragerenden
Mog. des flechissements aux extrem, de la poutre
Mean of deflection of girder ends
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avec armature posee en haut, servant de membrure comprimee. En se basant sur
les essais, G. v. Kazinczy dit qu'une poutre en I encastree, non enrobee dans

pl2du beton doit etre dimensionee pour un moment M -—, que la poutre soit
16

partiellement ou totalement encastree. II demontre encore qu'une section dans

laquelle la limite d'ecoulement est atteinte, doit etre envisagee comme une
articulation avec moment de flexion constant pour une surcharge croissante.

Dans [16], F. v. Emperger rapporte sur des essais semblables effectues sur
une poutre simple et sur 6 poutres encastrees de manieres differentes dans un
mur (I 15 portee 4,0 m)4 F. v. Emperger dit qu'en maintenant certaines
hypotheses sur l'encastrement dans le mur «l'action de la poutre metallique est teile

PI
quelle peut resister jusqu au moment maximum de —7».

3 Les premiers essais cites ne furent connus de l'auteur qu'ä la fin 1928, et les seconds

en 1930 seulernent.
4 Les premiers essais cites ne furent connus de l'auteur qu'ä la fin 1928 et les seconds

en 1930 seulernent.
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E. Poutre ä äme pleine continue sur trois travees chargee uniquement dans la
travee mediane.

Les valeurs publiees dans [6] par F. Stüssi et C. F. Kollbrunner (barre 532/6
et 534/8) nous permettent de determiner d'apres l'hypothese simplifiee
d'interpretation le comportement represente aux fig. 25 et 26 d'une barre chargee

16,73 cm4 et W 7,28 cm3.
46

de 0 ä P't. II s'agit d'une profile I — dont J
OD

Pour des eprouvettes prelevees sur les ailes on a obtenu, avec un ecart de
'- 10 o/o, une limite moyenne d'ecoulement ös 3,36 t/cm2. D'apres les valeurs

de l'essai execute sur des poutres continues (barres 532/6 et 534/8 dans [6] et
les fig. 14 et 16 de ce rapport, identique ä la fig. 27 de notre travail) on peut
conclure que (par hasard) M's 7,28 • 3,36 24,46 tcm.5 Comme dans le
domaine elastique, en ne tenant compte que des deformations engendrees par
les moments de flexion Mst 3,214 P et MF (15 — 3,214) P 11,78 P,

24 46
on obtient P's TT~n%ä 2,075 t. Puisque pour P > P's le moment sur appui

suivant la fig. 26a M0 — MF 15 P — M's, il resulte de 15 • P'T — M'9
2 • 24,46

M's que P't r^— 3,26 t. D'apres le procede employe sous A), B)
10

et C) on a dessine sur la fig. 25 b avec E 2100 t/cm2 la ligne de flexion pour

5 D'apres une communication ecrite de F. Stüssi, on obtient de la ligne de flexion pour
une poutre de comparaison de 1 60 cm chargee en son milieu [P't] 1»71 t» ce TJi
correspond ä un Pt 1,63 t. Par consequent il faudrait introduire pour l'interpretalion
de l'essai M'8 1,71 • 15 25,65 tcm au lieu de M's 24,46 tcm. En admettant
M'g 24,46 tcm, on se trouve du cote sür en ce qui concerne la determination de P't.
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le cas limite P's 2,075 t en ne tenant compte que des deformations engen-
drees par les moments de flexion. Dans le cas limite, P't 3,26 t, la ligne des

moments de la fig. 25e donne, pour MG 15 • P 48,92 tcm, un moment sur
appui Mst 48,92 — 24,46 24,46 tcm. Pour ce cas, la courbe de flechissement

(et en meme temps la forme de l'axe de la poutre) est reportee dans la

fig. 25e de A en B et de A en B. Au milieu de la travee 12 apparait un angle
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cp 2 t 2 • 0,0278. Apres la decharge, l'axe a l'aspect represente ä la

fig. 25 g avec en A et A un relevement ü 0,0278 • 120 3,335 cm. Lors de
la remise en charge il faut d'abord supprimer ce relevement par deux forces X
de 0,1165 t chacune, dont la surface des moments est representee ä la fig. 25 i
et la ligne de flechissement ä la fig. 25 k qui correspond ä des fleches de

3,335 cm ü) sous A et A. La remise en charge avec P't 3,26 t se fait
tout-ä-fait elastiquement. Le diagramme des moments de la fig. 25e est de nouveau

valable en ce sens qu'en plus du moment Mx 0,1165 • 120 13,98 tcm
intervient encore le moment sur appui Mstei 3,214 • 3,26 10,48 tcm. La
reaction en A se compose de deux parties: d'abord X, puis la fraction elastique

3
TT? ' ^'^ ~ 0,0873 t, en tout 0,204 t. La courbe des flechissements de la

poutre deformee de la fig. 25g est calculee ä partir des appuis BB d'apres la

ligne des moments de la fig. 25 e; eile est representee ä la fig. 251 (ordonnees

r\). On obtient la forme de l'axe apres la nouvelle application de P't 3,26 t
(fig. 25n), en faisant la somme (t\ -f- y) sans negliger le signe. Par exemple au
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milieu de la travee mediane f2 0,105 -f- 0,834 0,939 cm, au milieu de la
travee laterale f± + 1,041 — 1,668 — 0,627.

En partant des fig. 25c et f on a reporte dans les fig. 26b, c et d, de la meme
maniere que dans B et G les relations: f2 (P) flechissement dans la travee
centrale, fx (P) flechissement dans la travee laterale ainsi que A (P) et B (P).

A titre de comparaison on a reporte dans les fig. 27a et b les flechissements
mesures dans les travees centrale et laterale. On, y a aussi reporte les valeurs P's

et P't. On peut voir clairement que P't caracterise la veritable resistance. Les
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Fig. 28 a.

0.2 0.4 0,6 0,8 Iß 42

AuflagerdruckA in t PeactionAent Reaction Aint
valeurs d'essai P>v 3,902 t pour lesquelles la poutre «s'en va» (resistance

epuisee, deformations — oo) ne doivent pas etre prises pour caracteriser la
resistance [voir sous A) et B)]. Lorsque P > P't les flechissements par exemple
croissent beaucoup plus rapidement que lorsque P < P't. Les valeurs mesurees
coi'ncident en fait dans ce cas avec les valeurs calculees d'apres l'hypothese
d'interpretation.

Afin de mettre au clair la question de l'allure des moments entre P's et P't,
l'auteur a entrepris en mai 1936, des essais correspondant aux relations de

la fig. 25 [17]. II utilisa un profile I 10 • 10 et des portees \1 2,40 m et
lo 1,20 m.
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Par un essai comparatif sur une poutre simple, chargee en son milieu, on
a determine un M's de 262 tcm. En negligeant l'influence de la charge
permanente et l'influence de la deformation engendree par les forces de cisaillement,
on obtient

P's 11,12 t et P't 17,47 t.
Dans la fig. 28 nous avons reporte les valeurs moyennes, determinees par

essai, des reactions d'appui en A et A et dans la fig. 28b nous avons trace les

moments en travee et les moments sur appuis determines en tenant compte du

////r262 cmt
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PJ-1745
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poids propre, pour les differentes variations de charge. Dans P's 11,15 t et
dans Pt 17,45 t nous avons aussi pris en consideration l'influence du poids
propre. La fig. 28c represente les flechissements mesures au milieu de la travee
mediane.

Ainsi que le montre la fig. 28b les moments effectifs en travee et sur appuis
s'ecartent sensiblement des valeurs (en traits-points) determinees d'apres l'hypothese

simplifiee d'interpretation.« On voit cependant tres clairement que les

valeurs P's et P't sont caracteristiques pour le comportement reel de la poutre.
(Voir aussi ä ce sujet la fig. 28c oü l'on voit tres bien que les flechissements
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ne commencent ä croitre fortement qu'ä partir de P't.) Pour P > P's les
moments en travee croissent au-dessus de M's. La resistance pratiquement utilisable
de la poutre est seulernent atteinte aussitöt qu'au droit des appuis commencent
aussi ä apparaitre des deformations permanentes, c'est-ä-dire aussitöt que Mst
arrive aux environs de la valeur M's.

Du fait que les deux moments ne sont pas egaux sous la charge P't, il ne
faut toutefois pas en conclure que la resistance pratiquement utilisable de la

poutre continue est reduite par rapport ä P't. D'ailleurs il faut expliquer les
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ecarts dans Mst et Mf par le fait que suivant l'hypothese simplifiee
d'interpretation, on a choisi dans la fig. 4 une droite horizontale FG en remplacement
de la courbe CDE. Si l'on emploie la ligne polygonale CDE. determinee par
les essais, on obtient, en ne tenant pas compte de l'influence du poids propre
et des deformations engendrees par les forces.de cisaillement et ainsi qu'il est
demontre dans [17], l'allure des moments en travee et sur appuis egalement
reportee (en petits traits) dans la fig. 28b.
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Les lignes pointillees pour Mf et Mst ne sont evidemment valables que pour
autant que Mst < Ms. Sous l'effet de la charge P*, correspondant ä ce cas

limite, la forme de la barre presente, apres la decharge, une pliure non seulernent

au milieu de la poutre, mais aussi au droit des appuis.

F. Poutre reticulee ä membrures paralleles continue sur trois travees.

Les essais commences par M. Grüning et executes par G. Grüning et E. Kohl
[18] furent effectues sur la poutre de la fig. 29 a. Les barres de la membrure
superieure au droit des appuis intermediaires ainsi que les trois barres du
milieu de la membrure inferieure furent construites de teile sorte que l'on pouvait

les changer. Apres coup on construisit une articulation ä vis au noeud 17.

On determina par mesurage les reactions aux appuis A et A au cours des

differen>ts Stades de mise en charge.



128 H. Maier-Leibnitz

Au cours d'un des premiers essais, les sections de barres O10, U17 et O10
etaient de 2,88 cm2 chacune, leur limite d'ecoulement ös 2,68 t/cm2. Le
moment supportable Ms 2,88 • 50 • 2,68 386 tcm. Si l'on neglige
l'influence de la charge permanente on a obtenu, pour quatre charges identiques
appliquees aux points 14, 16, 16 et 14, des reactions de 0,418 P purement
elastiques aux appuis exterieurs et par consequent des reactions de 2,418 P aux
appuis intermediaires, un moment sur appui de 0,418 • 500 P 209 P et un
moment maximum en travee de (500 — 209) P 291 P. Les charges Ps pour
lesquelles la barre U17 atteint la limite d'ecoulement, sont d'apres la fig. 29 c:
291 Ps Ms 386 tcm, d'oü Ps 1,33 t. C'est d'apres la fig. 29d que l'on
peut calculer les charges Pt qui engendrent des tensions d'ecoulements dans les
barres O10 et O10: Mst M0 — Ms Ms, c'est-ä-dire 500 PT 2 • 386 tcm
d'oü Pt 1,544 t. Les relations entre Msl, Mf, Ps et Pt sont ä tirer de la
fig. 30a. Si l'on decharge la poutre chargee jusquä Pt, on constate dans la

Ms«386tcm-*—a >

b)np

tfst.el.*323tcm h x « 63tcm

T—*-
Tf

**
0,5

*
Mst,Hr^ / Mst,"/f <r

Fig. 30.

membrure inferieure des deformations permanentes suivant la fig. 29 e. La
ligne de flexion presente sous le point 17 un angle cp qui permet de calculer
le relevement ü. Lorsque l'on recharge la poutre, des forces X (fig. 29 f) doivent
d'abord amener les appuis exterieurs dans leur position primitive. II en resulte
un moment sur appui Mx X • \ auquel s'ajoute pour une charge allant
jusqu'a PT : M8tei 209 • PT 323 tcm. De Mx + Mstci Ms on peut tirer
(fig. 29 d) Mx 63 tcm et X 0,126 t. Le flechissement f, qui correspond
ä X, de l'extremite de la barre doit etre egal ä ü. On peut tirer de lä cp et
l'allongement permanent As de la barre U17 (on aurait aussi pu calculer As
ä partir de la deformation de la poutre A, B, 16, 17, 16, B, A). Les relations
qui existent lors d'une remise en charge sont representees ä la fig. 30b. La fig. 31
donne les valeurs d'essai tirees de la fig. 7 de [18]. En fait elles concordent avec
les valeurs de l'interpretation de l'essai (fig. 29 et 30) lorsque l'on neglige le

poids propre et lorsque l'on admet une articulation sans frottement au point 17.

Dans les essais donnes sous [18] on prit des barres qui sur une partie de

leur longueur possedaient des sections reduites. Les charges depasserent Pt.
On rechercha aussi l'influence sur la resistance de Tabaissement des appuis.
Un relevement unique des appuis exterieurs n'a pas diminue la resistance. Des
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relevements et abaissements consecutifs pour une surcharge Pt mettent en danger
l'existence de la poutre.

Au sujet des conclusions ä tirer des essais, qui demandent encore ä etre pour-
suivis, nous renvoyons le lecteur ä [18] p. 72.

II serait tres important de connaitre la resistance effective de poutres reti-
culees continues dont les barres critiques possedent des affaiblissements
produits par exemple par les trous de rivets.
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G. Poutres en cadre dont la traverse est horizontale.

Dans [19], K. Girkmann decrit un essai qu'il a effectue et pour lequel la

fig. 32 est valable.
La poutre en cadre AB, avec angles ä premiere vue surdimensionnes, fut

chargee au milieu de la traverse par une force croissante P. II existe d'abord
la ligne de pression AEB qui correspond, dans les sections C et D aux
sollicitations dessinees. La plus forte sollicitation se trouve ä la fibre superieure de
la section C (compression).

Sous l'effet d'une charge Ps, cette tension atteint la limite d'ecoulement. Lorsque

la charge croit encore, P > Ps, les parties de la traverse, situees aux
environs de C se deformeront plastiquement de teile sorte que si l'on substitue
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•

ä l'appui fixe un mobile, cet appui se deplace de AI vers l'exterieur. Ceci

signifie que pour des valeurs P > Ps la poussee horizontale est plus grande
que d'apres la theorie ordinaire. La ligne des pressions devient plus plate. Le
cadre commence ä faillir definitivement, meme si la limite d'ecoulement est

atteinte dans la section D (en bas). Dans les applications pratiques on peut
falculer avec une approximation süffisante la charge supportable en considerant
le cas oü la ligne des pressions passe au milieu entre D et C, plus exactement
entre les points du noyau determinants pour ö0 en C et pour öu en D. Si 1 on
prend dans les calculs les sections sans reduction pour les rivets, on a:

Padm 2,88 t pour öadm 1,2 t/cm2; Ps 6,28 t
lorsque ä un seul endroit (en haut en C) ös 2,62 t/cm2 est atteint; Pt 9,0 t
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comme charge qui peut pratiquement etre supportee. On y a suppose que la
section C agit comme un articulation des que la limite d'ecoulement est atteinte
dans sa fibre superieure.

La theorie ordinaire admet dans le cas du cadre soumis aux essais une
resistance de 6,28 t. L'essai a montre que pour P 11,25 t seulernent (fig. 33)
les flechissements croissent rapidement au milieu de la traverse. P't est alors

11,25 t et P's ~ P't • ^ - 11,25 • |^ - 7,9 t. Pour Pv 13,17 t

une fissure se forme dans la paroi d'un trou de rivet au milieu de la traverse.
Les autres observations faites au cours de cet essai sont contemies dans [19].

Resume.

Sur la base de nombreuses figures, l'auteur expose les resultats des essais

effectues pour la mise au net de differentes questions concernant la theorie de la

plasticite. Dans chaque cas on peut demontrer que la resistance effective n'est

pas determinee par la charge P9 pour laquelle, lors de l'application de la theoriß
de l'elasticite, la limite d'ecoulement est atteinte dans un membre quelconque
de la poutre, mais une charge plus grande Pt- Pour la determination de cette

charge effective, nous avons employe un procede (hypothese simplifiee
d'interpretation), employe aussi pour l'interpretation des essais, qui fournit des valeurs
suffisamment exactes pour les applications pratiques. II n'y a aucune raison
de preciser plus encore l'interpretation des essais et la methode de
determination de Pt.
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Dimensionnement des systemes hyperstatiques d'apres
la theorie de la plasticite.

Bemessung statistisch unbestimmter Systeme nach
der Plastizitätstheorie (Traglastverfahren).

Calculation of Statically Indeterminate Systems based on the
Theory of Plasticity.

Baurat Dr. Ing. F. Bleich,
Zivilingenieur, Wien.

1° — Introduction.

Dans ce travail nous voulons discuter de l'application pratique du procede de

l'equilibre plastique au dimensionnement des systemes hyperstatiques composes
de barres rigides. Nous voulons aussi determiner les limites du domaine d'application

et montrer par quelques exemples l'emploi de ce procede.

La methode ordinaire de dimensionnement des constructions metalliques est
basee sur l'hypothese que le poids propre et les surcharges engendrent des

contraintes qui se conforment ä la loi de Hooke et que ces contraintes ne
depassent en aucun point une fraction determinee de la resistance du materiau,
fraction appelee contrainte admissible. La connaissance du fait que, dans les

systemes hyperstatiques, on peut avoir des depassements locaux de la limite
d'elasticite, sans qu'il en resulte en general une diminution de la resistance ou
de la securite de l'ouvrage, car les endroits trop sollicites sont decharges aux
depens de ceux qui le sont moins, cette connaissance nous a conduit ä

l'introduction d'une nouvelle conception de la securite pour le dimensionnement
des systemes hyperstatiques. Cette nouvelle definition du coefficient de securite
nous a permis d'utiliser les proprietes plastiques de l'acier pour un dimensionnement

economique des systemes hyperstatiques.

Nous poserons la definition suivante:

Le coefficient de securite v est le rapport de la charge qui peut etre portee,
ä la charge utile. Par charge utile qui peut etre portee on entend la valeur
maxima de la charge que Vouvrage peut porter sans s'ecrouler, pour une serie
de mises en charges et de dechargements successifs repetes un nombre de fois
quelconque. Lorsquil y a differents cas de sollicitation possibles, il y a egalement

lieu de definir le coefficient de securite si les differents cas de sollicitation
se succedent dans un ordre quelconque un nombre de fois quelconque.

Le poids propre du Systeme portant est compris dans la charge utile.
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Dans les methodes habituelles de dimensionnement des ouvrages metalliques,
le coefficient de securite est exprime en fonetion du taux de travail admissible.
On considere comme coefficient de securite le rapport:

v ^ (I)

oü öA est la resistance du materiau. La limite superieure de csK est la limite
d'ecoulement, ceci afin d'exclure avec sürete de trop grandes deformations
permanentes.

Nous choisirons la meme valeur de v, donnee par l'egalite (1), comme coefficient

de securite pour le dimensionnement des systemes hyperstatiques d'apres
la nouvelle methode. II en resulte que les systemes isostatiques et hyperstatiques
sont calcules avec le meme coefficient de securite. En effet, pour les systemes

i0 isostatiques, le dimensionnement en partant du taux de
travail admissible conduira, a cause de la proportionnalite
entre la charge et la contrainte, aux memes sections de

l'ouvrage que le dimensionnement par la nouvelle methode.
e La determination des dimensions des ouvrages hyper-

*¦ ~4.~*: j» >~ i • ~* ~ j ' :j.' j. \jlstatiques d'apres le nouveau principe de securite est appele
dimensionnement d'apres le procede de £equilibre plastique.

Ce procede repose sur les deux hypotheses suivantes:
1° Le materiau se comporte suivant le diagramme force/deformation represente

par la figure 1. II se comporte tout ä fait elastiquement jusqu'a la limite
d'ecoulement ös. Apres avoir atteint cette limite le materiau est considere comme
completement plastique. Le procede de l'equilibre plastique admet donc un
acier ayant une zone de deformation plastique infiniment grande.1

2° Le materiau ne peut pas etre amene ä la rupture dans tous les cas oü
les deformations sont limitees, c'est-ä-dire lorsque ces deformations ne peuvent
pas depasser une certaine limite meme pour des charges alternees repetees un
nombre de fois quelconque (quelle que soit la difference entre les limites
inferieures et superieures des tensions). Le procede de l'equilibre plastique ne
tient par consequent pas compte des possibilites de rupture ä la fatigue, qui
peut se produire meme pour des deformations insignifiantes au point de rupture.
Uapplication de ce procede de dimensionnement ne peut se faire que lors-
qu aucune resistance ä la fatigue n entre en ligne de compte, c'est-ä-dire lorsque
le nombre des variations de charge est limite au cours de l'existence de l'ouvrage,
ce qui est le cas pour les toits et les dalles des charpentes.

Faisons encore les remarques suivantes: Depuis plusieurs dizaines d'annees,

un nombre incalculable de ponts metalliques sont soumis, sous forme de
tensions secondaires dans les assemblages rives et dans les noeuds rigides, ä

des sollicitations locales qui dans bien des cas atteignent certainement la limite
d'ecoulement. Ces tensions secondaires, ainsi qu'on le sait dejä, sont engendrees
dans la plupart des cas par des surcharges repetees ne produisant que des

deformations limitees. Malgre le grand nombre d'alternances des charges,

1 Pour les aciers doux la deformation permanente peut atteindre 10 ä 20 °/o de la longueur
entre reperes.
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atteignant plusieurs millions dans certains cas, on n'a presque jamais observe de

rupture ä la fatigue. Ces faits sont en Opposition avec les experiences faites en
laboratoire sur des barreaux perfores et qui, contrairement ä l'experience acquise
dans la construction des ponts ont clairement demontre que la resistance ä la

fatigue depend assez fortement de la grandeur de la difference des tensions.
Ces essais ont aussi prouve que la resistance ä la fatigue est plus petite que
la limite d'ecoulement meme si l'on considere comme tensions secondaires les

pointes de tensions qui depassent, dans la section droite du trou, la contrainte

moyenne. Tant que ces relations n'ont pas ete mises au clair, la prudence est
de rigueur. C'est pour cette raison que nous sommes d'avis de limiter le
dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique aux seuls cas oü la
resistance ä la fatigue n'intervient pas.

Le dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique qui permet
d'utiliser les proprietes de ductilite de l'acier est specialement indique au point
de vue economique pour les systemes portants composes de barres rigides et

qui presentent une section constante sur une ou plusieurs travees Lorsqu'une
partie de la construction, dans laquelle la tension maxima est atteinte, faiblit par
l'apparition de deformations permanentes, une autre partie de la construction qui
jusquc lä n'etait pas completement utilisee, sera plus fortement sollicitee lors
de. la nouvelle repartition des tensions provoquee par ces deformations. II est
aussi tres indique de prevoir des renforcements locaux de la poutre lorsque
l'on applique ce nouveau procede de dimensionnement.

Le procede de l'equilibre plastique ne presente par contre aucun avantage
economique dans tous les cas oü les sections des barres sont exactement adaptees
ä la grandeur des forces interieures, comme par exemple dans les poutres rivees

ou soudees dont la hauteur de construction ou l'epaisseur des membrures sont
executees suivant l'allure des moments. II ne faut de meme pas attendre de gros
avantages de l'application de ce procede de l'equilibre plastique au
dimensionnement des poutres en treillis hyperstatiques dont les barres ont des sections

en general bien adaptees aux efforts calcules. Une autre raison encore nous

pousse ä deconseiller l'emploi de cette nouvelle methode au dimensionnement
des poutres en treillis hyperstatiques. Les barres comprimees de ces systemes par
suite du danger de flambage ne se comportent pas du tout plastiquement, elles
cedent subitement comme les barres tendues constituees par un materiau
cassant.2 En ce sens, une poutre en treillis n'est pas constituee dans toutes ses

parties par le meme materiau elastico-plastique car meme les barres prises
individuellement modifient leurs proprietes elastiques determinantes pour le
dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique lors de l'alternance
de traction et de compression. Les barres se comportent sous l'effet de la
traction comme elastico-plastiques mais lorsque ces memes barres sont soumises
ä la compression, elles travaillent comme des barres cassantes.

2° — Lois fondamentales pour le calcul d'apres le procede de l'equilibre
plastique.

Si ä chaque section d'une poutre plane, composee de barres rigides, on
reporte les tensions normales de l'une des fibres extremes, la courbe com-

2 Ceci est specialement valable lorsque la barre flambe dans le domaine elastique.
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pletement ou partiellement continue que l'on obtient s'appelle: diagramme des
tensions. Les ordonnees de cette courbe peuvent appartenir en general ä
differentes sollicitations de la poutre. Choisissons maintenant pour chaque section
le groupe de charges qui produit dans la fibre extreme de la section le plus
grand effort de traction, respectivement de compression, on obtient ainsi deux
courbes de tension que Ton designe par: diagrammes des ömax, respectivement
ömin« Dans des sections non symetriques, ainsi que dans les cas oü, ä cote des

moments de flexion^ on a encore des forces normales, les tensions ne sont en
general pas les memes aux deux extremites de la section. Dans ces cas il faut
porter de chaque cote un diagramme des ömax et un des c*min.

A l'encontre de ce que Ton a dans les systemes isostatiques, des tensions et
des reactions d'appuis peuvent exister dans les systemes hyperstatiques, meme
lorsqu'aucune force exterieure n'agit sur le Systeme. Nous avons designe un tel
etat: etat de tensions residuelles. Nous appelerons les tensions existant clans cet
etat ö, tensions residuelles et leur diagramme, diagramme des tensions residuelles.
Ce diagramme est forme de segments de droites pour les poutres composees de

barres rigides rectilignes.
Nous pouvons enoncer la loi generale suivante3:
Dans le sens du procede de Vequilibre plastique, un Systeme hyperstatique est

resistant si par un choix approprie des grandeurs hyperstatiques on provoque un
etat de tensions residuelles tel que la somme algebrique des tensions residuelles
o d'une part et de la tensions limite ömax, resp. ömin, calculee d'apres la theorie
ordinaire des systemes hyperstatiques d'autre part, ne depasse en aucun point
le limite d'ecoulement ös. Nous pouvons donc ecrire les equations generales
suivantes:

| Ömax + Ö | < Ös et | Ömin + Ö | < Ö (2)

La demonstration de cette loi se trouve dans un rapport de E. Melan. Cette

proposition peut tres bien etre representee au moyen des diagrammes de tension.
La fig. 2 represente les courbes des ömax et ömin pour une poutre reposant sur
trois appuis et dont les travees sont toutes deux egales ä 1. La poutre n'est
sollicitee que par une charge mobile concentree P. II est possible de determiner
un diagramme de tensions residuelles qui, partant des courbes de ömax et
ömin« ne depende en aucun point de la valeur de ös. Notre poutre est donc apte
ä supporter la charge mobile P, qui peut etre appliquee un nombre de fois
indefini sans provoquer dans la poutre des deformations permanentes depassant
une certaine limite. Si nous admettons comme charge utile une fraction v de

la charge P (nous avons pose pour simplifier le poids propre egal ä zero) notre
poutre a le coefficient de securite v.

Dans les limites indiquees par la proposition generale et en tenant compte des

conditions du Systeme, le choix du diagramme des tensions residuelles est

3 H. Bleich: „Über die Bemessung statisch unbestimmter Stahltragwerke unter Berücksichtigung

des elastisch-plastischen Verhaltens des Baustoffes." Der Bauingenieur 1932, p. 261.
Ce fut G. v. Kazinczy qui ä ma connaissance fut le premier ä attirer l'attention au moyen

d'un exemple (poutre sur trois appuis) sur le fait que les regles de dimensionnement n'etaient

pas les memes pour les surcharges variables quelconques que pour les surcharges variant entre
deux limites determinees de meme signe. „Die Weiterentwicklung der Plastizitätslehre", Technika,

1931, Budapest.
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arbitraire. Pour choisir entre les differentes Solutions possibles, on devra se

laisser guider par des considerations economiques et techniques.
On peut provoquer artificiellement dans le Systeme non charge, par une mise

sous tension prealable, les tensions residuelles determinees par le diagramme.4
Le dimensionnement d'apres le procede de l'equilibre plastique signifie que l'on

superpose aux tensions elastiques engendrees par la surcharge dans un Systeme

hyperstatique, un Systeme de tensions preliminaires artificielles qui ont pour
but de diminuer la valeur maxima des contraintes ä l'endroit considere de la

poutre. Un tel etat de tension preliminaire se presenterait* aussi si l'on appliquait
ä la poutre la surcharge complete pour l'enlever ensuite.

oetre
P\mobile

Urnemm

4

Urnemex

Fig. 2.

Selbstspannungslinte
Diagramme des tensions ristoueiies
Diagram ofrestduarg stresses

Dans les applications pratiques du procede de l'equilibre plastique, il n'est
evidemment pas necessaire de faire usage d'une part des charges limites et des

tensions correspondantes <5max et ömin, et d'autre part de la limite d'ecoulement.
II est plus avantageux de tracer les diagrammes de tensions ömax et ömin
correspondant aux charges reelles et de dessiner les courbes de tensions
residuelles de teile fagon qu'en aucune section l'ecart entre ces courbes et le

diagramme des tensions extremes ne depasse la valeur du taux de travail
admissible öadm. Le coefficient de securite possede alors la valeur:

ös

Örtdm

Si les tensions ne sont pas les memes dans les fibres extremes superieures
et inferieures d'une section, un diagramme special des tensions est valable pour
chaque fibre extreme (fig. 2). Cependant les courbes de tensions residuelles ne
sont plus independantes l'une de lautre dans les deux diagrammes de tension
car elles appartiennent ä un seul et meme etat de tension.

L'application des diagrammes de tension n'est evidemment possible que si
les sections des barres et par suite les tensions dans les fibres extremes sont
connues. II y a lieu de proceder autrement lorsqu'il faut commencer par la
determination des sections. Dans ce cas on part des diagrammes des Mmax

4 Dans notre exemple ces tensions preliminaires peuvent etre provoqueees par un exhausse-

ment determine de l'appui central.
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et Mmin qui ne sont pas autre chose que le produit des moments resistants W
par les courbes de tension. Le travail consiste en une interpolation convenable

du diagramme des moments dus aux tensions residuelles M, interpolation teile

que les conditions

|Mmax + M|<W.öadm et |Mmin + M|<W.öddm
soient satisfaites pour chaque point de la poutre. Nous appelerons W • öadm-
moment admissible.5 Pour les poutres droites la courbe des moments des tensions

residuelles est toujours composee de segments de droites. Les moments M et M
sont les moments au noyau lorsque pour le dimensionnement on a affaire ä des

forces normales en plus des moments. On peut aussi proceder de la facon
suivante: lors du dimensionnement preliminaire on tiendra compte de la force

N
normale N en deduisant de öadm la valeur admise ö ¦=- (F est la section de

la poutre) et en posant le moment admissible egal ä W • löadm — ^ri¬

ll importe encore de faire remarquer que des surcharges accidentelles, telles

que de legers affaissements des appuis, n'ont aucune influence sur la securite,
car elles produisent dans le cas le plus defavorable des deformations permanentes
limitees. Par contre il y a lieu de tenir compte lors du dimensionnement, des

effets des variations de la temperature, car ils peuvent se repeter un nombre
indefini de fois. II faudra donc, dans le trace des diagrammes des tensions
extremes ömax et ömin, introduire egalement les tensions dues aux variations de

temperature.
S'il n'y a qu'une seule possibilite de sollicitation oscillant entre une limite

superieure et une limite inferieure, (en excluant tout changement de sens des

surcharges), les diagrammes des Mmax et Mmin coi'ncident avec les courbes
des moments produits par la surcharge donnee. Dans ce cas, et seulernent dans
ce cas, on peut negliger le calcul comme Systeme hyperstatique. On choisit
arbitrairement les grandeurs hyperstatiques mais cependant de teile sorte qu'en
aucun point le moment admissible W • öadm ne soit depasse.

Le calcul d'apres le procede de l'equilibre plastique peut se resumer
comme suit:

a) — Dimensionnement.

1° Calcul des courbes de Mmax et Mmin ainsi que des forces normales N
d'apres la theorie ordinaire des systemes hyperstatiques. Nous designerons cet
etat de tension per Etat I.

2° Determination de l'etat de tensions residuelles par le choix des diagrammes
de moments des tensions residuelles M de teile sorte qu'en aucun point le

moment soit plus grand que W • öadm« Calcul des grandeurs hyperstatiques Xv

5 L'introduction de W • öadm comme moment admissible signifie que meme pour des poutres
courbes. la relation entre la tension et la fleche peut etre simplifiee ainsi que l'indique la

fig. 1. Le moment admissible reel d'une poutrelle en I par exemple, est, ainsi qu'on le sait

dejä, 16 ä 18o/o plus grand que W • öa(jm. II ne parait pas opportun de prendre aussi en
consideration cette derniere reserve lors du dimensionnement des systemes hyperstatiques.
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X2, qui appartiennent ä l'etat de tensions residuelles choisi et que nous
appelerons Etat II.
b) — Contröle des tensions.

1° Calcul des tensions pour l'etat I.
2° Calcul des tensions pour l'etat II. Ces tensions doivent etre inferieures

a Öadm»

3° Contröle de la somme des tensions de 1° et 2°. Cette somme ne doit pas
depasser öadm.

Cette derniere tension doit etre consideree comme tension ideale car eile ne

represente qu'une echelle pour la determination de la securite. La tension reelle
est dans le cas particulier celle que l'on obtient sous 1° car en general les
tensions produites par la charge (poids propre + charge utile) ne depassent pas
la limite d'ecoulement meme lors du dimensionnement d'apres le procede de

l'equilibre plastique. Pour cette raison, meme dans le cas oü il faut controler
les fleches provoquees par les surcharges, ces fleches sont ä calculer sans
tenir compte de l'influence de l'etat de tensions residuelles sur les tensions. Les

fleches sont donc ä calculer suivant la methode ordinaire.
II faut apporter un soin tout particulier au calcul des semelles comprimees

afin d'avoir une securite süffisante au flambage.

3° — Application du procede de Vequilibre plastique au calcul des poutres-
continues.

1er Exemple.

Considerons d'abord le cas le plus simple oü une meme surcharge varie

toujours entre une limite superieure et une limite inferieure, de teile sorte que
l'on peut appliquer la simplification dont nous avons parle ci-dessus ä la page 7.

Comme exemple nous avons choisi le sommier represente par la fig. 3 a et
constitue d'une poutre continue de 8 + 12 + 8 m de portee. Cette poutre est

chargee par des fermes distantes entre elles de 4 m. La charge permanente est
de 180 kg/m2, la surcharge (neige et vent) de 100 kg/m2. La surcharge du
sommier s'etend sur une largeur de 12 m. Les charges concentrees sont donc
les suivantes:

provenant de la charge permanente:

Pg 12 • 4 • 0,18 8,64 t

provenant de la neige et du vent:

Pp 12 • 4 • 0,10 4,80 t.

Comme toutes les surcharges ne se presentent qu'uniformement reparties,
nous n'avons affaire qu'ä un seul cas de surcharge pour lequel les charges
concentrees varient entre Pg 8,64 t et Pg + PP 13,44 t. La fig. 3 donne les

valeurs maxima des moments pour le Systeme fondamental isostatique compose
de trois poutres simples. La poutre est sollicitee par les charges concentrees
Pg + Pp. Nous choisissons les grandeurs hyperstatiques, c'est-ä-dire les moments
MB et MB au droit des appuis de teile sorte que ces moments soient egaux
aux moments maximum en travee. Ce choix fixe la ligne pointillee de la fig. 3.
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Nous avons donc:

MB M2 ^^- 26,88 tm, M,, 13,44 tm.

Avec un öadm 1600 kg/cm2, nous obtenons pour les travees exterieures un
profile I 34 et pour la travee centrale un profile I 42,5. Le joint de ces profiles
se trouve dans les travees exterieures, au point a de la fig. 3. II faut determiner
la position de a de teile fagon que Wn • öadm> Ma; Wn est le moment resistant
du profile I 34 en tenant compte de la reduction due aux trous dans le Joint.

f* *T
2-4U-802 '4.0-80 4.0*t2.0

->^vU

Fig. 3.

£cme Exemple.

Considerons maintenant le cas d'un sommier de 4 travees (fig. 4) charge au
tiers de chaque travee par des charges concentrees Pg 4 t (poids propre)
et Pp 8 t (surcharge). öadm= 1400 kg/cm2. Les valeurs maxima et minima
des moments, calculees d'apres la theorie ordinaire de la poutre continue, sont
portees dans la fig. 4a. Dans le calcul des moments limites nous admettons

que la surcharge des differentes travees est complete ou nulle.

Dimensionnement.

lhre Solution, fig. 4b. Nous dessinons la courbe des moments dus aux tensions

residuelles M de teile sorte que:

Mi — MB 20,15 tm et M2 — Mc 15,74 tm.

Nous en tirons le dimensionnement suivant: pour les travees extremes des profiles

I 40 et pour les deux travees centrales des profiles I 38. Pour un moment
de 17,70 tm qu'un profile I 38 peut encore juste supporter lorsque öadm
1400 kg/cm2, la position theorique du joint soude se trouve ä cote de l'appui B.

Pour l'etat de tensions residuelles nous obtenons les valeurs suivantes des

grandeurs hyperstatiques:

MB Mb- + 2,14 tm Mc + 2,55 tm.

2kmc Solution, fig. 4c. La courbe des moments sera choisie pour que:

— MB M2 — Mc 16,47 tm.

II en resulte que le moment maximum de la derniere travee croit et devient

Mx 21,34 tm. On obtient pour les portees extremes des I 42,5 et pour les
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portees centrales des I 38. Cependant on peut executer le joint soude directement

au droit de l'appui B.
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Fig. 4.

L'etat de tensions residuelles donne les valeurs suivantes des grandeurs
hyperstatiques :

M MB< + 5,81 tm et Mc + l,82tm.
3hme Solution, fig. 4d. On porte dans les premieres et deuxiemes travees ä

l'endroit des moments positifs maximum les plus grands moments que peuvent
supporter les profiles I 38 pour un öadm 1400 kg/cm2, c'est-ä-dire 17,70 tm.
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Ces deux points determinent une courbe des moments dus ä la tension residuelle
qui produit au droit de l'appui B un moment de 27,47 tm. Ce moment peut etre
supporte par des renforcements du profile I 38 continu, au moyen de semelles
soudees de 160 X 12 mm dans la region de l'appui.

Les valeurs suivantes des grandeurs hyperstatiques correspondent ä cet etat
de tensions residuelles:

MB MB- — 5,19 tm et Mc + 9,13tm.

ßbmo Exemple.

La poutre continue sollicitee par une surcharge uniformement repartie, joue
un role des plus importants dans la construction des charpentes metalliques.
Nous allons etablir dans ce qui suit quelques regles de dimensionnement tres
simples pour de telles poutres composees d'un nombre quelconque de travees
egales. Considerons ä cet effet comme exemple la poutre ä trois travees sollicitee

par une surcharge permanente uniforme g et par une charge utile repartie p,
placee ä l'endroit le plus defavorable. On a trace dans la fig. 5, en plus du
diagramme de Mg, ceux des Mmax Mg +Mpmax et des Mmin Mg-|-Mpmm.

Nous allons considerer deux Solutions de ce probleme. Le diagramme des

moments dus aux tensions residuelles I, a ete trace en faisant M± MB. Les
sections dans les travees extremes seront determinees ä l'aide du moment M1
et celle dans la travee mediane ä l'aide du moment M2. Ilya lieu de remarquer
que la section plus forte des travees extremes doit se prolonger d'une longueur
d'environ 1/10 dans les travees medianes car MB est plus grand que M2. Le joint
de la poutre se trouverait alors ä droite de l'appui B.

Si l'on desirait situer le joint de la poutre au droit meme de l'appui B, il
faudrait tracer un diagramme des moments dus aux tensions residuelles tel que
le diagramme II de la fig. 5. Dans ce cas MB M2; Mx est plus grand que M2
mais on peut cependant situer au droit de l'appui B le joint entre la poutre de
la travee extreme et la poutre plus faible de la travee mediane. Les diagrammes
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des moments qui ont ete traces ä la fig. 5 ont ete calcules en supposant une
section uniforme de la poutre dans toutes les travees. Si l'on voulait effectuer
une determination tres precise,. on devrait recommencer les calculs en tenant
compte de la Variation des sections. Cependant la pratique montre que l'influence
de la Variation de la section de la poutre sur le resultat final du calcul d'apres
le procede de l'equilibre plastique est tres faible de teile sorte que l'on peut
presque toujours se contenter d'un seul calcul (en admettant partout la meme
section). Pour se rendre compte de l'exactitude de cette proposition, il suffit
de sc souvenir de l'exemple 1 qui contient une Solution exacte de ce probleme.
La Solution y est tout-ä-fait independante de la grandeur des moments d'inertie
des sections des differentes travees.

En etudiant la fig. 5 on peut deduire ce qui suit: si l'on considere d'une part
les moments Mg seuls et d'autre part les moments Mp seuls, les valeurs maxima
des moments, conditionnees par le diagramme des moments dus aux tensions
residuelles, se presentent soit ä peu pres, soit tout-ä-fait aux memes endroits, de

teile sorte que l'on peut determiner chacune d'elles isolement et additionner leurs
valeurs maxima. Les moments peuvent alors s'ecrire sous la forme suivante:

pour les travees extremes:

pour les travees medianes:
Mmax cigl2 + dipl2
Mmax cmgl2 + dmpr2.

Les coefficients c et d dependent du nombre de travees et peuvent pour des

longueurs de travees egales, etre determines une fois pour toutes. Nous avons
rassemble dans le tableau I ces coefficients pour les deux Solutions differentes
correspondant aux diagrammes de tensions residuelles I et II. Comme dans
les travees medianes les moments maximum ne sont que peu differents les uns
des autres, nous avons indique dans chaque cas la valeur maxima de c et de d

qui est valable pour toutes les travees medianes.

Tableau I. Moments de dimensionnement pour une poutre continue
ä travees eeales.

Travees d'extremite:
Mmax ci gl2 + di pl2

Travees medianes:
Mmax cm gl2 + dm pl'

a) la poutre plus forte de la
prolonge d'environ 1/10 dans

travee extreme se
la deuxieme travee

b) la poutre plus forte de la travee extreme
est arretee au deuxieme appui

nombre
de

travees
d'extremite

travees
medianes

nombre
de

travees

travees
d'extremite

travees
medianes

travees ci | di Cm dm ci di Cm dm

2 0,0858 0,1048 — — 2 0,0858 0,1048 — —

3 0,0858 0,1061 0,0392 0,0858 3 0,0957 0,1109 0,0625 0,0957

4 0,0858 0,1061 0,0511 0,0942 4 0,0957 0,1104 0,0625 0,0971

>4 0,0858 0,1061 0,0625 0,0950 >4 0,0957 0,1098 0,0625 0,0972

10 F
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4° — Application du procede de Vequilibre plastique au calcul d'une ferme en
cadre.

4 eme Exemple.

Considerons une ferme en cadre, encastree ä ses deux appuis, de 16 m de

portee et 10 m de hauteur de poteaux. II faut dimensionner ce cadre 3 fois
statiquement indetermine, de teile sorte que le meme profile sans renforcements
locaux soit süffisant et pour les poteaux et pour la traverse. La fig. 6 a represente

le Systeme du cadre. Nous considerons les surcharges suivantes:

charge permanente: p 0,72 t/m
charge de neige: s 0,45 t/m
action du vent sur les poteaux: w 0,60 t/m.

L'allure des moments pour ces trois cas de charge, calculee d'apres la methode
connue est representee par les fig. 6b, 6c et 6d. L'action du vent peut etre
appliquee ä droite ou ä gauche, il en resulte que les diagrammes des Mmax et
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des Mmi„ sont symetriques par rapport ä l'axe vertical du cadre. Ces diagrammes
sont representes ä la fig. 6e.

Nous chercherons un etat de tensions residuelles, donne par les grandeurs
MA, MB et H, qui remplisse les conditions suivantes: Nous devons avoir

MA Mb et le moment d'encastrement en A, le moment ä l'angle C ainsi

que le moment en travee F (milieu de la traverse) doivent etre egaux en valeur
absolue. Soit M cette valeur. En considerant les valeurs des moments limites
portes dans la fig. 6e, nous pouvons poser les equations suivantes:

au point A 17,02 + MA M

au point C —23,56 + MA — 10 H — M

au point F 16,15 + MA — 10,80 H M

De ces trois equations nous pouvons tirer la valeur des trois inconnues MA,
H el M. On obtient:

H —0,081 t MA Mß +2,87 tm M 19,88 tm

Les diagrammes des moments M dus aux tensions residuelles sont portes dans
la fig. 6e (cote gauche). Le moment maximum qui sert de base au dimensionnement

est donc M 19,88 tm. Pour un öadm 1600 kg/cm2 nous utiliserons
un profile I 40.6 Nous avons suppose dans ce qui precede que l'on a prevu des

dispositifs assurant la securite des semelles comprimees.
Si l'on admet la possibilite de renforcements locaux, on procedera de la

maniere suivante: On choisit comme profile fondamental un I 36 dont le moment
admissible MT 1400 • 1089 kg • cm 15,00 tm pour un öadm 1600 kg/cm2
et en admettant une reserve de 200 kg/cm2 pour les sollicitations ä la force
normale.7 L'etat de tensions residuelles doit etre choisi de teile sorte que le

moment maximum ä l'encastrement A ainsi qu'au milieu de la traverse, c'est-ä-
dire en F ne depasse pas la valeur de 15,00 tm. Nous avons donc les conditions
suivantes:

au point A 17,02 + M A 15,00

au point F 16,15 + M A — 10,80 ff= 15,00

La resolution de ces equations donne:

H — 0,081 t et M A — 2,02 tm

Aux points C et D nous avons un moment maximum:

Mc M D — 23,56 — 2,02 + 0,81 — 24,77 tm.

Le diagramme des moments de la tension residuelle est dessine dans la partie
de droite de la fig. 6e. Le moment admissible MT ^= 15,00 tm nous donne les

points r et t (fig. 6) qui determinent la region qui doit etre renforcee par le
soudage de semelles afin de pouvoir supporter un moment maximum de 24,77 tm.

Dans ce second cas nous avons base nos calculs sur les memes diagrammes
de Mmax et Mmill que dans le premier cas quoique ces diagrammes devraient

6 Les forces normales dans les poteaux et la traverse sont aussi prises en consideration.
7 La force normale maxima atteint dans un poteau par ex. 10 t.

10*
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etre un peu modifies par suite des renforcements locaux. L'erreur qui en resulte
n'est pas tres grande car nous pouvons de nouveau demontrer le peu d'influence
qu'ont les conditions de rigidite sur les moments servant au dimensionnement.
Un Systeme hyperstatique calcule d'apres le procede de l'equilibre plastique se

comporte ä peu de chose pres comme un Systeme isostatique, si l'on tient compte
de l'influence de la rigidite des differentes parties sur les grandeurs determinan-
tes du dimensionnement. II suffit presque toujours pour le dimensionnement
preliminaire de choisir un Systeme avec une repartition ä peu pres exacte des

moments d'inertie. II est ä recommander d'effectuer le contröle des tensions

pour les diagrammes exacts des Mmax et Mmm afin de tenir compte des conditions
exactes du Systeme.

Resume.

Ce rapport montre l'application pratique du procede de l'equilibre plastique
au dimensionnement des systemes hyperstatiques composes de barres rigides.
L'auteur donne d'abord une definition du coefficient de securite dans le sens du
nouveau procede de dimensionnement et en liaison avec ceci il parle des
hypotheses concernant l'application du procede de l'equilibre plastique en tenant
compte des proprietes du materiau. En partant de ces considerations on peut
conclure que ce nouveau procede ne doit etre applique ni aux systemes dans
lesquels il faut tenir compte de la resistance ä la fatigue du materiau, ni aux
poutres reticulees. Suit une discussion de la loi de H. Bleich qui est ä la base
de cette theorie ainsi que quelques explications sur la methode de calcul.
L'application pratique du procede de l'equilibre plastique est demontree par
plusieurs exemples, ä savoir: trois types differents de poutre continue et un cadre.
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