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VIII 4

Berechnung von Balken auf elastischer Bettung.!

Etude analytique des poutres sur sol élastique.!

Analysis of Bars on Elastic Foundation.'

H. Hetényi,
Ann Arbor, Michigan, U.S.A.

Ausgehend von der Annahme Winklers, daf3 die verteilten Auflagerkrifte
in jedem Punkte der Durchbiegung des Balkens in diesem Punkte proportional
sind (p = Cy), wollen wir zwei Methoden angeben, um diese Frage zu priifen.
Die erste griindet sich auf der Differentialgleichung der elastischen Linie und
ist die genaue, wihrend bei der zweiten die elastische Linie durch trigono-
metrische Reihen dargestellt wird, weshalb sie die angendherte Methode 1st.

I. Die genaue Methode.

Wie bekannt, ist die Losung der Differentialgleichung der elastischen Linie
i -

j—% -+ Ky = 0 verhiltnismif8ig einfach, wenn der Stab als unendlich lang
betrachtet wird. Komplikationen treten auf, wenn man eine Losung fiir Stibe
endlicher Linge sucht. Die rein mathematische Bestimmung der Integrations-
konstanten aus den Auflagerbedingungen, d. h. den Verhiltnissen an den Stab-
enden, fiihrt, wie auch andere Werke zeigen, zu komplizierten Formeln. Wir
wollen hier zeigen, daf3 eine Losung fiir einen Stab endlicher Linge durch
einfache Anwendung des Prinzips der Uberlagerung aus den Formeln fiir den
Fall des unendlich langen Stabes abgeleitet werden kann.

Das Verfahren wird darin bestehen, einen unendlich langen Stab mit der
gegebenen Last zu belasten und dann an den Punkten, wo Enden verlangt
werden, bestimmte, konzentrierte Krifte und Momente zu denken, die in diesen
Punkten die End-Verhiltnisse schaffen. Statt also die Integrationskonstanten
aus den Verhiltnissen an den Stabenden abzuleiten, schaffen wir auf diese Weise
die verlangten End-Verhiltnisse in den verlangten Punkten des unendlich langen
Stabes. Infolgedessen werden die zu diesem Zweck angelegten Krifte und
Momente Randbedingungs-Krifte genannt.

Wenn eine einfache konzentrierte Kraft P in Punkt O des unendlich langen

1 Dies ist ein Auszug der unter Leitung Prof. Timoshenkos an der Universitit Michigan
durchgefiihrten Arbeiten; der Verfasser wurde dorthin von der Jeremiah Smith Fellowship aus
Budapest berufen.
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850 VIII 4 M. Hetényi

Stabes (Fig. 1a) einwirkt, erhalten wir folgende Ausdriicke fiir die Seite rechts
des Punktes O:

Ps Ps?

y=-m"Asx; y‘=——ﬁBsx; , (a)
P P

M:‘4_S—CSX; Q:_gDSX' (b)

Hierin ist b die Breite des Stabes
k Stiitzenkonstante in kg/cm3

i
RE

Fig. 1.

auflerdem ist Agy = e~ % (cos sx + sin sx),

Byx = e~ 5% (sin sx)

Csx = e~ 5% (cos sx — sinsx) und
Dgx = 5% (cos sx);

es sind dies dic sogenannten Zimmermann’'schen Funktionen. Links vom Punkt 0
ist y und Q mit umgekehrten Vorzeichen zu wihlen. Fiir ein einziges konzen-
triertes Moment M,, das in O (Fig. 1b) angreift, erhalten wir folgende Aus-
driicke fiir die rechte Seite des Stabes:
M,s? ., Mgs? ' M, ) _ Ms
y—ﬁ_BSXs y —WCSXs BI—?sz, Q—_?Asx

Die Formeln fiir auf dem unendlichen langen Stab verteilte Belastungen konnen
aus den obigen Formeln durch einfache Integration abgeleitet werden.

Wir nehmen nun an, da} an einem unendlich langen Stab einige gegebene
Krifte (P und Q) (Fig. 2a) angreifen. Wir wollen aus diesem Fall die Losung
fiir einen endlich langen Stab, der freie Enden in A und B hat, ableiten.

Auf Grund des oben Gesagten werden wir in A und B solche Randbedingungs-
Kriafte Mo, Poa, Mos, Pos anlegen, daf3 sie die Kriftefunktionen M,, Q,,
Mz, Qp aufheben, welche in diesen Punkten des unendlich langen Stabes als Folge
der gegebenen Belastung auftreten, so dafy man in A und B die Verhéltnisse des
endlichen Stabes (M = 0; Q = 0) schafft.

- Die vier unbekannten Randbedingungs-Krifte konnen aus den vier Randbedin-
gungen bestimmt werden. Es ist aber einfacher, die urspriingliche Belastung
(Fig. 2a) in symmetrische (Fig. 2b) und antimetrische (Fig. 2c¢) Komponenten
der Belastung zu zerlegen, dann die Randbedingungskrifte in jedem Falle einzeln
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zu bestimmen und sie zu addieren. Auf diese Weise werden wir fiir den sym-
metrischen Fall (Fig. 2b) im Falle freier Enden folgende Ausdriicke bekommen:

P'o=4F1{Q'4s (1 + Dg) + sM'y (1 — Ag)}
M\, = —-—i—F‘I {Q'Aa(1+GCq) +2sM'y (1 — Dq)}

und fiir den unsymmetrischen Fall (Fig. 2¢):

P =4F"1{Q“A (1 —Dg) +sM"s (1 4+ Aw)}

My = — 2 P {QU (1 — Ca) +2sM (1 + D)}

b)

In diesen Formeln sind M’,, Q’, und M”, und Q”, Momente und Schubkrifte,
die in A aus den symmetrischen bezw. unsymmetrischen Lastkomponenten ent-
stehen und die F-Symbole geben die in Fig. 3 dargestellten Funktionen an:

Fi= 1
I 1 —e—29f 2eginsl
"o 1
By = 1 —e 21— 2e—8lsin sl
Fiy = 1
T 1 +e2942e 5 cossl
1
F'y =

14+e 251 —2eslcossl
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Mt Hilfe dieser F-Funktionen kénnen Ausdriicke fiir die Randbedingungs-
krifte auch fir andere Félle als die oben gezeigten mit freien Enden abgeleitet
werden. Diese F-Funktionen haben in-

. | dessen noch andere Anwendungen als
\ die Bestimmung der endbedingenden
K Krifte. Wenn, z. B. ein Stab von der
300 Linge 1 durch eine am Ende A kon-
\ zentrierte Kraft P (Fig. 4a) belastet wird,
e \ \ so konnen die Senkungen und die
\ \ Drehungen an den Enden wie folgt aus-
\ gedriickt werden:
200 Ps (F7 | F'4
\X N 353 = bk (g
150 i Ps® (Fp | F'q
T\ [\ Onn=—pp {F o]
VEINE =S S
100 —— Unter dem Einfluf3 eines Momentes M
\\ /| in A (Fig. 4b) sind die Senkungen und
>'4/, Drehungen an den Enden:
T ¥z N +F“I}
1. YABZ= TRk IR — Fy
% T ew % ww em GAB___2Ms”’j F4 F“l}
Fig. 3. ) ' bk IF“]I_F’H
Im Falle einfach gestiitzter Enden (Fig. 4c) sind die Drehungen der Enden
infolge des Momentes M: Ms[Fy  F'q
BA,B——:i‘W ['F_,_Fu ]
1 I
Die zusitzliche Verwendung der F-Funk-
a) tionen vereinfacht sehr die Berechnung
durchgehender Triger oder solcher Triger,
bei denen der Querschnitt oder Stiitzen-
konstante sich stufenweise dndern.
5) Dasselbe Prinzip kann verwendet werden, .
wenn an dem Stab aufler der Querkraft
Normalkrifte und Verdrehungsmomente an-
greifen. Die Durchbiegung und deren h6here
& Differentialquotienten werden stets propor-

tional der Querkraft sein und so ist die Uber-
lagerung der Randbedingungskrifte anwend-
Fig. 4. : bar. Dies wird in einer spiteren Arbeit in
allen Einzelheiten dargestellt werden.?

2 Nach Ausarbeitung dieser Methode wurde der Verfasser auf eine russische Schrift von
H. V. Klischewitch aufmerksam und stellte fest, dal} dieser dieselben Grundsitze anwendet, mit
der Ausnahme, dall er die Zerlegung in symmetrische und antimetrische Komponenten nicht
vornimmt und dafl seine Formeln daher komplizierter und seine Forschungen auf den Fall be-
schrinkt waren, daf} der Stab nur der Querkraft unterliegt.
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II. Angendherte Methode.

Bei einem Stabe endlicher Linge, an dem eine Einzellast 2P (Fig. 5a) an-
greift, kann die Durchbiegung aus dreierlei bestehend gedacht werden, nimlich
einer konstanten senkrechten Senkung y,, einer Winkeldrehung o und den Or-
dinaten der elastischen Linie A’B’, wobei letztere in Form einer Sinusreihe ausge-
driickt werden kann. Daher kann die Gesamtdurchbiegung in einem beliebigen
Punkt in der Entfernung x vom linken Ende in folgender Weise ausgedriickt

werden:
nax

1 ) .
)—)o-l-a[f—z——x]-i- Ya, sin ]

n=1,2,3..

Wenn die urspriingliche Last (Fig. 5a) in einem symmetrischen (Fig. 5b) und
einem antimetrischen (Fig. 5c) Teil zerlegt wird, so wird natiirlich im ersten
keine Drehung (¢ = 0) und im zweiten keine konstante, senkrechte Verlagerung

)

P P Flg. 5.
b A
c A

(o == 0) vorhanden sein. Betrachten wir die Gleichgewichtsbedingungen und
setzen wir die Arbeit der inneren Krifte im Stabe gleich mit dem Zuwachs an
potentieller Energie am Auflager, so erhalten wir fiir den symmetrischen Fall
(Fig. 5b) folgenden Ausdruck fiir die elastische Linie:

——Q— Ya [—2———sinnftx
Y= bkl .5 %%, |nx I

in der jedes a,-Glied aus der Gleichung

. nza 2 EJ  1bk| 4lbk 1 1
2P{Sm*“__} “{"4 57 T2 }“ D

1 nn Nij—=y1356..1

bestimmt werden kann.
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Fiir den antimetrischen Fall nimmt die Gleichung der elastischen Linie fol-
gende Gestalt an:

y=12P(1—2a)(L_x)_[1_2(_l__X)__1] Say  sinPEX

bkl 2 Iz\2 n=24,6.. 1
in der die a,-Glieder aus der Gleichung
. nma 6 1 (n‘*n*EJ lbk) 12kl 1
2P{Sln 1 —IIT[l (l—?ﬁ)[—an 213 T 2 o ng? i=2,4’6“-i_al

bestimmt werden konnen.

Wenn auch diese Methode als angenihert bezeichnet wird, so lif3t sich doch
jeder Genauigkeitsgrad erreichen, je nach der Anzahl der a-Glieder, die man in
Betracht zieht.

Diesc Methode hat aber einen besonderen Vorzug gegeniiber der genauen
Methode. Bei letzterer erscheinen die Abmessungen des Stabes und der Stiitzen-
konstanten als Exponenten und trigonometrische Funktionen, so dafs es praktisch
unmoéglich ist, fiir diese unbekannte Grofien Ausdriicke zu finden. Bei einer an-
geniherten Methode dagegen erscheinen die Grofien E, I, 1 und b, k einzeln und
lassen sich leicht bestimmen. Dies ist besonders dann der Fall, wenn nur ein
Glied der Reihe Verwendung findet, in welchem Falle die obigen Formeln vorteil-
haft beim Entwurf verwendet werden konnen.

Wenn es sich um einen Stab mit frei aufliegenden Enden handelt, so kann
man die elastische Linie als eine einfache Sinusreihe von der Form

. nNax
v = a, sin ——
v 2 l

darstellen. Im Falle von Stiben mit eingespannten Enden kann die Durchbiegung
in der angendherten Form:
1 2nnx

v= Y —agfl— cos )
N u=21‘,2_32 ( l

geschrieben werden. In beiden Fillen konnen die a-Glieder aus der Bedingung
bestimmt werden, dafy die Arbeit der inneren Krifte im ganzen System ein Mi-
nimum sein mulf3.

Diese angeniherte Methode kann ebenso gut Anwendung finden, wenn Normal-
krifte aufler der Querkraft auf den Stab einwirken. Die Formeln sind giinstig an-
wendbar, wenn der Stab verhiltnisméBig steif ist, sl < n. In solchen Féllen geben
der erste oder die beiden ersten Ausdriicke eine gute Anniherung fiir die ela-
stische Linie. Wenn dieses erreicht ist, konnen die Q und M-Kurven durch Inte-
gration ermittelt werden, was die Ubereinstimmung der Ergebnisse noch er-
héhen wird.

Wenn die Last aus mehreren Teilen besteht, oder wenn der Stab biegsamer ist,
sollte man die genaue Methode bevorzugen. Indessen, wenn sl >4, kann der
Einfluf} der Randbedingungskrifte aufeinander bei Wahrung der Sicherheit ver-
nachldssigt werden, (Aq = By = Cy = Dy = 0) und wenn der Stab so lang ist,
daf} die Entfernung a, zwischen der letzten Teillast und dem benachbarten Ende
des Stabes, einen Wert sa > 4 ergibt, kdnnen die einfachen Werte fiir den un-
endlich langen Stab Verwendung finden.
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