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Allgemeine Plastizititstheorie, Gleitlinienfelder.
Théorie générale de la plasticité. Champs des lignes de cession.

General Theory of Plasticity, Fields of Equal Yield Lines.

Dr. Ing. A. Freudenthal,
Warschau.

Einleitung.

Trotzdem die Entwicklung der Plastizititstheorie in den letzten Jahren der-
artige Fortschritte aufweist, da3 ihren Ergebnissen und Auswirkungen bei diesem
Kongresse eine besondere Arbeitssitzung eingerdumt wird, stecken in ihren
Grundlagen noch wesentliche Unklarheiten. Wenn auch durch die verinderten
Anschauungen der modernen Physik viele unserer tiblichen Begriffe der Festig-
keitslehre zum Teile revidiert werden mufdten (vor allem hinsichtlich struktureller
Gesichtspunkie), so reichen die Uunklarheiten in  den Grundbegriffen der
Plastizititstheorie weit iiber diese Veridnderungen und sind vornehmlich bedingt
durch unklare Beurteilungen phénomenologischer Tatsachen.

Die Mechanik der festen Korper wird zum grofiten Teile vom Hoole’schen
Gesetz beherrscht. Da dieses Gesetz, welches es ermoglichte, eine ziemlich er-
schopfende Theorie des elastischen Kontinuums aufzubauen, nur bis zu einer
gewissen Grenze gilt, war es seit langem das Bestreben, auch fiir die Mechanik
jener Zustinde, welche jenseits dieser Grenze liegen, dhnliche, allgemein giiltige
Gesetze aufzufinden. Leider traf man hierbei auf wesentliche Schwierigkeiten,
da zwar das elastische Verhalten zumindestens vom phidnomenologischen Stand-
punkte, fir verschiedene Stoffe mehr oder weniger gleich ist, das Verhalten
nach Uberschreiten der Elastizititsgrenze jedoch vom Aufbau der Materie grund-
legend beeinfluf3t wird.

Die mathematischen Untersuchungen der Plastizititstheorie begannen elgcnt—
lich damit, daf3 man auf Grund der Ahnlichkeit der Mohr’ schen Grenzkurven
des kohisionslosen Erdkorpers mit denen verschiedener fester Kérper, Methoden.
welche in der Theorie der Grenzgleichgewichtszustinde kohisionsloser Massen
sich als brauchbar erwiesen, zur Berechnung plastischer Zustinde feste Korper
verwendete. Wegen des grundverschiedenen Aufbaues dieser Korper mufite je-
doch die Methode versagen, bzw. zu Resultaten fithren, welche von der Wirklich-
keit wesentlich abweichen. Es darf ndmlich nie vergessen werden, dafy der
kristallin aufgebaute Korper zuerst mehr oder weniger elastische Forminde-
rungen erleiden muf3, ehe er den .plastischen Zustand erreicht, in welchem
praktisch immer elastische und plastische Gebiete nebeneinander bestehen und
lings gewisser Flichen ineinander tibergehen, wihrend die kohisionslose Masse
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4 A. Freudenthal

infolge Erreichen des ,,plastischen Zustandes® gewdhnlich Gleichgewichtsstérungen
unterliegt. — Fir die Behandlung plastizititstheoretischer Probleme ist deshalb
die von Hencky?! eingefiihrte Unterscheidung in ,,statisch bestimmte** und ,,statisch
unbestimmte” Gleichgewichtsfille wesentlich. Unter einem statisch bestimmten
‘Fall versteht nidmlich Hencky jenen, bei dem Gleichgewichtsbedingungen und
Plastizititsbedingung zusammen hinreichen, um die Spannungen in jedem Punkte
festzulegen, wihrend die Losung eines ,statisch unbestimmten* Falles ein Ein-
gehen auf die Deformationen notwendig macht. Bei der Untersuchung bildsamer
Zustinde der Baustoffe wird man es fast ausschlieflich mit ,statisch unbe-
stimmten Fillen zu tun haben, da gewdhnlich in den betrachteten Grenz-
zustinden kleine plastische Gebiete neben grofien elastischen bestehen, so daf3
beide Zustinde miteinander in den Ubergangsgebieten vertriiglich sein miissen
und nur in Abhéngigkeit voneinander betrachtet werden konnen. Eine mathe-
matische Behandlung solcher Zustinde wird durch diesen Zusammenhang aufer-
ordentlich erschwert. Jedoch diirfen trotzdem der Vereinfachung der Rechnung
zuliebe keine Annahmen getroffen werden, welche mit dem tatsichlichen Ver-
halten der Stoffe in Widerspruch stehen, nur um zu einer mathematischen
Losung zu gelangen.

Die wichtigste derartige Vereinfachung, welche fast die gesamte mathematische
Plastizititstheorie beherrscht, ist die Annahme, daf3 die elastischen Form-
dnderungen wegen ihrer verhiltnisméifligen Kleinheit gegeniiber den plastischen
vernachlissigt werden konnen. Diese Annahme, die nichts anderes ist, als ein
Analogieschluf3, der vom Verhalten des Erdkérpers auf das der kristallinen
Stoffe schlief3t, ist fiir Gleichgewichtszustinde, bei denen elastische und plastische
Gebiete nebeneinander bestehen, unzuldssig. Schon in der bekannten Arbeit von
Haar und Kdrmdn? findet sich der Beweis, daf3 im halbplastischen Gebiet,
d. h. im Gebiet, in welchem (o, —0,)2=4k2 (2 k = Fliefigrenze), wihrend
(0g—o05)2 < 4 k2, (o5—o0;)2< 4k dic plastischen Forminderungen von der
Groflenordnung der elastischen sind und es deshalb nicht angéngig ist, dort, wo
beide Arten der Verformung auftreten, die letzteren gegeniiber den ersteren
zu vernachléssigen.

Alle bisherigen Versuche, plastische Gleichgewichtsprobleme kristalliner Korper
mathematisch zu losen, sind jedoch mehr oder weniger von dieser Annahme
ausgegangen. Die Ausnahmen sind sehr wenig zahlreich, die prinzipiell wichtigste
Arbeit, welche diese Voraussetzung aufgibt, ist eine Arbeit von Hencky,? welche
jedoch bereits fiir den einfachsten Fall zu derartig schwierigen mathematischen
Untersuchungen fiihrt, daf3 die Behandlung weniger einfacher Fille mit den
heutigen mathematischen Hilfsmitteln unmoglich wird.

Mit Riicksicht auf die in den Grundbegriffen der Plastizititstheorie herrschen-
den Unklarheiten soll im folgenden unternommen werden, die grundlegenden
Begriffe kurz zu analysieren, sowie die Bedeutung der Erscheinungen der
plastischen Verformung kristalliner Kérper gegeneinander abzuwégen, wobei vor
allem jene Erscheinungen zu behandeln sind, welche die Literatur als ,Flief3-
figuren® bezeichnet. — Betrachtet werden, wie in der Plastizititstheorie allge-
mein tblich, so langsame Vorginge, daf sie als eine Folge von Gleichgewichts-
zustinden betrachtet werden konnen, so daf3 sich ein Eingehen auf die Defor-
mationsgeschwindigkeiten im allgemeinen eriibrigt.
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1. Plastizitdtsbedingung.

Die erste Frage der Plastizititstheorie ist die Frage, unter welchen Bedingungen
die Fliefigrenze eines Materiales iiberschritten wird. Bevor eine kurze Ubersicht
tiber die bestehenden FlieShypothesen gegeben wird, sei ein Satz von Ros
zitiert, der sowohl fir die Beurteilung der Bruch- als der FlieBhypothesen sehr
wichtig ist: ,,Eine allgemeine Theorie der Bruchgefahr, welche keine Riicksicht
auf den Gefiigeaufbau eines Stoffes nimmt, ist wegen des oft grundsitzlich ver-
schiedenen Verhaltens der ganz verschieden aufgebauten Stoffe nicht méglich.
Jeder Stoff hat seine eigene Theorie der Bruchgefahr, welche eine Folge scines
inneren Aufbaues und seines Forminderungsmechanismus ist.” Der Umstand,
daf} dieser Satz so prézis vorher nie ausgesprochen wurde und man daher geneigt
war, die Versuchsergebnisse, die bei der Priifung eines bestimmten Stoffes cr-
halten worden waren, zu verallgemeinern, macht das Bestehen so vieler Hypo-
thesen verstindlich.

Bei den Werk- und Baustoffen der Technik handelt es sich im allgemeinen
um kristalline Stoffe, welche zwar aus Einzelkristallen zusammengesetzt sind,
sich jedoch infolge der regellosen Orientierung dieser quasiisotrop verhalten. —
Hinsichtlich des Aufbaues der Einzelkristalle hat man es bei den technischen
Metallen fast ausschlieBlich mit dem kubischen Gitter zu tun, von welchem
es drei Arten gibt:

1. das einfache, welches durch Angabe des Abstandes der Massenpunkte
(Identititsabstand) eindeutig bestimmt ist,

2. das flichenzentrierte, mit zusitzlichen Massenpunkten in den Wiirfel-
flichen, und

3. das raumzentrierte Gitter, mit einem Massenpunkt in Raummitte.

a-, B-, 8-Eisen kristallisieren im raumzentrierten, y - Eisen, Nickel- und Mangan-
stahl, sowie Kupfer, Aluminium usw. im flachenzentrierten - Gitter.

Die Art des Gitters ist auch vom technischen Standpunkte sehr wichtig, da
die Art des Uberganges in den plastischen Zustand und die charakteristischen
Phinomene dieses Zuslandes vom Kristallgitter entscheidend beeinflufst werden
(vgl. Seite 7).

Von den bestehenden Fhe[?)h\pothesen seien hier als die wesentlichsten die
folgenden genannt:

1. Die Schubspannungshypothese von Guest-Mohr,* in der Form
Tmax = f (Ox + Gy) ’

entwickelt aus der alten Coulomb’schen Theorie der inneren Reibung.?
Die Funktion f (o, + o,) kann den Versuchsergebnissen angepaf3t werden.

2. Die Beltrami’sche Hypothese der konstanten Forménderungsarbeit, welche
als Kriterium des Erreichens der Flie3grenze eine bestimmte Grofie der
aufgespeicherten Forménderungsarbeit ansieht, jedoch mit den Versuchen
nicht tbereinstimmte und von Huber,$ sowie unabhingig davon von
Mises und Hencky? in einer verbesserten Form als

3. Hypothese der konstanten Gestaltsanderungsarbeit

(61— 065)2 4 (63— 03)% - (65— 0,)? = 8 k?

aufgestellt wurde.
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4. Die Schleicher’'sche Verbesserung dieser Hypothese,8 welche wohl die
allgemeinste Form darstellt, lautet

. 1
(61— 063)2 + (63— 63)% 4- (03— 64)2 = 0 (p) wobei p = §(°1 + 65+ 03).

Dic vielen Versuche, welche zur Uberpriifung der Richtigkeit aller dieser
Hypothesen, sowie verschiedener anderer, welche heute génzlich verlassen wurden,
durchgefiihrt worden sind,? zeigten, daf3 fiir bildsam verformbare Metalle mit oder
ohne ausgeprigter Flief3grenze die Huber-Hencky-Mises’sche Hypothese den
Ubergang ins Fliefigebiet und das Verhalten darin charakterisiert, wihrend fiir
sprode Stoffe und Spannungszustinde an der FlieBgrenze die Mohr’sche Hypo-
these die besten Mittelwerte liefert.

Man muf$ sich bei der Beurteilung dieser Feststellungen immer daran erinnern,
dafy es sich um vorlaufige Ergebnisse handelt, welche von der weiteren Forschung
noch verindert werden konnen.

2. Fliefigrenze.

Die FlieShypothese ist die Bedingung, welche die Hauptspannungen erfiillen
missen, damit der Flief3zustand in einem Punkte erreicht wird. Diese B:dingung
gilt, und das ist wesentlich, fiir den Zustand unmittelbar nach dem Uber-
schreiten der Flief3grenze, sagt jedoch nichts aus iiber die Art, wie dieser Uber-
gang erfolgt. Es bestehen Unterschiede im Verformungsvorgang nicht nur bei
verschiedenen Metallen (Stahl und Kupfer), sondern auch bei verschiedenen
Arten eines Metalles, ja sogar bei vollkommen gleichen Arten mit verschiedener
Vorgeschichte.

Der wesentlichste Unterschied besteht zwischen Metallen mit und ohne aus-
geprigter Flie3grenze. Bei den letzteren erfolgt der Ubergang aus dem elastischen
in den plastischen Zustand ziemlich stetig, da schon geringe Belastungen zu
plastischen Verformungen fiihren. Dagegen sind bei den ersteren die Form-
inderungen bis zu einer gewissen Grenze vollstindig reversibel; plotzlich jedoch
bricht der bisher so widerstandsfihige Stoff zusammen, die plastischen Form-
dnderungen setzen unvermittelt, sprunghaft, ein, wobei die Last sehr hiufig
nicht konstant bleibt, sondern betrichtlich abfillt, so dal} es scheinbar eine
,;obere” und eine ,untere” FlieBgrenze gibt.

Bereits Bach10 fand eine starke Abhingigkeit dieser oberen Fliefigrenze von
der Form des Probestabes und erkannte das Wesen dieser Grenze als das einer
typischen Labilititserscheinung (Umkippen der Belastung). Die moderne For-
schung geht noch um einen Schritt weiter und erklirt auch die ,,untere” Flie-
grenze als cine Erscheinung, die den von anderen Zweigen der Physik bekannten
Verzugserscheinungen (Siedeverzug, Unierkiihlung) gleichwertig ist, welche da-
durch gekennzeichnet sind, dal eine gesetzmidfig zu erwartende Zustands-
dnderung sich ziemlich stark verzogert, um dann plétzlich, sprunghaft, einzusetzen.
Das geradlinige Ansteigen der Spannungs-Verformungslinie wird nun z. B. von
Moser11 als eine derartige Verzugserscheinung aufgefaf3t, namlich als der Aus-
druck eines durch innere Gleitwiderstinde bewirkten Verzuges der bleibenden
Forminderungen. Das stoflweise Einsetzen der plastischen Forménderung an der
Fliefigrenze ist dann als Auslosung des Verzuges anzusehen. Diese Auffassung
wird auch durch die Erfahrungstatsache unterstiitzt, daf3 fiir Stahl mit gleicher
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Ko6rnung und gleicher Vorbehandlung die Proportionalititsgrenze umso néher
der Fliefigrenze liegt, je homogener das Material ist, und je storungsfreier der
Spannungszustand in ihm erzeugt werden kann.

Die richtige Auffassung vom Wesen der Flie3grenze ist fiir die Plastizitits-
theoric insofern sehr wesentlich, als es nur auf Grund dieser Auffassung mog-
lich ist, die prinzipielle Bedeutung der einzelnen plastischen Phidnomene im
Ubergangszustand richtig zu beurteilen.

3. FliefSfiguren.

Auf blank polierten Versuchskérpern aus weichem Eisen zeigen sich bei Beginn
der bleibenden Forminderungen einige mehr oder weniger feine Reliefzeich-
nungen, die sich mit steigender Belastung verdichten. Diese matten Linien, welche
Schnitte stirker verformter Schichten mit der blanken Oberfliche darstellen,
haben entweder dachférmiges (Druckversuch) oder grabenférmiges (Zugversuch)
Profil, oder bilden auch einseitige Boschungsflichen. Diese Linien, nach ihren
ersten Beobachtern Liiders’sche oder Hartmann’sche Linien genannt, heute in der
Plastizititstheorie allgemein als Gleitlinien bezeichnet sind die am stirksten ins
Auge springenden Flief3figuren. Ihre wichtigste Eigenschaft ist ihr Zusammen-
treffen mit den Schubspannungstrajektorien. Auf Grund dieser Eigenschaft
werden diese Linien als duflerst wertvolles Hilfsmittel zur Erforschung der
Spannungszustinde fester Korper im plastischen Gebiete angesehen.

Die Gleitlinienfelder sind tatsdchlich mathematisch durch eine Anzahl wichtiger
Eigenschaften ausgezeichnet, welche es ermoglichen, aus der Kenntms der Gleit-
linien Spannungszustinde im plastischen Bereich vollkommen zu losen.!? Die
wichtigste dieser Eigenschaften ist die Identitit der Gleitlinien mit den Charakte-
ristiken der Plastizititsbedingung. Der Nachweis dieser Identitit ist erstmalig
von Massau, in seiner allgemeinen Form jedoch von ReifSner13 gegeben worden.
Auf Grund dieser Eigenschaft ist es moglich, verschiedene Integrale lings Gleit-
linien unanalytisch zusammenzusetzen, was die Anpassungen der Lodsungen an
die tatsdchlichen Verhiltnisse sehr erleichtert. Dic wenigen bestehenden Ldsungen
der mathematischen Plastizititstheorie sind fast durchwegs auf dieser Gleit-
linieneigenschaft aufgebaut.

Bei der Beurteilung der Verwendbarkeit der obigen Methode zur tatsichlichen
Losung von Aufgaben der technischen Plastizititstheorie mufl jedoch berick-
sichtigt werden, daf3 mathematisch einwandfreie Grenziiberginge tiber ihre physi-
kalische Zulissigkeit a priori kein Urteil erlauben. Wenn wir ndmlich von einer
mathematisch gefaf3ten physikalischen Bedingung ausgehen und bestimmten
Grofien darin bestimmte Grenzwerte zuweisen, so ist dieses Vorgehen mathe-
matisch zweifellos zuldssig. Physikalisch ist es jedoch moglich, dafl durch diese
Grenzwerte das physikalische Verhalten wesentlich gedndert wird, und die
Gesichtspunkte, die zur Aufstellung der Bedingung fiihrten, ihre Giiltigkeit ver-
lieren oder stark einbiiffen. Dies ist fiir die Plastizitdtsbedingung der Fall.

Die Plastizititsbedingung des allgemein plastischen Koérpers im  cbenen
Spannungszustand lautet:

a PR T ]
l'/ (Gx—lﬁ) +esing. 2%,

2 2



8 A. Freudenthal

wobei p der Reibungswinkel, C ein von der Kohision abhidngiger Wert ist. Fiir
die kohisionslose Masse, von der die Gleitlinienuntersuchungen ihren Ausgang
nahmen, ist G = 0. Das Auftreten einer Gleitlinie hat primir Gleichgewichts-
storungen zur Folge; die der Erreichung der Stérung vorangehenden reversiblen
Forménderungen sind im Vergleich zu den ,,plastischen verschwindend klein. —
Bei Metallen dagegen ist C = konst. und p = O. Infolge der groflen Kohision
bedeutet das Auftreten von Gleitlinien nur eine lokale und voriibergehende Gleich-
gewichtsstorung, der dem Beginn der Fliefierscheinungen vorangehende elastische
Spannungs- und Verformungszustand ist fiir die Art des Flieens von wesent-
licher Bedeutung, und die Groéfienordnung der plastischen Verformunger ist
von jener der elastischen.

Aus dem obigen wird deutlich, daf3 den Ergebnissen der sogenannten mathe-
matischen Plastizititstheorie in der technischen Plastizititstheorie der kristallinen
Stoffe, vor allem der Metalle, keine Bedeutung zukommen kann. Deren Voraus-
setzungen sind ndmlich nicht erfiillt. Damit sinkt auch die Bedeutung der Gleit-
linien fir die Untersuchung plastischer Zustinde der Metalle, welche technisch
von Belang sind. Sie sind erst dann von einiger Wichtigkeit, wenn die Ver-
formung soweit vorgeschritten ist, dafs im ganzen Feld keine elastischen Gebiete
mehr vorhanden sind. Diese Fille treten nicht hiufig auf und sind vor allem
auf Probleme der Bearbeitungstechnik beschrinkt.

Lost man sich von der allgemein iiblichen Ansicht von der grofien Bedeutung
der Gleitlinien in der "Plastizititstheorie, und wertet man die zahlreichen Ergeb-
nisse der vorhandenen Versuche vorurteilslos aus, so findet man, daf3 das
Phénomen der Gleitlinien nicht mit der plastischen Verformung an sich, sondern
nur mit der Art des Uberganges vom elastischen in den plastischen Zustand zu-
sammenhingt. Sie sind, ebenso wie die ausgeprigte Flie3grenze, typische Labili-
tits- (Unstetigkeits-) Erscheinungen. Den Beweis dafiir liefern eine Reihe von
Beobachtungen, wie jene von Ludwik4, daf3 die FliefSlinien besonders dann auf-
treten, wenn die Korper unter abfallender Last zu flieen beginnen, d. h. wenn
die Gleitlinienbildung auf den abfallenden Teil der Spitzen im Spannungs-Ver-
formungsdiagramm beschrinkt ist, eine Beobachtung, die auch Nadai bestitigt 15
und auf welche von Kdrmdn vielfach hinwies. Hierher gehért auch die Beob-
achtung Nadais, dafl das Gleitliniennetz bei sehr rasch durchgefiihrten Druck-
versuchen viel dichter war, als bei langsamen Versuchen, was ein weiterer Beweis
dafiir ist, daf} Unstetigkeiten im allgemeinen, sei es solche der Belastung, sei ez
solche des Aufbaues, die Gleitlinienbildung begiinstigen. Es liegt daher auf der
Hand, daf3 die Gleitlinienbildung auch durch Bohrungen und Kerben begiinstigt
werden mulf3.

In diesem Zusammenhange sei auf die auf3erordentlich interessanten Harte-
messungen auf Flieffifiguren von Moser1® hingewiesen, welche auf Grund der
Beobachtungen, da3 Metalle im geflossenen Gebiet eine Hirtezunahme zeigen,
gute Einblicke in das Wesen und den Ablauf der plastischen Verformungen
gewidhren. Es wurde von Moser beobachtet, dafy die bleibende Verformung an-
fanglich nur zonenweise erfolgt (Gleitlinien), wobei in jeder Zone nur ein
bestimmter Hirtegrad erreicht wird. Eine weitere allgemeine Hirtesteigerung setzt
erst dann ein, wenn sich der ganze Stab (Zugversuch) mit einem Netz von Gleit-
linien iiberzogen hat. Der Grund fiir diese Erscheinung liegt in einer Arl
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,,Blockierung® der Gleitflichen, bei deren Erreichen in einer Zone sich die weitere
Erhohung der Belastung durch das ,,Abgleiten” in einer anderen, bisher nicht
deformierten Zone auswirkt. Hierbei steigt jedesmal, ehe der Gleitwiderstand
dieser nichsten Zone tiberwunden wird, die Belastung etwas an, um beim Aus-
bilden der Gleitlinien wieder abzufallen; jeder Zacke des o—e Diagrammes ent-
spricht daher eine lokale obere Streckgrenze, bei deren Erreichen sich eine Gleit-
linie unter Lastabfall ausbildet. Im Gegensatz zu den Erscheinungen bei Stahl
zeigte ein Kupferstab einé gleichmiflige Zunahme der Hirte von Anfang der
Belastung an, wobei abgegrenzte Flief3linien nicht auftraten, nur ein allgemeines
Mattwerden beobachtet werden konnte.

Die obigen Versuche sind eine anschauliche Bekriftigung der Auffassung der
Streckgrenze des Stahles als ,,Verzug* des Flieffvorganges und der Erklirung der
Gleitlinien als einer damit zusammenhingenden nur fiir Stihle mit unstetiger
Flief3igrenze charakteristischen Erscheinung.

Diese Auffassung wird auch noch direkt bestitigt durch die Ergebnisse der -
Versuche von Ititaro Takaba und Katumi Okudal?, welche zeigen, daf3

1. das Auftreten der Gleitlinien und der plétzliche Knick in der Spannungs-
dehnungslinie Ergebnisse ein und desselben Vorganges sind, nidmlich der
gruppenweisen Verschiebung grofler Mengen von Kristallkérnern,

2. alle Metalle, bei denen Gleitlinien auftreten konnen, der Kristallstruktur
des raumzentrierten Wiirfelgitters angehoren. Es wird gezeigt, daf3 auf
Stdhlen mit Austenitgefiige, welche der Struktur des flichenzentrierten
Wiirfelgitters angehoren, keine Gleitlinienbildung zu beobachten war.

Es laf3t sich daher behaupten, dafl fiir die Untersuchung elastisch-plastischer
Zustande kristalliner Stoffe, vor allem Metalle, die Beobachtung der Gleitlinien-
felder keine geeignete Methode ist, sondern dafs im Gegenteil durch die Gleit-
linien die grundsitzlichen Vorginge, auf die es im wesentlichen ankommt, oft
verschleiert werden. Dies gilt in erster Linie von der Ausbildung der wahren
Grenze zwischen elastischem und plastischem Bereich.

4. Gren:linien des plastischen Bereiches.

Beniitzt man eine der bekannten Methoden zur Sichtbarmachung des plastisch
verformten Gebietes in Metallen, am besten die der Rekristallisation,18 so lassen
sich die Grenzen zwischen elastischem und plastischem Gebiet deutlich feststellen
(Fig. 1). Die Form dieser Grenzlinien hat, wie simtliche Beobachtungen einwand-
frei erweisen,19 nichts mit den Gleitlinien zu tun, sondern wird von jenen
Linien gebildet, welche sowohl dem plastischen, als auch dem elastischen Span-
nungszustand entsprechen. Die einzige Linienschar, die dieser Anforderung
geniigt, sind die Linien Tn. = const. des elastischen Zustandes. Diese Art der
~Grenzlinien, welche unabhingig sind von der Art des Uberganges aus dem ela-
stischen in den plastischen Bereich, sind in allen elastisch plastischen Zustinden
zu beobachten und bilden deren wesentlichste Erscheinung. Nur solche Losungen
des plastischen Spannungsfeldes werden der Wirklichkeit entsprechen, welche
sich lings jeder Linie Tn.x = const. an das entsprechende elastische Span-
nungsfeld stetig anschlieBen lassen. Jeder Losung der plastischen Aufgabe
muf} daher die der elastischen vorangehen, wobei zu beachten ist, daf3 die
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Grenze zwischen elastischem und plastischem Bereich keine feste, sondern eine
mit wechselnder Belastung wechselnde ist, welche jedoch immer den Linien
Tmax == consl, des elastischen Feldes entsprechen muls.

Die mathematische Behandlung elastisch-plastischer Probleme unter den obigen
Voraussetzungen ist nicht leicht und ist bisher nur in ganz wenigen einfachen
Fillen gelungen. Eme gewisse Erleichterung kénnte jedoch darin liegen, dals
durch die sogenannte optische Spannungsuntersuchung an Modellen dadurch,
dal3 hierber die Linien konstanter Hauptspannungsdifferenz als Isochromen
primir erscheinen, es ermoglicht wird, die Grenze des plastischen Bereiches
dem Modellversuch a priori zu entnehmen.

5. Die Eindringungsfestigkeil.

Als Beispiel der Losung eines technischen Problems auf die oben angegebene
Art sei das Problem der Eindringungsfestigkeit als ebenes Problem behandelt.
Der Fall ist deshalb von besonderem Interesse, weil er das bekannteste Beispiel
einer plastischen Losung mit Hilfe des Gleithinienfeldes darstellt und weil seine
Veroffentlichung seinerzeit den eigentlichen Anstofs zur Entwicklung der mo-
dernen mathematischen Plastizitilstheorie gab.20

Es geht darum, jene gleichformig verteilte Last p zu finden, welche (Fig. 2)
lings A B wirkend, inerhalb des betrachteten Gebietes Fliefsen hervorruft.

Fig. 3.

R &~

Diese Last, welche als Eindringungsfestigkeit bezeichnet wird. sei als Funktion
der Flielsgrenze und des Neigungswinkels der seitlichen Begrenzung darzu-
stellen. Da der ebene Verzerrungszustand (e, = 0) betrachtet wird, lautet die
Huber-Hencly-Mises’sche FlielSbedingung
<0x— Gy)‘-) -+ 4 12 = E k*
3

wobei dic Fliefsgrenze op — 2 k.

Da die Losung der stumpfen Schneide (stumpfer Keil) weder als elastisches
noch als plastisches Problem in geschlossener Form mdglich ist, kann man sich
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dadurch helfen, daf3 man nur die Ecke A betrachtet und die Tatsache beriick-
sichtigt, daf3 in dieser Ecke di® Linien t,.. = const. des in Fig. 3 dargestellten
Problems Tangenten an die Linien tm.. = const. des stumpfen Keiles sind.
Zwecks Bestimmung der kritischen Belastung ist es unwesentlich, ob wir die
Linien t,.. = const. selbst oder deren Tangenten ermitteln.

Aus der elastischen Losung der Ecke mittels der Airy’schen Spannungsfunktion
F =ar? 4 br2ep 4 cr2sin2¢ + dr2cos 2¢ (1)
wobel die 4 Konstanten a, b, ¢, d aus den vier Randbedingungen
fir =0 : 6,==— p, T=0 (ohne Reibung)
w @=a : 6;=0; =0
bestimmt werden konnen, ergeben sich die Spannungen
or=pQ@& DV —2P.-p.og—p:-P:sin2¢+p-Q cos 2¢
or=pQ@ DV —2P-p-o+p-P-sin2¢p —p-Qcos 2¢ (2)

t=p-P—p-Pcos 2¢0—p-Q sin 2¢
wobel
1 1
P— — - . _ — .
2(a—tga)’ Q 2(actga — 1)
Mit der Abkiirzung

2 2 2
X_Tmax_p Q

4p2 . P2
ergibt sich die Gleichung der Linien T, = const. nach kurzer Zwischen-
rechnung in der Form
y:—z(x_—l)[tgaing‘a—-4x-]. (3)

Dies ist die Gleichung eines Geradenpaarees durch A, welches solange reell ist,
als tgZa >4x2.

" Die Hauptschubspannung wird auf jenen Linien ein Maximum, fiir welche

o} 'E'_max

Dies ist erfillt fir o =%. Die Bildung der zweiten Ableitung ergibt weiter,
daf nur fir % < o 2 lings des Strahles ¢ = % ein Maximalwert entsteht,

. v by 4 X . .. . .
wihrend fiir—— < o < — dort ein Minimum erscheint. Die letzteren Werte

2 2
von o sind jedoch technisch ohne Interesse. Fiir ¢ 2% erhdlt man die Grofie

der Hauptschubspannung
Tmax. = P2 [Q*— 2P Q-sina+2P*(1 — cosa)]. (4)
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Durch Einfiihrung der Flie3bedingung erhalten wir fir die kritische Last

(&—F%)sin&—i—cos&
p=op ——— '

()

1+ sin

" Dies ist der Zusammenhang zwischen Eindringungsfestigkeit, Keilwinkel und
Fliefigrenze. 21

Sachs?2 hat das Problem der Eindringungsfestigkeit bei Metallen sehr ein-
gehend studiert, wobei er ebenfalls durch Rekristallisation die plastisch ver-
formten Bereiche als durch Linien 7. = const. des elastischen Spannungs-
feldes begrenzt feststellte. In Fig. 4 sind die von Sachs ermiittelten Eindringungs-
festigkeiten bei Stahl fiir verschiedene Keilwinkel mit den aus Gleichung 5 er-
rechneten Werten verglichen. Die Ubereinstimmung ist zufriedenstellend.

Die Losung desselben Problems mittels Gleitlinienfeldern durch Prandil fiihrte

zur Gleichung
p=ocr-(1+9) 6)

als Abhéngigkeit der Eindringungsfestigkeit vom Schneidenwinkel und der Flief3-
grenze. Diese Gleichung wurde vergleichsweise ebenfalls in Fig. 4 eingetragen
und es zeigt sich, daf3 eine Ubereinstimmung héchstens fiir ganz kleine Keil-
winkel besteht, der prinzipielle Verlauf jedoch ein ganz anderer ist.

Py kg/mm?

9 o

s <

) D |

Piaey
. Pl
e

51> 7 Fig. 4.

4 £
Versuchswerte

3 ©Résultats déssai

> Test results

7

0 -2

30° 60° 90°

Das angefiihrte Beispiel zeigt, daff die Behandlung plastischer Probleme
kristalliner Stoffe immer von den Begrenzungskurven des plastischen Bereiches
ausgehen muf}. Die Annahme von Gleitlinien als eine solche Begrenzung und
die Aufstellung von Losungen aus den Eigenschaften der Gleitlinien wird immer
zu Resultaten fiihren, welche der Wirklichkeit nicht entsprechen.

Zusammenfassung.

Die Grundlagen der allgemeinen Plastizititstheorie enthalten noch wesent-
liche Unklarheiten, welche darauf zuriickzufiihren sind, daf3 die Beurteilung und
Wertung der Phanomene des Flieflens kristalliner Korper nicht einheitlich
und klar ist.
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Die wesentlichsten Begriffe der Plastizititstheorie: FliefSbedingung, Flief3grenze
und Gleitlinien werden daher einer kurzen Analyse unterworfen, deren wichtigstes
Ergebms darin besteht, dafy sowohl die F lieigrenze als die Gleitlinien als vom
inneren Aufbau des Stoffes wesentlich abhingige Unstetigkeitserscheinungen
erkannt werden, welche zwar die Art des Uberganges aus dem elastischen ins
plastische Bereich spezifisch beeinflussen, jedoch fiir die allgemeine plastische
Verformung von geringerer Bedeutung sind als allgemein angenommen wird.
Und dies umsomehr, als beide Erscheinungen nur bei einer ganz bestimmten
Kristallstruktur, und zwar bei der des raumszentrierten kubischen Gitters zu
beobachten sind, wihrend sich bei anders aufgebauten Stoffen der Ubergang
aus dem elastischen ins plastische Bereich stetig vollzieht.

Unabhingig von der Art dieses Uberganges wird die Grenze des plastischen
Bereiches durch Linien tn.. = const. des elastischen Spannungsfeldes gebildet.

Das Beispiel der Eindringungsfestigkeit zeigt die Unterschiede in der Behand-
lung eines plastischen Problems einerseits vom oben prézisierten Standpunkte,
andererseits vom Standpunkte der mathematischen Plastizititstheorie, welche im
Grunde genommen eine Theorie der Gleitlinienfelder ist, und beweist, daf bei
Metallen die Ergebnisse der mathematischen Plastizititstheorie mit der Wirklich-
keit nicht iibereinstimmen.
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Grundlagen der Plastizitatstheorie.

Principes de la théorie de la plasticité.

Fundamental Principles of the Theory of Plasticity.

Dr. techn. J. Fritsche,

Professor an der Deutschen Technischen Hochschule, Prag.

Wihrend man frither der Ansicht war, alle Festigkeitsfragen des Bau-
ingenieurs unter der Voraussetzung rein elastischen Verhaltens der Werkstoffe
beantworten zu konnen, ist man heute auf Grund eingehender Messungen an
Bauwerken und an Priifkérpern im Festigkeitslaboratorium, die sich bis nahe
an dic Bruchgrenze erstreckten, zu der Erkenntnis gekommen, mit einer der-
artigen Idealisicrung des Werkstoffes nicht tberall gleiche Sicherheit gegen
das Eintreten gefihrlicher Zustinde erzielen zu kénnen. Obwohl man seit langem
wufBte, dall rein elastisches Verhalten an verhiltnismiflig enge Grenzen der
Beanspruchung gebunden war, begriindete man diese Ansicht damit, dafy sich
aus Sicherheitsgriinden die unter den Gebrauchslasten entstehenden Anstrengungcn
innerhalb dieser Elastizititsgrenzen bewegen miussen und glaubte, in der auf
Grund der Elastizititstheorie ermittelten gréfiten Spannung einen Anhaltspunkt
zur Festlegung des Sicherheitsgrades der Konstruktion und vor allem gleicher
Sicherheit aller ihrer Teile zu haben. Man legte folglich eine zuldssige Spannung
fest und forderte, dafy dieselbe unter Wirkung der Gebrauchslasten nicht iber-
schritten werden diirfe. Dieser Spannungsmaf3stab ist fir die praktische Be-
messung unserer Bauwerke sehr bequem, weil er den entwerfenden Ingenicur
von den recht verwickelten Fragen nach der tatsichlichen Sicherheit seiner Ent-
wiirfe befreit und die Kernfrage der Sicherheit in der Festlegung der zulassigen
Spannung vereinigt. Dabei ergeben sich aber sofort Schwierigkeiten, da man in die
Festigkeitsberechnung nur einfache Festigkeitszahlen der Werkstoffe einfiihren
kann, wie z. B. die untere Fliefigrenze opy des Stahles, wie sie beim einfachen
Zugversuch ermittelt wird. Die Proportionalititsgrenze darf wohl aufler Ansatz
bleiben, da man erkannt hat, immer genau genug zu rechnen, wenn man rein
elastisches Verhalten bis zum E:-reichen der unteren Fliefigrenze annimmt.

Solange im Bauwerke die gleichen Spannungszustinde auftreten, wie sie den
Prifkorpern angelegt wurden, ist die Sicherheitsfrage klar; der Sicherheitsgrad

Oru

ist dann n =

S Fir die Beurteilung mehrachsiger, gleichmifliger Spannungs-
zul

zustinde hat man dann die bekannten Flieffbedingungen aufgestellt und an
Versuchen! gepriift, von denen fir den Baustahl die auf den Vergleich der

' M. Ro$ und Eichinger: Versuche zur Klirung der Frage der Bruchgefuhr 1. FluBstahl.
Diskussionsbericht Nr. 19 der E.M.I.A.
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bezogenen Gestaltsinderungsarbeit gegriindete Hypothese von Mises-Huber-Hencl:y
am besten mit den Tatsachen iibereinstimmt; fiir den hidufig zu untersuchenden
ebenen Spannungszustand nimmt sie die folgende Form an:

Or ; g
'ETU = Ggul =2 Vo,* —o0,0,+ 0" (1)

In allen auf den Spannungsmafistab gegriindeten Bemessungsverfahren ist
demnach die Annahme enthalten, dafi dort, wo die ungiinstigste Beanspruchung
die untere Fliefigrenze opy erreicht, das Flieen des Werkstoffes einsetzt und
dafi damit das Tragwerk an die Grenze der Tragfihigkeit gekommen ist. Gleich-
méfSige Spannungszustinde sind in idealen Fachwerken verwirklicht; die obige
Annahme fiihrt zu der Folgerung, ein Fachwerk in dem Augenblicke als nicht
mehr tragfiahig zu bezeichnen, in dem ein Stab die untere Flieigrenze erreicht
hat. Einfache Uberlegungen? aber lassen diese Folgerung nur fiir das statisch
bestimmte Fachwerk als zutreffend erscheinen, wihrend beim statisch unbe-
stimmten noch recht betrichtliche Laststeigerungen méglich sind, bevor das
Tragwerk unter der Last weggeht. In noch weit hoherem Mafle ist diese An-
nahme bei der Plastizierung eines biegungsfesten Querschnittes unrichtig, aller-
dings liegen dabei ungleichmiflige Spannungszustinde vor, deren Einfluf3 auf
das Flielen noch zu untersuchen ist. Maier-Leibnitz3 hat an Versuchen ein-
wandfrei gezeigt, dafl mit dem Erreichen der Fliefigrenze an der ungiinstigst
beanspruchten Stelle keinesfalls der Bestand des Tragwerkes gefihrdet ist; es
zeigte sich vielmehr, daf3 Flieflerscheinungen bereits recht tief in den Querschnitt -
vorgedrungen sein mufiten, um eine Vergroferung der Forminderungs- .
geschwindigkeit bei einer Laststeigerung zu bewirken.

Hier setzt nun die Plastizititstheorie ein, die sich zur Aufgabe stellt, die tat-
sichliche Tragfihigkeit einer Konstruktion unter Beriicksichtigung der Flief3-
vorginge zu erfassen. Aus der Tatsache heraus, dafl mit dem Erreichen der
Fliefigrenze in der elastischen Spannungsspitze keinerlei fiir den Bestand des
Bauwerkes gefiahrliche Zustinde auftreten, lehnt die Plastizititstheorie den
Spannungsmafistab und damit den Begriff der zuldssigen Spannung ab und
fihrt die Sicherheit als das Verhiltnis von Traglast zu Gebrauchslast ein. Die
auf die Plastizititstheorie begriindeten Bemessungsverfahren werden daher viel-
fach auch als Traglastverfahren bezeichnet.

2. Der plastische Formdnderungsmechanismus.

Die richtige Erfassung des Einflusses der FlieBvorginge auf die Traglast setzt
voraus, daf3 man bestrebt ist, sich iber ihre Natur und ihre physikalischen
Voraussetzungen eine Vorstellung zu machen. Der Stahl ist ein Kristallhaufwerk
und eine strenge Betrachtung wiirde erfordern, aus den Forminderungen des
Einzelkristalles auf die des Werkstoffes zu schliefen; die regellose Anordnung
der einzelnen Kristalle wiirde es aber unmdéglich machen, diesen Ubergang
anders als mit statistischen Methoden durchzufiihren. Der Einzelkristall ist in

2 M. Griining: Die Tragfihigkeit statisch unbestimmter Tragwerke aus Stahl bei beliebig
hiufig wiederholter Belastung. Berlin 1926, J. Springer.
3 Maier-Leibnitz: Versuche mit eingespannien und einfachen Balken von I-Form aus Stahl 37.

Bautechnik 1929, Heft 20, S. 313.
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seinen Festigkeitseigenschaften deutlich anisotrop, wihrend dem Kristallhaufwerk
bei grobmechanischer Betrachtung, die nur Stiicke des Werkstoffes mit einer
bereits sehr groflen Anzahl von Einzelkristallen priift, mit Riicksicht auf die
regellose Lagerung derselben eine Quasiisotropie zukommt. Ein Kristall ver-
formt sich bei bestimmter Lage seiner ausgezeichneten Richtungen zunichst
elastisch, indem sich durch die Einwirkung der &dufleren Krifte das Atom-
gitter verzerrt. Haben diese Verzerrungen einen bestimmten Betrag erreicht,
ist die Gitterstabilitit erschopft und ein Gleiten von Atomschichten lings be-
stimmter, kristallographisch definierter Ebenen und Richtungen ist die Folge,
das als ein rein plastischer Vorgang zu bezeichnen ist. Mit weit gehender Néhe-
rung kann daher die Spannungs-Dehnungs-Linie eines Kristalles mit der des
ideal plastischen Kérpers beschrieben werden. Eine Abweichung ergibt sich erst
bei grofleren Verformungen, wenn es mit dem Einsetzen der Verfestigung zu
einer neuen Gitterstabilitit kommt. Da im Kristallhaufwerk die ausgezeichneten
Richtungen der Einzelkristalle ganz verschieden liegen, werden dieselben bei
feststehender Richtung der dufleren Kraft bei ganz verschiedener Grenzspannung
gleiten. Die Gleitungswege sind natiirlich sehr klein, sodaf3 eine auf3erordent-
liche Verschirfung der Mef3gerite dazugehort, um sie zu erkennen; unter Be-
achtung dieser Verhiltnisse gibt es keine stetige Verformung eines Kristall-
haufwerkes, die Verformung ist in Wirklichkeit sprunghaft und gequantelt. Die
Beobachtungen von Kollbrunnert bieten dafiir eine schéne Bestitigung. Auf
der Vorstellung plastizierter Inseln in noch elastischer Umgebung, die mit
wachsender Belastung immer grofier und hiufiger werden, beruhen die Flief3-
hypothesen von Béker> und Brandt:aeq$, die leider in Fachkreisen noch
viel zu wenig bekannt geworden ‘sind.

Bei den Kohlenstoffstihlen kommt noch eine 2. Erscheinung hinzu, die durch
den strukturellen Aufbau derselben bedingt erscheint. Diese bestehen im wesent-
lichen aus weichen Ferritkérnern, die in ein hirteres Gerippe aus Zementit oder
Perlit eingefiigt sind, das im Stande ist, den Gleitvorgang im Ferritkorn weit-
gehend zu hemmen. Bei einer bestimmten dufleren Belastung bricht nun dieses
Perlitgerippe zusammen; damit wird gleichzeitig- in vielen Ferritkérnern der
Gleitvorgang ausgelost und es tritt die Erscheinung auf, die man im grob-
mechanischen Sinne unter Flieflen des Stahles versteht. Daf3 die Flief3grenze
nicht mit den Festigkeitseigenschaften des eigentlichen, chemisch reinen Eisens
verkniipft ist, zeigen deutlich die Beobachtungen von Kdster?, nach denen die
Fliefigrenze und die Fliefilinge weitgehend durch Anderung der Korngrofien
verindert werden konnen, wihrend Zerreif3festigkeit und Einschniirung davon
unberiihrt bleiben. Dieser grobmechanische Fliefivorgang entspricht einer sehr
weitgehenden Gefiligeinderung; das beweisen die nach dem Flieflen zu beob-

4 C. F. Kollbrunner: Schichlenweises FlieBen in Balken aus Baustahl. III. Bd d. Abhand-
lungen der I.V.B.H. Zirich 1935, S. 222.

5 R. Boker: Die Mechanik der bleibenden Forminderungen in knstallmlsch aufgebauten
Korpern. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 175—176. Berlin 1915,
V.D.I.-Verlag.

6 A. Brandtzaeq: Failure of a malerial composed of non-isotropic elements. Trondhjem 1927,

" W. Késter, H. v. Kéckritz und E. H. Schulz: Zur Kenninis der Form der Spannungs-
Dehnungs-Kurven auf Grund der Messung des zeitlichen Verlaufes der Alterung weichen Stahles.
Archiv fiir das Eisenhiittenwesen 6, 1932/33.
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achtenden Rekristallisationserscheinungen und die als Alterung des Stahles zu-
sammengefaliten Vorginge. Nach Abschlu3 des Flielens tragen die weichen
Ferritkorner allein, allerdings bedingt diese innere Umleitung der duf3eren Krifte
dic grof3en plastischen Forminderungen. Es ist anzunehmen, daf} ein solcher
Strukturumbau nicht ein Vorgang sein kann, der sich in strengem Sinne mit
wachsender Belastung stetig ausbreitet, sondern es ist wahrscheinlicher, daf3 er
gleichzeitig groflere Bereiche des Werkstoffes bzw. des Querschnittes erfassen
wird.

Es ist bekannt, daf5 man beim Anlegen eines einachsigen, gleichmifigen
Spannungszustandes an einen Priifstab bei den weicheren Stahlsorten eine oberc
und eine untere Flief3grenze beobachtet (Fig. 1). Da die obere Fliefigrenze nur
einen voriibergehenden Bestand hat, ist es einleuchtend, dafs man sich bei der
Beurteilung gleichmif3iger Spannungszustinde auf die untere Fliefgrenze zu
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beziehen hat. Das Auftreten einer oberen Fliefigrenze ist von Moser8 als ein
Fliefiverzug bezeichnet und von Prager® mit dem Siedeverzug verglichen worden,
ohne jedoch fiir diesen Vergleich andere als rein formale Zusammenhinge an-
geben zu konnen. Wodurch er entsteht, ist noch nicht einwandfrei geklirt; es
erscheint nicht ausgeschlossen, daf3 die duflere Beanspruchung ein Ausheilen der
Gitterstruktur an den Korngrenzen und so eine Vergroflerung des rein elastischen
Verformungswiderstandes im Perlitgerippe begiinstigt. Der Spannungsabfall von
der oberen auf die untere Flief3grenze geht mit der Ausbildung der bekannten
FliefSlinien einher, die ein sicheres Kennzeichen eines jeden FlieBvorganges
sind; ihre genaue Beobachtung zeigt, daf3 sie nicht stetig wachsen, sondern sich
eher sprunghaft ausbreiten. Alle diese Erscheinungen treten bei gleichmif3igen
Spannungszustinden ziemlich regelmiflig auf, wenn auch nicht zu verkennen ist,
daf3 das Quantitative des Vorganges einer Reihe von Zufilligkeiten unterworfen
ist, was in einer unvermeidlichen Streuung der Versuche zum Ausdruck kommt.

Man hat aber schon seit lingerer Zeit Zweifel dariiber geduf3ert, ob sich
nicht alle diese Erscheinungen beim Anlegen ungleichmifSiger Spannungs-

8 M. Moser: Ver. deutscher Eisenhiittenleute, Werkstoff-Aussch. Ber. 96.
9 W. Prager: Die Fliefigrenze bei Dbehinderter Forminderung. Forschung auf dem Ge-
biete des Ingenieurwesens 1933.
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zustinde wesentlich und mit erkennbarer Gesetzmif3igkeit dndern und deshalb
die Forderung ausgesprochen, die FlieBbedingung (1) auf gleichmifSige Span-
nungszustinde zu beschrinken. Dariiber angestellte Versuche ermdéglichen noch
kein abschliefendes Urteil; die eine Gruppel® 11 12 rechtfertigt die Annahme,
dafl durch eine Ungleichmif3igkeit des Spannungszustandes die Hohe der oberen
Fliefigrenze beeinfluf3t wird, indem sich opo umso hoéher ergibt, je steiler dic
elastische Spannungsspitze ansteigt und je kleiner das Gebiet ist, auf das sie
sich erstreckt, wihrend eine andere!3 diese Erscheinung nicht oder doch nur in
einem geringen Ausmafle erkennen lif3t. Von der unteren Fliefigrenze kann
gesagt werden, daf sie derartigen Einfliissen nicht unterliegt!4. Sicher scheint
zu sein, daf’ die FlieBgrenzenerhhung bei den verschiedenen Stahlsorten ganz
verschieden auftritt; bei weichen Stihlen ist sie grofier, bei harten kleiner und
sie scheint daher nur bei solchen Stahlsorten vorhanden zu sein, die bereits
beim Zugversuch eine deutlich ausgeprigte obere Flie3grenze aufweisen. Die
Ursache einer derartigen Erhohung der oberen Fliefigrenze ist noch nicht in
befriedigender Weise klar gestellt worden; vom Standpunkte der atomaren
Kriiftewirkung aus ist schwer zu verstehen, daf3 unterbeanspruchte Querschnitts-
teile die tberbeanspruchten unterstiitzen und den Fliefivorgang dort aufhalten
konnen. Thum1! und Wunderlich haben angenommen, dafy das Auftreten von
FlieBlinien in beliebig kleinen Gebieten nicht méglich ist, da die noch elastische
Umgebung das Flieffen blockiert. Die eigentliche untere Fliegrenze mufl bis
zu einer gewissen Tiefe des Querschnittes i{berschritten sein, damit die auf-
gespeicherte FlieBenergie grofs genug ist, um in irgend einer Weise durch die
elastische Umklammerung durchstoffen zu kdnnen.

Mit Riicksicht auf diese Beobachtungen haben sich im Laufe der Entwicklung
der Plastizititstheorie 2 grundverschiedene Auffassungen iiber die Umstinde
herausgebildet, die die Fliefivorginge in einem Spannungsfelde bestimmen; man
unterscheidet demnach eine ,iltere” und eine ,neuere’ FlieBbedingung. Schon
im vorhinein muf3 festgestellt werden, daf3 beide zweifellos Idealisierungen der
tatsiichlichen Vorgénge beinhalten; sie entsprechen in gewisser Beziehung Grenz-
fallen, und es ist sehr wahrscheinlich, dafy die wirklichen Erscheinungen zwischen
ihnen liegen. Es ist sicher, dafl man ohne irgend eine Idealisierung dieser
Beobachtungen iiber die grofien Schwierigkeiten bei der Erfassung ihres Ein-
flusses auf die Tragfihigkeit unserer Konstruktionen nicht hinwegkommt.

Die ,iltere FlieBbedingung” nimmt an, daf3 fiir das Eintreten des Flief3-
vorganges nur der ortliche Spannungszustand mafigebend ist; sie kann daher
von der FlieSbedingung (1) fiir gleichmiflige Spannungszustinde ausgehen.
Fir den Fall der Biegung wird bei Vernachlidssigung der Schubspannungen das

10 F. Nakanishi: On the yield point of mild steel. World Eng. Congress. Tokyo 1929,
Proc. Vol. IIL

11 A. Thum und F. Wunderlich: Die FlieBgrenze bei behinderter Forminderung. Forschung
auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 1932.

12 H. Méller und J. Barbers: Uber die rontgenographische Messung elastischer Spannungen.
Mitt. d. Kaiser-Wilh.-Inst. f. Eisenforschung. Diisseldorf 1934.

13 F. Rinagl: Die Veriffentlichung ist noch nicht erschienen.

14 FE. Siebel und H. F. Vieregge: Uber die Abhingigkeit des FlieBbeginns von Spannungs-
verteilung und Werkstoff. Mitt. Kaiser-Wilhelm-Inst. f. Eisenforschung. Diisseldorf, Abhand-
lung 270, 1934.
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elastische Spannungsfeld einachsig und die Bedingung (1) nimmt dann die ein-
fache Form o < or an. Es ist auf Grund des frither Gesagten klar, daf3 man
fiir or die untere Flief3grenze opy einzufiithren hat, da man ja die Festigkeit nach
Abschlufs des ortlich begrenzten Flieflens beurteilen muf3; bzw. da man wissen
will, wieviel diese Stelle nach dem Flielen noch zur Aufrechterhaltung des
Gleichgewichtes zwischen inneren und &#ufleren Kriften beitragen kann. Eine
Folge dieser Annahme ist ein mit wachsender Belastung sich stetig und all-
miéhlich sich ausbreitendes Flief3gebiet und ein plastischer Abbau der Sparmungs-
spitzen15; schliefSlich wird der vollplastische Zustand des Querschnittes er-
reicht, wenn es sich iiber die ganze Tiefe desselben erstreckt. Die Spannungs-
verteilung besteht dann aus einem Zug- und einem Druck-Rechteck von der
Hohe der unteren Flief3grenze opy. Das Moment der inneren Spannungen ist
auf seinen Grofitwert My gewachsen, der nicht mehr berschritten werden kann;
fir die weitere Verformung wirkt dann dieser Querschnitt wie ein sogenanntes
Plastizitatsgelenk.

Die ,,neuere Fliefibedingung” behauptet, dafy alle diese Annahmen nicht den
Tatsachen entsprechen, dafy sich vielmehr das Flief3gebiet sprunghaft nach der
Tiefe zu ausbreitet und angenommen werden kann, dafl bei linear verdnder-
lichen Spannungsfeldern ndherungsweise schon beim ersten Auftreten von
FlieSerscheinungen im Querschnitte der Forménderungswiderstand dieser Stelle
so geschwicht wird, dafl sie sich nicht mehr wesentlich an der Aufnahme
der Laststeigerung beteiligen kann. Sie geht von der Beobachtung der elastischen
Spitzeniiberh6hung aus und mufl demnach unter Fliefigrenze die obere Flief3-
grenze verstehen, da nur die durch die Ungleichmifligkeit des Spannungsfeldes
beeinfluft wird. In die FlieBbedingung muf} deshalb die Spannungsverteilung
im ganzen Querschnitte eingefiithrt werden. Im Falle der lingskraftfreien Biegung
wird demnach die FliefSgrenzeniiberh6hung Aoy = oro — 6ry im wesentlichen
eine Funktion der Querschnittsform sein. Wihrend des Flieffens bricht sie
zusammen, die Flie3grenze fillt auf die untere herunter, ohne daf3 jedoch die
Spannungsverteilung des vollplastizierten Zustandes im Sinne der élteren Flief3-
bedingung erreicht werden muf3.

Den Unterschied zwischen den beiden FlieSbedingungen erkennt man am deut-
lichsten, wenn man eine beliebige Formiinderungsgr('jﬁe in ihrer Abhfingigkeit
von der Last darstellt. Fiir die Durchbiegung eines einfachen Balkens in der
Stabmitte (Fig. 2) erhilt man nach der élteren FlieBbedingung im Anschluf an
die Gerade bei rein elastischer Verformung eine stetig gekriimmte Linie, deren
Tangente im Augenblicke des Abschlusses mdéglicher Gleichgewichtszustinde
zwischen &uflern und innern Kréften waagrecht sein muf3; nach der neueren
Fliebedingung setzt sich die Gerade der rein elastischen Verformung bis zum
Erreichen der Tragfihigkeit fort, um dann unmittelbar und sprunghaft in die
waagrechte Gerade iiberzugehen, die bis zum Eintreten von Verfestigungs-
vorgingen erhalten bleibt. Daf3 solche Linien y (P) auch tatsdchlich beobachtet
worden sind, zeigen die Versuche von E. Siebell* und H. F. Vieregge, wenn auch
anerkannt werden muf3, daf3 sich im Fachschrifttum Linien von der ersten
Art3 héaufiger finden.

15 J. Fritsche: Die Tragfihigkeit von Balken aus Stahl mit Beriicksichtigung des plashschen
Verformungsvermogens. Der Bauingenieur 1930, Heft 49, 50 und 51.
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Im Falle eines statisch unbestimmten durchlaufenden Trigers ergibt sich im
elastisch-plastischen Gebiete nach der alteren Flie3bedingung wieder die stetig
gekriimmte. Linie, die in ihrem Endpunkte eine waagrechte Tangente haben
muf, wihrend man nach der neueren fiir die Linie y (P) einen Polygonzug
bekommt, der sich jedoch niemals weit von der stetig gekriimmten Linie ent-
fernt (Fig. 3). Die. Bruchpunkte des Polygons entsprechen den Augenblicken
des Ausschaltens eines biegungsfesten Querschnittes durch plotzliche Plasti-
zierung desselben und es miissen natiirlich immer soviel derartiger Bruchpunkte
vorhanden sein, als steife Ecken durch Plastizititsgelenke ersetzt werden diirfen,
um eine labile Anordnung entstehen zu lassen. Auf eine Einschrinkung dieser
Vorstellung soll hier gleich hingewiesen werden: jedes statisch minder bestimmte
Zwischensystem und natiirlich auch das statisch bestimmte Grundsystem miissen
in allen ihren Teilen stabil sein; der durchlaufende Triger mit sehr langen
Seitenfeldern ist daher auszuschlieffen, weil der Stabilititsgrad des statisch

a b
6! 6 o < O
\f % 0
P Eoi iz 7 =4
T 7— T +
Y/ Fliessbedingung =
Condition d’écoulement L 7
P Yield condition — ——— —¥
d Altere N I
—— {Ancienne x < I
o/d I
Neuere — !
————{Nouvelle £ Op = Ory | On=20r,
New ”
ym _‘_6;\-'__1 Fig. 4.
Fig. 3. o a urspringliche und b abgeinderte Fassung der

FlieBbedingung von Kuntze.

bestimmten Grundsystems, das durch Plastizierung der Stabmitte des Mittel-
feldes entsteht, immer kleiner wird und im Falle der unendlich langen Seiten-
offnung tberhaupt verschwindet.

Auf Grund der bisherigen Versuche ist es noch nicht méglich, die Frage nach
der Richtigkeit der einen oder der anderen Flief3bedingung einwandfrei zu
beantworten und es wird bei der Besprechung der wichtigsten Versuche auf die
Schwierigkeit ihrer Deutung nach der einen oder der anderen Richtung hin-
zuweisen sein. Die neuere FlieBbedingung hat den grofien Vorteil fiir sich, eine
einfache Grundlage der Plastizititstheorie zu bieten. Wenn man sich auf den
_Standpunkt stellt, die Flieigrenzenerhéhung als durch die Erfahrung noch
nicht geniigend gesichert zu bezeichnen, bleibt noch immer die Moglichkeit
offen, die neuere Flieflbedingung als eine sehr brauchbare Néherung der iltern
- aufzufassen, da sie eine einfache Behandlung vieler Aufgaben ermdglicht, die
nach der dlteren bereits nicht mehr losbar erscheinen.

3. Die mathematische Fassung der verschiedenen Fliefbedingungen.

Die dltere Flielbedingung fufdt fiir die in der Regel zu untersuchenden ein-
achsigen Spannungsfelder auf der bereits erwidhnten Bedingung o < or. wobei
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unter or die untere Flief3grenze zu verstehen ist; sie ist den bisherigen Unter-
suchungen fast ausschlieBlich zugrunde gelegt worden, hat aber den grofen
Nachteil, dafl sie auch unter der stets zulissigen Annghme der Werkstoffe als
ideal plastische Koérper einen auf3erordentlich verwickelten und umfangreichen
Rechenapparat erfordert1® 17 und aus diesem Grunde gar nicht zu praktisch
wichtigen Problemen vorstofien kann. Abgesehen von der Berechnung der Trag-
last selbst, die infolge des Momentenausgleiches sehr rasch und leicht bestimmt
werden kann15, ist die Ermittlung einer Forminderungsgrofie oder des inneren
Kriftespieles bei teilweiser Plastizierung der mafigebenden Querschnitte unter
Beriicksichtigung der wirklichen Form derselben nicht mehr durchzufiihren.
Solche Aufgaben sind nicht nur theoretisch von Interesse; bei der Ermittlung
der Tragfahigkeit einer auflermittig gedriickten Stahlstiitze ist die Berechnung
der Durchbiegung der Stabmitte unvermeidlich, da die Tragfihigkeit nicht erst
bei voller Plastizierung des ungiinstigst beanspruchten Querschnittes erreicht
wird, sondern eine Instabilitit zwischen inneren und #ufleren Kriften bereits
bei teilweiser Plastizierung auftreten mufS. Man hat sich mit einer graphischen
Integration der diesbeziiglichen Differentialgleichungen beholfen, doch bleibt
der Rechenaufwand ein auf3erordentlich bedeutender. Es dringt sich bei der
Betrachtung der auf der dlteren Flieflbedingung aufgebauten Losung dieser Auf-
gabe von JeZek17, Chwalla'8, Eggenschwyler1® u. a. die Frage auf, ob der er-
reichbarc Genauigkeitsgrad der Rechnung solche zeitraubende Verfahren recht-
fertigt, besonders mit Riicksicht auf ihre schwankenden Grundlagen; dabei ist
unter Genauigkeit die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Erfahrung
gemeint. Zu den Unsicherheiten der FlieSbedingung kommen die unvermeid-
lichen Schwankungen in der Hohenlage der unteren Flief3grenze, die ohne
weiteres 10 0o ausmachen konnen, die betrichtlichen Abweichungen vom an-
genommenen Gesetze des Ebenbleibens der Querschnitte, die mit wachsender
Plastizierung immer mehr zunehmen, der vernachlissigte Einflufs der Schub-
spannungen u. a. m. Es besteht daher das dringende Bediirfnis nach einer Ver-
einfachung des Rechenaufwandes bei plastizititstheoretischen Untersuchungen.

Dic erste mathematische Fassung der ,,neueren Fliefbedingung* stammt von
Kuntze20. Danach ist die Tragfihigkeit eines Querschnittes erreicht, wenn der
von ihm eingefithrte Widerstandsmittelwert oy gleich der unteren Flief3grenze ory
wird; in den elastischen Spannungsspitzen der Randteile ist die Flief3grenze ory
tiberschritten. Den Widerstandsmittelwert oy bekommt man dadurch, dafl man
durch einen Schnitt gleichlaufend mit dem Rande den Spannungskérper in
zwei inhaltsgleiche Hilften teilt; dabei versteht man unter Spannungskérper ein

16 J. Fritsche: Arbeitsgeseize bel elastisch-plastischer Balkenbiegung. Zeitschrift f. ang.
Math. u. Mech. 1931.

17 K. Jezek: Die Tragfihigkeit' des exzentrisch beanspruchten und des querbelasteten Druck-
stabes aus einem ideal-plastischen Stahle. Sitzungsberichte d. Wiener Akad. d. Wissensch.,
Math.-Naturw. Klasse, Abt. IIa, 143. Bd., 1934.

18 E. Chwalla: Theorie des auflermittigz gedriickten Stabes aus Baustahl. Stahlbau 1934,
Heft 21, 22 und 23, S. 161.

19 A, Eggenschwyler: Die Knickfestigkeit von Stiben aus Baustahl. Schaffhausen 1935,
Selbstverlag. .

20 W. Kunize: Ermittlung des Einflusses ungleichférmiger Spannungen und Querschnitte
auf die Streckgrenze. Stahlbau 1933, Heft 7, S. 49.
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Prisma mit dem Querschnitt als Grundfliche, das durch einen schrigen Schnitt
so abgegrenzt ist, daf3 die Ho6he des Korpers iiberall dem Werte 6 — onin ent-
spricht. Die Inhaltsgleichheit bzw. der innere Ausgleich zwischen dem iiber- und
dem unterbeanspruchten Teile des Spannungskorpers kann natiirlich nicht als eine
physikalische Begriindung fir das Eintreten des FlieBens bezeichnet werden,
auch wenn man daran denkt, daff die aufgespeicherte Flief3energie dem Inhalte
des tiberbeanspruchten Teiles des Spannungskérpers verhiltnisgleich sein konnte
und der Flieivorgang durch den elastisch gebliebenen Teil des Querschnittes
solange blockiert werden kann, als dessen flieBhemmende Wirkung iiberwiegt.
Sie mufs daher solange als reine Arbeitshypothese gewertet werden, als sie eine
physikalische Begriindung nicht bekommen hat. Nachdem sie aber die Versuche
gut wiedergibt, ist anzunehmen, daf3 sie zumindest als gute Niherung dieser noch
unbekannten, theoretisch einwandfrei begriindeten Flief3bedingung Geltung be-
halten wird. '

Fiir den Fall der reinen Biegung beschrinkt Kuntze seine FlieSbedingung auf
die eine Querschnittshilfte und setzt folglich o, = 0; diese Annahme ist in
Bezug auf ihre Richtigkeit ganz auf Versuche gestellt und muf3 abgeandert werden,
wenn sie in dieser Hinsicht versagt. Solche Fille ergeben sich, wenn man sie, wie
spiiter noch ausfiihrlicher gezeigt werden soll, zur Beschreibung der Tragfihigkeit
auflermittig gedriickter Stahlstiitzen beniitzen will. Um mit diesen Versuchen in
Einklang zu bleiben, muf sie in der folgenden Weise eingefiihrt werden: man hat
von einem Spannungskorper auszugehen, der die Ungleichmifligkeit des Spannungs-
feldes im gesamten Querschnitt erfaf3t; diesen erhédlt man unter Beniitzung der
urspriinglichen Gedankenginge von Kuntze durch vorherige Reduzierung dos
Spannungsfeldes auf die eine Randspannung gleich Null (Fig. 4). Der Wider-
standsmittelwert oy teilt nun den reduzierten Spannungskdrper in zwei inhalls-
gleich¢ Teile, nur hat man jetzt, um mit den Versuchen in Einklang zu bleiben,
bei Querschnitten mit zwei Symmetricachsen oy = 20f zu setzen, wihrend sich
nach der urspriinglichen Annahme von Kuntze fiir 6y = oy -+ o’r ergeben wiirde,
womit man aber mit den Versuchsergebnissen nicht mehr im Einklange bleibt.
Fiir den X -Stahl berechnet sich damit2! die Gberhéhte Fliefigrenze o’y in den
elastischen Spannungsspitzen mit

o', — ‘//__i_ O.. (2)
T a1 -p) "
. h, . d ) . ) . .
wenn man mit o = N und mit 3 =5 bezeichnet (Fig. 5); diese Beziehung gilt,

solange der Widerstandsmittelwert in den Flansch des Querschnittes fallt, solange
xyx = h, + t. Daraus folgt, daf3 die Gleichung (2) nur solange Giiltigkeit besitzt.
als 1 —a (a +28)=0. Ist diese Bedingung nicht mehr erfiillt, dann ist

o' ‘/ 4 |3 o (3)

F=

A+p)—a*(1—p)

Die Grofie o'r, die gehobene obere Fliefigrenze, hat daher die Bedeutung
einer ,,Biegeflieigrenze”, da bei der Biegung das Flieflen dann eintritt, wenn

21 J. Fritsche: Der Einflul der Querschnittsform auf die Tragfihigkeit auflermitlig ge-
driickter Stahlstiitzen. Stahlbau 1936. Heft 12, S. 90.
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die grofdte Rahdspannung diesen Betrag erreicht hat. Diese Biegeflief3grenze
ist daher nicht konstant, sondern von der Querschnittsform abhingig. Es ist

o' Cro

=g 4

0' — 0 — .
F= ) Op oder 0 5 Gro

Eine versuchsmiBig noch nicht gepriifte Folgerung aus dieser Fliebedingung
ist, daf3 sich bei rein elastischer Verformung spannungslos bleibende Quer-
schnittsteile in der Nidhe der Nullinie bis zu einem gewissen Grade giinstig auf
die Tragfihigkeit des Balkens auswirken miissen, so da z. B. das Kreuzprofil
tragfahiger sein miifite als der nach Abschneiden der waagrechten Flanschen
ibrig bleibende Rechteckquerschnitt, indem die spannungslosen Teile den Flie3-
vorgang in den Randfasern hemmen. Fiir das Kreuzprofil (Fig. 6) ergibt sich

w12 , 3
GF.—VT__aB " ©

l—a

fiir das Rechteck allein mit o =0, § = 1.

o'r = 1,414 or. (6)
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Fig. 5. Fig. 6.

Fir einen aus zwei breitfiiffigen _| -Stihlen 10 - 5 bestehenden Querschnitt
ist mit o = 0,830, B = 0,085 das Verhiltnis der BiegeflieBgrenze zur unteren
Fliefigrenze beim Zugversuch © = 1,85, wihrend sich diese Grofie beim
Rechteckquerschnitt mit 1 = 1,41 ergibt. Dieses Kreuzprofil miiite daher um
ungefahr 30 0o mehr tragen, als der entsprechende Rechteckquerschnitt. Etwas
dhnliches gilt fiir den || -Stahl, wenn er in der zum Steg senkrechten Symmetrie-
ebenc gebogen wird, nur ist dabei zu beachten, daf3 ein beliebig hoher Steg
dic BiegeflieBgrenze nicht beliebig hoch hinaufzutreiben gestattet. Es ist viel-
mehr anzunehmen, dafl nur die den Flanschen benachbarten Stegteile den
Fliefivorgang in den Randfasern hemmen kénnen und es empfiehlt sich daher,
schitzungsweise einen beiderseitigenn Stegteil von der Breite —b— in die Flief3-

2
"bedingung einzubeziehen (Fig. 7).
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Dieses theoretische Ergebnis scheint tiberraschend und es wird sich hoffent-
lich bald die Moglichkeit ergeben, dasselbe an Versuchen nachzupriifen. Viel-
leicht gestattet ein derartiger Versuch, die Frage nach der Richtigkeit der einen
oder der anderen Flie3bedingung zu entscheiden. Vorldufig bilden nur die mit
derartigen Querschnitten ausgefiihrten Versuche tber die Tragfahigkeit aufder-
mittig gedrickter Stahlstiitzen eine Bestitigung fiir die Notwendigkeit dieser
Annahme.

Die zweite Fassung der Flieflbedingung unter Beriicksichtigung der Flief3-
grenzenerhéhung in den Spannungsspitzen stammt von Prager;? er macht iiber
den Fliefivorgang die Annahme, daf3 sich daber das {iberhdhte elastische Feld
mit der Grenzspannung o’r in das Spannungsbild des voll plastischen Zustandes
mit der Grenzspannung or umwandelt, und daf} dieser Vorgang ohne Ver-
minderung des Biegungswiderstandes der plastizierten Stelle vor sich geht (Fig. 8).
Bezeichnet man mit W das Widerstandsmoment des Querschnittes und mit T
das statische Moment der beiden Querschnittshilften, bezogen auf die Nullnie,

dann muf3 danach
o’rW = or T und folglich

ol = W Op bezw. = Gpy W' (7)
Die Prager’sche Auffassung, die zundchst viel Wahrscheinlichkeit fiir sich hat,
stellt aber bei kritischer Betrachtung ebenfalls eine Idealisierung der Vorginge
beim Flieffen vor; sie kann ebensowenig wie die von Kuntze als physikalisch
begriindet und in grundsitzlichem Zusammenhange mit den Erscheinungen
stehend bezeichnet werden. Bei ihrer sinngemidflen Erweiterung auf die Be-
rechnung der Tragfahigkeit aufiermittig gedriickter Stahlstiitzen liefert sie un-
verkennbar gegeniiber der Erfahrung zu grofie Werte, so dafl, wenn auch ein
endgiiltiges Urteil noch nicht gesprochen werden kann, doch der Kunt:e’schen
Fassung der FlieSbedingung der Vorzug gegeben werden muf3.
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4. Priifung der Fliefibedingungen an Versuchen.

Grundlegend fiir die neuere FlieBbedingung sind die Biegeversuche von
Thum ! und Wunderlich. Die acht Versuche mit polierten Probekérpern mit
verschiedener Ausbildung des I -Querschnittes (Fig. 9) ergeben bei Beriick-
sichtigung einer unteren Fliefigrenze des Zugversuches von o = 2,47 t/cm? die
nach der Flieflbedingung von Kuntze baw. Prager berechneten Werte o'y, dic
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Fig. 9.

Querschnitte der 8 Versuchsbalken von Thum und Wunderlich.

in der nebenstehenden Tabelle 1 den gemessenen Werten gegeniibergestellt worden
sind. Wenn man von den Versuchen 2 und 3 absieht, bei denen die groferen
Abweichungen bestimmt andere Erklirungen zulassen, ist die Ubereinstimmung
mit den Kunt:ze’'schen Werten sicher recht befriedigend, wihrend nach Prager
die berechneten Werte fast durchwegs iiber den gemessenen liegen; man kann
daraus den Schluf3 ziehen, dafl die Spannungsverteilung des voll plastizierten
Zustandes nicht unbedingt den Annahmen der ilteren Theorie entsprechen muf.

Tabelle 1. Die Versuche von Thum und Wunderlich. 6.y = 2,47 t/cm ™.

Oro Abweichung G, Abweichung

Nr. %ro berechnet in % berechnet m %o

erechne
des Versuches gemessen nach Kuntze | des gem. Wertes [ nach Prager | des gem. Wertes

1 3,50 3,41 -+ 2,56 . 368 — bH,14
2 3,64 3,31 -+ 9,07 3,61 + 0,82
3 3,78 3,28 + 13,20 3,60 + 5,14
4 3,42 3,38 + 1,17 3,45 — 0,80
5 2,91 2,96 — 1,712 3,32 — 14,10
6 3.44 3,31 + 4,03 3.66 — 6,40
7 3,15 3,06 4+ 2,9 3,43 1 — 8,88
8 2,61 9,72 — 4,2 | 306 | —1684

Die Versuche von Thum und Wunderlich sind die wichtigste Stiitze der
neuerenr FlieBbedingung und wenn sie auch einen einwandfreien Nachweis fiir
eine {iberhdhte obere FlieBgrenze o’y zu liefern scheinen, ist noch immer dic
Vermutung nicht von der Hand zu weisen, daf3 mit Riicksicht auf die Beobach-
tungen bei der LErmittlung der Dauerfestigkeit die kiinstliche Oberflichen-
gestaltung durch Polieren einen Einflufy auf die Fliefigrenze im Oberflichen-
gebiete, das ja allein der Messung zuginglich ist, gehabt haben kann.

Was die Erhohung der oberen Fliefigrenze bei den verschiedenen Stahi-
sorten anbetrifft, so ist diese Frage natiirlich nur durch Versuche zu entscheiden,
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die dariiber noch nicht in ausreichender Menge vorliegen, um ein abschlief3endes
Urteil féillen zu konnen. Die Versuche von Siebel und Viereggel* mit qua-
dratischen Balken zeigen, wie aus nebenstehender Tabelle 2 ersichtlich ist, daf$
dieser Effekt nur bei weicheren Stahlsorten deutlich ausgeprigt ist, wihrend
thn hochwertige, legierte Stihle nicht zeigen.

Tabelle 2. Die Versuche von Siebel und Vieregge mit quadratischen Balken.

untere Fliel3- . 1 Sro . ¥ (theoretisch)
Nr. Zerrei3- b=
grenze . . ] FU
des Versuches . festigkeit gemessen Kuntze Prager
|

1 “ 1,89 3,09 1,66 1,41 1,50

2 ‘ 2,52 4,88 1,34 1,41 1,50

3 | 3,77 7,50 1,07 — —

4 | 5,46 7,10 1,05 — —

Fir die Beantwortung der Frage, welche FliefSbedingung die richtige ist, sind
jedoch diese Versuche auszuschlief3en, da die Fliefigrenze durch Rechnung unter
Annahme gewisser Spannungsverteilungen und nicht durch unmittelbare Be-
obachtung am Ort des Flielens ermittelt worden ist und die Frage, ob die
Tragfahigkeit durch allmihliche Plastizierung oder durch Uberhohung der
Fliefigrenze in den Spannungsspitzen zustande gekommen ist, offen bleibt.

Bei statisch unbestimmt gestiitzten Balken haben die plastischen Vorginge
emen wesentlich grofleren Einflufl auf das innere Kriftespiel und die Ver-
formungsgesetze als beim einfachen Balken, schon mit Riicksicht auf den von
der Plastizititstheorie unabhingig von der Art der Flieflbedingung geforderten
Momentenausgleich. Es liegt daher die Vermutung nahe, daf} eine genaue Aus-
messung der dabei sich abspielenden Vorginge einen Schluf3 auf die Richtigkeit
der einen oder der anderen FliefSbedingung gestattet. Solche Versuche (Fig. 10 a
und b) sind in der letzten Zeit von Stissi und Kollbrunner?? in Zirich mit
aufSerordentlicher Griindlichkeit ausgemessen worden. Ich habe diese Versuche
in dieser Hinsicht bereits in einer im Stahlbau erschienenen Arbeit23 aus-
gewertet; allerdings ist dort die FlieSbedingung von Kunt:e in ihrer urspriing-
lichen Form beniitzt worden. Nach der auf Grund der Druckversuche an Stahl-
stiitzen notwendigen Abdnderung erhilt man aus der Gleichung (2) o’r = 1,09 of
bzw. Aoy = opo — ory = 303 kg/ecm2. Damit ist My = Wo'y = 26,70 tem und

° 26:— » -y " .
Pr =8—T‘0 = 3,56 t. Der Spannung in der Stabmitte des Mittelfeldes
gleich der erhohten Flieigrenze o'r entspricht die Belastung P’p; es ist mit
31, 3
CTAL 61, 14
“ = - - ,-4- t;
) (l - G,) l.r Frsd

22 F. Stissi und Kollbrunner: Beitrag zum Traglasiverfahren. Bautechnik 1935, Hef: 21.
S. 264.
23 J. Fritsche: Grundsitzliches zur Plastizititstheorie. Stahlbau 1936, Heft 9, S 65.
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der zugehorige Wert des Stiitzmomentes ist X’r = — 7,28 tcm. Nach Aus-

schalten der Stabmitte bleibt ein statisch bestimmtes Grundsystem zuriick, das -

aus zwei im Plastizitidtsgelenk zusammenhingenden einfachen Balken mit Krag-
l -

armen von der Linge 52 besteht. P kann nun noch solange gesteigert werden,

bis 1m Grundsystem auch iiber den Stiitzen das FlieBmoment Mr erreicht ist,

. . 1 1
das tritt dann‘ ein, wenn - (Pr — P’p)~23= Mr — X’r; daraus bekommt man

natiirlich ebenfalls den bereits frither unmittelbar erhaltenen Wert Py = 3,56 t.
Die Durchbiegung in der Stabmitte ist im zweifach statisch unbestimmten

a b
ey
o
l 1
| P
X(F)
| s
———— _._.._.'o_ !o‘
3 .;;: l=120cm Mpm (i} {,-60 l, =720cm |
Fig. 10a. Fig. 10b.

Querschnitt‘und Beiastungsanordnung des Versuchsbalkens von Stiissi und Kollbrunner.

System bei rein elastischer Verformung f, = 0,0872 P, wiihrend sie sich nach
plastischer Ausschaltung der Stabmitte mit f, = 0,198 4- 0,642 (P — 2,27) be-
rechnet. Stiissi und Kollbrunner haben die Durchbiegungen f, (P) gemessen und
auf eine griindlich durchdachte Art aus der Verformung der Stabachse den
Verlauf der inneren Widerstinde M, (P) und X (P) ermittelt. In den Fig. 11
und 12 sind die Ergebnisse ihrer Messungen mit denen der Rechnung nach den
verschiedenen FlieSbedingungen einander gegeniibergestellt worden und es liB3t
sich daraus erkennen, dafl auch hier die neuere, Kunt:e’sche Flie3bedingung
am besten entspricht. Der plotzliche Knick in den gemessenen Linien f, (P),
M. (P) und X (P) beim Erreichen von Py bzw. Mg = Woy weist darauf hin,
dafy hier allerdings keine FlieBgrenzenerh6hungen aufgetreten zu sein scheinen,
doch lassen die Versuche in dieser Hinsicht keine sichere Deutung zu, da der
Effekt nur in einer Héhe von rund 10904 von of auftreten und durch Flief3-
grenzenschwankungen verdeckt sein konnte.

Dic friher bereits erwdhnten Versuche von Maier-Leibnitz3 zeigen im all-
gemeinen einen allmidhlicheren Ubergang aus dem rein elastischen in den
elastisch-plastischen Zustand; ich habe bereits gezeigt23, dafs auch diese, soweit
sie nachpriifbar sind, der Kuntze’schen Flielbedingung nicht widersprechen; das
Durchbiegungspolygon y (P) legt sich an die gemessenen Linien befriedigend an.

Als Ergebnis dieser Betrachtung der wichtigsten Versuche ist derzeit nur
das folgende zu sagen: eine Flief3grenzeniiberhhung ist nicht unmoéglich, sie
bedarf aber noch einer weiteren cxperimentellen Bestitigung, solange diese
nicht erfolgt ist, kann die neuere Flieflbedingung nur als eine gute Naherung
der élteren bezeichnet werden, mit der gerechnet werden soll, weil sie eine
aufierordentliche und notwendige Vereinfachung des Rechenaufwandes ermdoglicht.
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Based on new yielding condition by Prager

Fig. 11.

5. Die auflermittig gedriickte Stahlstit:e.

Wenn die auf der Kunt:ze'schen Flief3bedingung begriindete Plastizitiits-
theorie brauchbar ist, muf} sie auch imstande sein, die Tragfihigkeit von auf3er-
mittig gedriickten Stahlstiitzen im Einklang mit der Erfahrung wieder zu geben.
Diese Aufgabe ist in der letzten Zeit auf der Grundlage der ,ilteren” Flief3-
bedingung mit einer auflerordentlichen Griindlichkeit behandelt worden17 18 19,
ohne jedoch in Hinsicht auf den sicher recht betrichtlichen Einfluf3 der Quer-
schnittsform zu befriedigenden Ergebnissen2¢ vorgestofden zu sein. Unter der
Annahme stetig sich ausbreitender Fliefigebiete liegt hier ein Problem mit
kritiscchen Lasten vor, indem die fortschreitende Plastizierung der Stabmitte
das Gleichgewicht zwischen inneren und #ufleren Kriften immer mehr und
mehr erschopft, bis bei einer bestimmten Tiefe des Flief3gebietes, lange bevor
der voll plastische Zustand im gefdhrlichst beanspruchten Querschnitte erreicht
ist, keine stabile Gleichgewichtsform mehr bestehen kann. Die Berechnung dieser
kritischen Last hat streng nur fiir den Rechteckquerschnitt durchgefiihrt werden
konnen, da die zu lésenden Differentialgleichungen im Falle des ideal-plastischen
Korpers sehr verwickelt sind und im Falle einer allgemeinen Arbeitslinie nur

2 . Cthalla: Der Einflu der Querschnittsform auf das Tragvermégen auBermiltig ge-
drickter Baustahlstibe. Stahlbau 1935, Heft 25 und 26.
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eine miihselige graphische Integration zulassen. Der Begriff strenge Losung
bezieht sich dabei nur auf den rein mathematischen Vorgang; im Sinne der
Festigkeitslehre, die nach richtiger Beschreibung der Erfahrung strebt, bleiben
sie trotz alledem Naherungslosungen, da sie auf einer Reithe mehr oder weniger
gut erfiillter Annahmen beruhen.

40

10 /|

4] 7

Nach Stassi u.Kollbrunner auf Grund von Messungen
————— D'aprés les mesures de Stussi et Kollbrunner
Accord. to Stdssi and Kollbrunner based on measur
Auf Grund der Fliessbedingung von Kuntze
{ D'spreés /a condition d'écoulement de Kuntze
Based on yielding condition of Kuntze
Auf Grund der Fliessbedingung von Prager
----- D'aprés la condition d'écoulement de Prager
Based on yielding condition of Prager
Auf Grund der iteren Fliesshedingung
D'apres lancienne condition d’écoulement
Based on old yielding condition

Fig. 12.

Mit Hilfe der neueren FlieBbedingung gestaltet sich die Losung dieser Frage
auflerordentlich einfach?l, wobei ohne besondere Schwierigkeiten die wirkliche
Querschnittsform berticksichtigt werden kann. Der Vorgang verlduft nach dieser
Auffassung so, dafy sein rein elastischer Charakter bis zur iberhohten Flief3-
grenze o’y erhalten bleibt; erst dann dringt das Fliefigebiet plotzlich bis zu
einer recht grofien Tiefe des Querschnittes vor und wenn der Stab statisch be-
stimmt gestiitzt ist, ist unmittelbar damit die Erschopfung des Tragvermogens
gegeben. Zweifellos ist diese Vorstellung eine Idealisierung der wirklichen
Vorginge und die Versuche zeigen, dall noch immer kleine Laststeigerungen
maglich sind, auch wenn bereits deutlich Fliefilinien beobachtet werden kénnen;
der plotzliche Knick in der Linie y. (P) (Fig. 13) wird durch stufenweises
Fliefen verwischt, ein wesentlicher Einfluf3 kann aber dieser Erscheinung nicht
zukommen.
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d’écoulement Fig. 18.
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Mit der neueren Fliessbedingung  Die seitliche Ausbiegung der

..... H,V_ec /a nouvelle condition Stabmitte einer auflermittig
d’écoulement

Accord.to new yield condition gedriickten Stiitze.

Fir den Fall der Biegung mit Lingsdruck muf3 die Fliefgrenzenerh6hung o'y
aufier von der Querschnittsform noch wesentlich von der Lingsspannung o, ab-
hingen. Um diese Abhingigkeit zu erfassen, ist es notwendig, zunichst die beiden
Grenzfille 6, =0 und o, = o zu betrachten. o, =0 entspricht der lings-
kraftfreien Biegung, fiir die der Wert Aop(0) bereits festgelegt erscheint;
6, = op ist reine Lingsbeanspruchung und wenn man den Fall der Knickung
aufler acht 1af3t, ist damit bereits die Grenze der Tragfihigkeit erreicht. Wie
vor allem die Untersuchungen von W. Rein 25 gezeigt haben, ist in einem solchen
Falle der Zutritt eines Momentes nicht mehr erforderlich, um unter unver-
inderlicher Belastung ein stindiges Wachsen der Forminderungen zu bewirken.
Dies entspricht auch der vorliegenden Auffassung, da nun die Ungleichmif3ig-
keit des Spannungszustandes verschwindet und daher Aop (op) = 0 sein mulf.
Es liegt nun nahe, fiir Zwischenwerte von o, einen linearen Ansatz fiir Aoy zu
machen, da erfahrungsgemifl oft die einfachsten Ansitze die zutreffendsten
Ergebnisse liefern. Wie ich bereits niher begriindet habeZ2l, entspricht dieser
Ansatz der Gleichung

O'r — Go =1 (Or — Oo) = *1* (Or — %) (8)
wobei ¥ eine Grofie ist, die bekanntlich nur von der Querschnittsform abhingig
ist und. das Verhidltnis von Biegefliefigrenze o’y zu unterer Zugfliefigrenze be-
deutet (Fig. 14). Ich habe dort auch gezeigt, dafy die sinngemif3e Ubertragung
der Fliefibedingung von Prager® zu einer quadratischen Funktion A op(s,)

25 W. Rein: Berichte des Ausschusses fiir Versuche im Stahlbau, Ausgabe B, Heft 4;
Versuche zur Ermitilung der Knickspannung fiir verschiedene Baustihle.
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.. . Cp . 2 : . .
fihren muf3, die ihren Grofitwert bei <5.,=T;j mit Aop = 3 or erreicht. Die

Prager’sche Fliefibedingung fiihrt daher zu der schwer vorstellbaren Folgerung,
dafy dic Fahigkeit, Biegungsmoment aufzunehmen, mit wachsendem o, innerhalb
bestimmter Grenzen steigen soll; darin ist eine weitere Erklirung fir die Tat-
sache zu erblicken, daf3 diese FlieBbedingung die kritischen Lasten gegeniiber
den Versuchen zu hoch liefert 26,

Mit der Gleichung (8) ist nun or festgelegt; das Versagen der Stiitze ist
nun an die Bedingung o; = o’r gekniipft. Man erhilt (Fig. 15)

Gi: G‘F: 00+B€'VE:00 (1 +k£i seC le)

. 9 P W.. . . -
wobel x'=E—J und kiz—F—l die der inneren Faser entsprechende Kernweite

des Querschnittes bedeutet. Fiithrt man fir ]I:— das Auflermittigkeitsmaf3 m ein,
i

-so ergibt sich

& 1
C'p = O, (1 + m sec %) oder G’F—Gozﬁomsec%
und mit der FlieSbedingung (8)

1 1
Gomsec%=7(GF_GO)

: : s pe xl .
aus der nun G,y zu berechnen ist. Es ist zweckmifig, fiir sec— die von

2
Timoshenko 27 angegebene Niaherung
~ xl__ ©g+0,2346,
e’y =—5—3. 4 (9)
. . ’ : n*E
zu beniitzen, worin og die Eulerspannung des Stabes mit op = X vorstellt.

Bezeichnet man mit m’ = vm das ,berichtigte” Auflermittigkeitsmaf3, so erhalt
man nun fir o, die folgende quadratische Gleichung:

020 krit (1—0,234 m’) — O krit [GF —}— OE (1 + m’)] —}— OfF O = O (10)
Will man o,y unmittelbar als Funktion des Schlankheitsgrades \ = T dar-

stellen, so hat man
6% krit A2 (1—0,234 m’) — Gourit [N20F + 712E (1 + m’)] - n2Eor =0 (11)

Die Losung dieser quadratischen Gleichung stofit gelegentlich auf Schwierig-
keiten; man erhilt o,y in der Form einer Differenz und wenn die beiden
Zahlen anniihernd gleich gro3 werden, muff man die Genauigkeit der Rechnung
aufSerordentlich steigern und die Beniitzung des Rechenschiebers ist nicht mehr

26 J. Fritsche: Niherungsverfahren zur Berechnung der Tragfihigkeit auflermiltig gedriickter
Stibe aus Baustahl. Stahlbau 1935, Heft 18, S. 137.
27 Timoshenko: Strength of Materials, Band II, 1931.
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moglich. In solchen Fillen lafit sich der Ausdruck mit der Quadratwurzel in

der Form V1 — x darstellen, worin x eine sehr kleine Grof3e ist; entwickelt man
die Quadratwurzel nach der binomischen Reihe, und bricht mit dem zweiten
Gliede ab, so erhilt man eine oft schon geniigend genaue Niherungslésung mit

- Of O
wihrend man einen verbesserten Wert mit Beriicksichtigung des dritten Gliedes
der Reihe in der Form

= _ _ 1— 0,234 m’
Go krit = Oo krit [1 + Oo krit GF + GE (1 + m:) (13)
bekommt.
46,-
A o
0
Kuntze
~—~—- Prager P
0,73
o1 ] 1Ym
054
05
0,41 ~
p
0 P
Fig. 14. Fig. 15.

6. Nachpriifung von Versuchen.

Die gewonnenen Beziehungen sollen nun mit den in reichhaltiger Menge vor-
liegenden Versuchsergebnissen verglichen werden, um so die Richtigkeit und die
Brauchbarkeit der auf der neuen FlieSbedingung aufgebauten Rechnung zu
beweisen. In erster Linie sind die in dieser Hinsicht grundlegenden Versuche
von Ro§?28 mit X-Stihlen 22 und 32 zu nennen; ihre Nachpriifung, die ich
bereits frither mitgeteilt habe 21, liefert eine aufSerordentlich befriedigende Uher-
einstimmung zwischen Rechnung und Versuch. Die Fig. 16, die meiner Ver-
offentlichung im Stahlbau entnommen ist, zeigt deutlich, wie die gerechneten
Linien 6,4 (A) die Versuche mitteln. Man erkennt daraus weiter, dafl Schlank-
heitsverhiltnisse X < 25 aus dieser Darstellung ausgeschaltet werden miissen, da
in solchen Fillen bereits die Verfestigung eine Rolle spielen und die eigentlichen
FlieSvorginge tberdecken kann. Die Versuche von Ro§ begriinden die unter 3

28 M. Ros: Die Bemessung zentrisch und exzentrisch gedriickler Stibe auf Knickung. Bericht
der II. intern. Tagung f. Briickenbau und Hochbau. Wien 1928, S. 282.

o
o
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erwihnte Abinderung der Kunt-eschen Pliefbedingung; wenn man nicht die
Méglichkeit in die Rechnung einfiihrt, dafs der unterbeanspruchte Steg wenig-
stens teilweise das FliefSen in den Randfasern hemmen kann, gelingt es nicht,
sie zahlenmiflig wiederzugeben.

Die Versuche des ,,Deutschen Stahlbauverbandes‘, soweit ich dariiber durch
cine Veréffentlichung von G. Griining?® unterrichtet bin, liefern, wie ich eben-
falls bereits zeigen konnte 21, eine ausgezeichnete Bestitigung dieses Berechnungs-
verfahrens, wenn es auch als sehr erwiinscht bezeichnet werden mufd, weitere
derartige Versuche mit verwickelten Querschnittsformen zu machen, um die
Theoric in allen ihren Folgerungen priifen zu konnen.

30 I 1
3| |ee2s7tfen” -
& 25
+-22
B ] me
20 9 .
° |, FamiN
15 — =<
Nw: — J—
© ~
10 = 1 5 \\.\“ >\
1o 22- [0 \:\'\\
o ~..
as L2 =
' T 1 ()
0O 20 40 60 80 100 20 740 160 180 200
Nach der Fliessbedingung von Kuntze
——{D'aprés la condition d’écoulement de Kuntze
Yiélding condition accord. to Kuntze
Nach der Fliessbedingung von Prager
-—-—-\D’aprés /a condition d'écoulement de Prager | o
Yielding condition accord. }o Prager L i RN
Versuchsuchswerte vonkos = FT-————  dutaga f- e
ooo o{ﬁesu/fafs d'essais de Ros | N !
Fig. 16. Test results of Ros J ;
. N \

AusJ. Fritsche,, Der Einfluf3 der Querschnittsform auf die Trag-
fihigkeit auflermittig gedriickter Stahlstiitzen“, Stahlbau 1936. Fig. 17.

Von grofiem Interesse sind die Versuche, die A. Ostenfeld3® im Laboratorium
fir Baustatik an der Technischen Hochschule in Kopenhagen in den Jahren
1928/29 ausgefiihrt hat und auf die ich freundlicherweise durch Herrn Dr. Céiek,
Prag, aufmerksam gemacht worden bin. Ostenfeld hat sich ebenso wie J. Melan.
Prag, sehr friih, bevor die Plastizititstheorie derartige Betrachtungen verstindlich
gemacht hatte, auf den Standpunkt gestellt, daf3 man die wirkliche Sicherheit mit
dem Spannungsmalfistabe nicht erfassen konne und dafy es notwendig ist, sich auf
den Bruchzustand oder auf den Zustand der Instabilitit des Gleichgewichtes zu
beziehen, wie er durch das Fliefien erzeugt wird. Er gelangte zu der Erkenntnis,
dafl man die richtige Sicherheit aullermittig gedriickter Stahlstiitzen dann
gewidhrleisten konne, wenn man die zulissige Spannung mit ciner an der un-
giinstigsten Stelle auftretenden Randspannung von der Grof3e

29 G. Grining: Knickversuche mit aufiermitlig gedriickten Stahlstiitzen. Mitteilungen aus

dem staallichen Materialpriifungsamte in Berlin-Dahlem. Stahlbau 1936, Heft 3, S. 17. .
30 A. Ostenfeld: Exzentrisch beanspruchte Siulen, Versuche mit Stahlsiulen, Querschnitls-
bemessung. Ingeniorvidenskabelige Skrifter A No. 21. Kopenhagen 1930.
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Ogres = O, (1 + 3 m sec x‘?l) (14)
vergleicht. Die Zahl B ist vom elastizititstheoretisch begriindeten Spannungs-
malistabe aus nicht verstindlich; sie war in der Hauptsache ein Erfahrungswert,
der vom Querschnitt und vom Schlankheitsverhiltnis abhéngig war und der es
ermdglichte, die grofite Randspannung mit der Tragfihigkeit zu verkniipfen.
Ostenfeld gibt auch bereits eine allerdings heute wenig befriedigende, theoretische
Herleitung der Zahl 3 an, wobei er Vorstellungen beniitzt, die der &lteren Flief3-
bedingung mit ihrem plastischen Abbau der Spannungsspitzen entsprechen. Um
sich an die Versuchsergebnisse befriedigend anpassen zu koénnen, muf3te er aller-
dings auch eine fallweise Verminderung der Elastizititsziffer E um 10—20 )
vornehmen, die so bestimmt wurde, dafs im Zustande der erreichten Tragfihig-
keit die sogenannte Sekanntenformel

Yo =psec’y (15)

2

erfilllt war. Aus diesem Grunde lassen seine Zahlen 3 keinen unmittelbaren Ver-
gleich mit den hier eingefiihrten Zahlen v zu; ihr Sinn ist aber derselbe, da sie
genau so wie diese das gegebene Auflermittigkeitsmaf m ,berichtigen”.

Fir den Rechteckquerschnitt fand Ostenfeld 3 = 0,69, wihrend sich theo-
retisch dafiir der Wert v = 0,71 ergibt. Die Ubereinstimmung ist unerwartet
gut. In der folgenden Tabelle 3 sind seinen Messungen an Stahlstiitzen mit Recht-
eckquerschnitt die berechneten Werte 6, 1.i: gegeniibergestellt. Die Abweichungen
sind gering; daf3 sich die theoretischen Werte etwas grofier ergeben als die
gemessenen, kommt jedenfalls von den Streuungen der Flieigrenze op. Der
Wert des Momentes der dufleren Krifte ist in einem lingeren Gebiete nahezu
unverdnderlich und es ist einleuchtend, dafl jene Stelle flieBen wird, die einen
Unterwert der Fliefigrenze aufweist. Das stimmt mit der Erfahrung iiberein,
daf3 dic ersten Fliefilinien nicht immer gerade in der Sidulenmitte beobachtet
werden.

Tabelle 8. Versuche von Ostenfeld mit Stiitzen quadr. Querschnittes.
v=0,707, E = 2100 t/cm?

- Go krit Abweichung
Nr. des ~ gEm Y m in %o des
Versuches| in t/cm? berechnet gemessen gem. Wertes
1 2,44 49,2 2,15 892 912 + 2,4
2 2,37 49,1 5,80 441 465 + 5.1
3 2,12 72,6 2.09 732 727 — 07
4 2,13 72,6 5,98 370 353 — 48
b 2.37 99,6 2,26 672 627 — 1,2
6 2,44 98,0 6,30 370 341 — 85
7 2,64 123,3 2,62 H81 519 — 11,9
8 2,69 123,6 6,63 349 338 - 3,3

@
*
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Die zweite Versuchsgruppe ist mit ibers Eck gestellten Quadrateisen aus-
gefiihrt worden. Dafiir liefert die Hypothese von der Gleichheit des iiberlasteten

(o] .
und des unterbelasteten Spannungskorpers zur Berechnung von v = EF— die

folgende Beziehung (Fig. 17) F
v —15v2+ 03124 —0 (16)

die man am zweckmifligsten durch Probieren auflést. Man erhilt daraus
v = 0,568, wihrend Ostenfeld mit § = 0,53 rechnet; ein unmittelbarer Vergleich
der beiden Ziffern ist wieder mit Riicksicht auf die Korrektur von E nicht
moglich. In der Tabelle 4 sind daher die gemessenen Werte 6,1 den gerech-
neten gegeniibergestellt worden. Auch hier ist die Ubereinstimmung befriedigend,
denn Abweichungen von + 13,8 bzw. — 12,6 0o miissen als mit der {iberhaupt
erreichbaren Genauigkeit vertriaglich bezeichnet werden. Mit Ricksicht auf die
breiten, unterbeanspruchten Querschnittsteile ergibt sich die theoretisch geforderte
obere Flief3grenze in den elastischen Spannungsspitzen bei 6, = 0 mit o'y ==
1,73 oy, die durch diese Versuche als moglich bezeichnet werden muf3. Allerdings
liefert in diesem Falle auch die &ltere Fliefbedingung mit Riicksicht auf die
groflen Widerstinde der sich in die Tiefe verbreiternden Fasern gegen die fort-
schreitende Plastizierung ein mit steigernder Belastung immer langsamer an-
wachsendes Flie3gebiet; es wiirde sich ebenfalls eine sehr grofle Tragfihigkeit
ergeben, da das Verhiltnis ‘:]I‘V sehr grof3 ist und man sieht, dafy sich die iltere
und neuere FlieBbedingung auf die Tragfihigkeit in dhnlicher Weise auswirken
und daf sie sich in der Hauptsache nur durch die Zwischenvorginge, die zum
anndhernd gleichen Endergebnis fiihren, unterscheiden. :

Tabelle 4. Versuche von Ostenfeld mit Stittzen quadr. Querschnittes
(Quadrat iibers Eck gestellt).
v=10,580, E =2100 t/cm?*

G krit Abweichun
Nr. des ory \ m in %o desg
Versuches| in t/cm® berechnet gemessen | gem. Wertes
1 2,63 48,3 2,44 1000 1160 -+ 13,8
2 2,68 48,5 6,21 H47 579 + 5,5
3 2,15 73,8 251 743 713 — 42
4 2,20 73,9 6,11 : 431 456 + 55
5} 2,63 98,0 3,09 688 672 + 24
6 2,68 98,2 7,10 421 408 — 32
7 2,74 122,8 2,25 694 616 — 12,6
8 2,12 1242 6,65 330 325 — 15

Die dritte Versuchsgruppe beinhaltet Druckstibe mit Kreisquerschnitt (Fig. 18).
Es ist die Faserbreite b, = 2V'x(d—x) und die Flief3bedingung lautet:

1 D
’li—ﬁ'ngff‘d“xvx(d_x) dx

o
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daraus bekommt man nach Auswerten des bestimmten Integrales als Gleichung.
fir v: 3n=%arc sin (2v — 1) 4+ (8+v2—2v —3) Vv (1 —w).

Setzt man, was man bei den hier vorkommenden Gréfien von v stets tun kann,
arcsin (2v—1) = (2v—1) 4 2n, dann erhilt man

i;(Qv—1)+(8v2—‘2v—3)l/\’(1—"):0' (17)

Als Wurzel dieser Gleichung ergibt sich v = 0,65, wihrend Ostenfeld mit

= 0,568 gerechnet hat. In der Tabelle 5 sind wieder die gerechneten und die
gemessenen Werte fiir o, irit einander gegeniibergestellt worden. Zum zweitenmale
ergibt sich bei kleinerem Schlankheitsverhiltnis ein um mehr als 100/ zu kleiner
Wert und es ist nicht ausgeschlossen, daf3 diese grofieren Fehler ihre Erklirung
darin finden, daf3 es nicht vollig gelungen ist, die Einspannung der Stabenden
in die Tischplatten der Schneidenlager messungstechnisch vollig zu beseitigen.
Die dadurch bedingte Stabversteifung in den Enden wird sich natiirlich beson-
ders bei kiirzeren Stiben bemerkbar machen.

Tabelle 5. Versuche von Ostenfeld mit Stiitzen kreisférmigen Querschnittes.

v = 0,650, E = 2100 t/cm?*

Ne. des o Go krit A.bweichung
) Y m in %o des

Versuches| in t/cm® berechnet gemessen | gem. Wertes-
1 3,25 44,2 2,70 1082 1260 + 14,1
2 3,25 44,4 6,20 608 668 + 90
3 8,25 95,3 2,97 775 763 — 16
4 2,86 95,3 - 6,20 455 447 -+ 1,8

Eine weitere Versuchsgruppe betrifft T-Stihle bei einer Ausbiegung senkrecht
zur Stegebene; in diesem Falle nimmt Ostenfeld den Wert 3 = 0,58 an, wihrend
dic Rechnung dafiir nach Gl. (5) v = 0,61 lLiefert.

Von grofiem Interesse sind die Versuche mit [ -Stihlen, fiir die ich die Biege-
flieBgrenze, bzw. die Zahl v bereits frither abgeleitet habe2l. Solche unsym-
metrische Querschnittsformen ergeben eine ganz verschiedene Tragfihigkeit, je
nachdem auf welcher Seite des Schwerpunktes die Last angreift. Erhalten die
abstehenden Flanschen den grofiten Druck und erfolgt daher die Ausbiegung
nach der geschlossenen Seite des Querschnittes, so war

2
v = 0,707 ‘/1 — B (18)

— a

h d
wobei o = Hl und 3 = N bedeutet (Fig. 19). Fiir den untersuchten Stahl C 10

ist « = 0,83, $ =0,12 und damit v, = 0,682, wihrend Ostenfeld in diesem
Falle mit 8 = 0,69 rechnet. Einen Vergleich der gerechneten und der gemessenen
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Werte ermoglicht wieder die Tabelle 6, die auch die Abweichungen in 0o des
gemessenen Wertes enthiilt.

Tabelle 6. Versuche von Ostenfeld mit Stiitzen aus einem Stahl [ 10.
a) Die Flanschen sind gedruckt.

v = 0,682, E = 2100 t/cm®*

‘ Go kris Abweichung
Nr. des oru \ b in % des
" : " J m — /o
\OI'“"CIWW in t/em? ‘1 r berechnet gemessen | gem. Werltes
1 3,04 31,9 1,95 1250 1200 — 472
2 | 304 31,9 5.85 592 551 — 74
3 2,95 56,8 1,86 1132 1070 — 58
4 | 3,23 57,4 6,06 572 510 — 121
) 2,95 82,0 2,01 939 875 — 13
6 2,95 82,0 5,76 502 47¢ — 4B
T 2% 106,0 2,12 774 707 — 95
8 | o204 106,0 6,00 440 406 = B
9 \ 3,04 184,0 2,35 616 567 — 8
10 3,17 134,0 6,32 394 360 — 95

Falls der Angriffspunkt der Last auf der Seite des Schwerpunktes liegt, auf
der sich der Steg befindet, bekommt der Steg den Druck und die Ausbiegung
erfolgt nach der offenen Seite des Querschnittes. Was die Tragfihigkeit an-
betrifft, sind hier zwei ganz verschiedene Mdoglichkeiten zu unterscheiden: sie
kann durch das Fliefsen im Druckteil oder auch durch Flief3erscheinungen in
cinem etwaigen Zugteile des Querschnittes erreicht werden. Die grofite Druck-
spannung 1st

|
=10 (1 -+ m sec };)



Grundlagen der Plastizititstheorie 39

und die grofite Zugspannung O, = G, ( —14m l]z—gsec )571), wobei m = E_ das
1 2

verschrinkt gemessene Auflermittigkeitsmafy bedeutet. Die FlieBbedingung im
ersten Falle lautet

|
G'F.——GozﬁomseC%:%—(cF—'GO) (19)
2

wihrend sie sich im Falle 2 in der Form

k, 1
O+ 0, =0,m ¥ sec % - (cF +6,) (20)
1

anschreiben lafit. v, wurde bereits friither mitv,=0,707 4 (1+a)—aB (2—B)
berechnet; v, muf3 natiirlich mit Riicksicht auf das reduzierte Spannungsfeld
der gleiche Wert sein, der sich bei der Ausbiegung nach der geschlossenen Seite
ergeben hat. Fall 1 wird bei groflen Werten von o, und kleinen Exzentrizititen p
auftreten, beim Falle 2 ist es gerade umgekehrt. Die Grenzspannung o,¢, bei der
an beiden Réndern gleichzeitig FlieBerscheinungen auftreten, erhilt man aus dem
gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen (19) und (20) mit

— v, . k, .

:ﬁﬁ wobei $= k—’: ist. (21)

Fiir den untersuchten Stahl L10 ist k;, = 0,629, k, = 1,400 cm, v, = 0,682
und damit erhilt man o, = 0,253 or. Bei den Versuchen von Ostenfeld ist
im Falle, daf3 die Last auf der Stegseite angriff, entsprechend den oben ermit-
telten Beziehungen das Flieflen z.T. im Steg, zum Teil in den gezogenen
Flanschen aufgetreten. Bei den meisten Versuchen waren jedoch die Grofien m
so grof3, daf3 der zweite Fall vorlag. Dafiir berechnet sich aus (20) die kritische
Spannung mit

62 krie (140,234 m’'9) -+ 603 [or — op (1—m’'9)] — opop = 0.  (22)

OG:

Fiir den Stahl L 10 war v, = 0,68, wihrend Ostenfeld B = 0,63 annimmt.
Die Versuche sind sehr zahlreich und es geniigt, diejenigen mit kleineren
Werten von 9 m nachzurechnen, da diese das Hauptinteresse beanspruchen. Die
Rechenergebnisse sind in der Tabelle 7 angefiihrt. Betrachtet man die theo-
retische Bedingung, dafy Flief3en im abstehenden Flansche nur dann eintreten
kann, wenn 6,k << 6,6, so widersprechen derselben zwei der angefiihrten Ver-
suche. Das kann natiirlich nicht tiberraschen; der Wert o,¢ kann niemals den
Sinn einer genauen Abgrenzung zweier verschiedener Erscheinungen gegen-
einander, sondern nur ungefihre Giiltigkeit haben. Vor allem werden die Flicf3-
grenzenschwankungen eine grofle Rolle spielen, besonders im Hinblick darauf,
dafy einmal die Flieigrenze im Steg, das anderemal die im Flansch in Frage
kommt, die erfahrungsgemifl niemals gleich sind. Es wire mdéglich, diese ver-
schiedenen Fliefigrenzen bei der Berechnung von 6,¢ zu beriicksichtigen. Flief-
erscheinungen 1m Steg zeigten nur zwei Parallelversuche. Die Versuchsdaten sind
der Tabelle 7 unter Nr.1 zu entnehmen; auch hier ergibt sich befriedigende
Ubereinstimmung.
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Tabelle 7. Versuche von Ostenfeld mit Stiitzen aus einem Stahl [ 10.
b) Der Steg ist gedriickt.
ve = 0,903, v, = 0,682, 9 =2,23, E = 2100 t/cm?

Nr. des . " Go krit A.b\\;eichung

Versuches| in t/cm? A =g in %o des Go o
2 berechnet | gemessen gem. Wertes

1 2,59 50,7 1,76 1000 1140 —+ 12,1 655

2 2,57 82,2 1,95 800 176 — 31 650

3 2,82 108,0 1,84 698 625 — 11,7 712

4 2,71 132,4 2,03 52T 498 — 5,8 685

5 2,78 82,56 1,96 830 828 — 03 703

6 2,97 574 5,79 351 382 4+ 8,1 750

7 2,57 82,2 5,73 291 305 4+ 4,6 650

Anmerkung: Beim Versuch 1 erfolgte das FlieBen im gedruckten Stege, bei den iibrigen
im gezogenen Flansche.

Abschliefiend kann iiber die umfangreichen Versuche von Ostenfeld gesagt
werden, daf} sie als eine gute Bestitigung dafiir angesehen werden kénnen, daf3
die der neueren Flieflbedingung zugrunde liegenden Vorstellungen tatsdchlich
ermoglichen, die Tragfahigkeit von Stahlstiitzen mit einem sehr geringen Rechen-
aufwande zutreffend zu beschreiben; wenn sie auch nicht unmittelbar fiir ihre
physikalische Richtigkeit sprechen konnen, so sprechen sie doch fiir ihre Brauch-
barkeit in der praktischen Festigkeitslehre. Eine weitere Priifung des hier ent-
wickelten Berechnungsverfahrens gestatten die umfangreichen Versuche der
American Society of Civil Engineers, die eine eigene Sonderkommission zur
. Erforschung der Tragfahigkeit von Stahlsiulen eingesetzt hat. Die Versuchs-
ergebnisse, die sich auf die verschiedensten Querschnitte beziehen, sind in den
Proceedings of the American Society of Civil Engineers vom Februar 1929
mitgeteilt; leider gestattet es der hier zur Verfiigung stehende Raum nicht, auf
diese Versuche einzugehen.
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Zusammenfassung.

Wihrend die édltere FlieBbedingung unmittelbar die Festigkeitsziffer des
tiiblichen Zugversuches zur Beurteilung der 6rtlichen Fliegefahr beniitzen kann,
da sic nur den ortlichen Spannungszustand als maf3gebend dafiir ansieht, gelangt
die neuere FlieBbedingung zu Festigkeitsziffern, die von der Art des Spannungs-
feldes abhingig sind. Wenn man die Erhéhung der oberen Flief3grenze in den
Spannungsspitzen des elastischen Feldes als nicht erwiesen ansieht und un-
beschrinkt auf dem Boden der ilteren Fliefibedingung steht, braucht die neuere
in ihren Folgerungen trotzdem nicht durchaus abgelehnt zu werden; sie kann
dann noch immer als gut brauchbare und zutreffende Ergebnisse liefernde:
Niéherung der dlteren FlieBbedingung aufgefaf3t werden. Die vorliegende Arbeit
beschiftigt sich auch mit der Berechnung des auflermittig gedriickten Stabes
auf Grund der neueren Plastizititstheorie. Die neuere Flielbedingung hat den
Vorzug einfache und durchsichtige Berechnungsmethoden zu geben, deren
Ergebnisse in Einklang mit den Versuchen stehen. Es ist erwiinscht, daf} die
Frage der FlieBbedingung noch weiter abgeklirt wird.
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Uber Flieflgrenzen und Biegekennlinien.

Sur les limites d’écoulement et les diagrammes de flexion.

Yield Limits and Characteristic Deflection Lines.

Dr.Ing. F. Rinagl,

Professor an der Technischen Hochschule, Wien.

Aus redaktionellen Griinden erscheint das Referat im Anhang.
Pour cause rédactionelle ce rapport est publié en annexe.

For editorial reasons this report appears in the appendix.
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Theorie statisch unbestimmter Systeme.
Théorie des systéemes hyperstatiques.

Theorie of Statically Indeterminate Systems.

Dr. Ing. E. Melan,

Professor an der Technischen Hochschule, Wien.

A) Idealplastischer Baustoff.
A) Matériau idéalement plastique.
A) IdealsPlastic Material.

I

Die Baustatik befaf3t sich mit der Aufgabe, die inneren Krifte und die
Forminderungen von Systemen zu bestimmen, welche aus diinnen Stiben be-
stehen. Zur Losung dieser Aufgabe stehen drei Gruppen von Gleichungen
zur Verfiigung, von denen die erste das Gleichgewicht beschreibt, wihrend
die zweite die Bedingungen fiir den geometrischen Zusammenhang und die
dritte Gruppe die Beziehung zwischen inneren Kriften und Forminderungen
ausdriickt. Dabei geniligt bekanntlich bei statisch bestimmten Systemen die
erste Gruppe allein fiir die Bestimmung der inneren Krifte; die beiden
anderen Gruppen sind hier nur fir die Ermittlung der Forminderungen not-
wendig. Hingegen ist es bei statisch unbestimmten Tragwerken nicht moglich,
aus der ersten Gleichungsgruppe allein schon die inneren Krifte zu bestimmen.
Fs ist vielmehr notwendig, die beiden anderen Gleichungsgruppen mit heran-
zuziehen und es muf} insbesondere der Zusammenhang zwischen Forminderung
und Spannung bekannt sein. Die iibliche Theorie setzt hiebei die unbegrenzte
Gultigkeit des Hooke’schen Gesetzes voraus und nimmt also an, dafy die Lingen-
inderungen eines Stabes proportional der Achsialkraft, die Kriimmungsinderung
oder der Kontingenzwinkel eines gebogenen Stabes proportional dem Biegungs-
moment an der betreffenden Stelle ist. '

Es ist an anderer Stelle! erwihnt worden, daf} die Giiltigkeit des Hooke’schen
Gesetzes, wie die Erfahrung lehrt, begrenzt ist, die lineare Zuordnung zwischen
Kraft und Forménderung demnach nur innerhalb gewisser Grenzen gilt. Dabei
sind diese Grenzwerte aber nicht etwa unverinderlich; sie héngen vielmehr nicht
nur von den in dem betreffenden Augenblick bereits vorhandenen Lingeninde-
rungen ab, sondern sind auch eine Funktion der Geschwindigkeit, mit welcher

1 Siehe das Referat I 1.
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sich die Belastung é&ndert. Uberdies ist es ganz wesentlich, ob auflerhalb des
Hooke’schen Bereiches eine Zunahme oder Abnahme der Spannung vorliegt,
so dall also die analytische Erfassung der tatsichlichen Verhéltnisse nicht
ganz einfach ist.

Will man demnach mit den tatsichlichen Verhiltnissen iibereinstimmende
Ergcbnisse erhalten, so mu3 man das Hooke’sche Gesetz auflerhalb seines Gel-
tungsbereiches durch eine andere, den Versuchsergebnissen besser entsprechende
Annahme ersetzen. Bei statisch bestimmten Systemen wird sich dies nach den
eingangs gemachten Bemerkungen nur auf die Berechnung der Forminderungen
des Systemes auswirken; bei statisch unbestimmten Systemen fiithrt der Ersatz
des Hooke’schen Gesetzes durch eine andere Beziehung auch zu anderen inneren
Kriften. Um hiebei aber zu praktisch verwertbaren Ergebnissen zu kommen,
ist cs notwendig diesen Zusammenhang gegeniiber den wirklichen Verhéltnissen
mehr oder minder zu idealisieren. Vor allem pflegt man stets anzunehmen, daf3
die Geschwindigkeit, mit der sich die Belastung dndert, ohne Einfluf3 ist oder
mit anderen Worten, daf3 sich die inneren Krifte hinreichend langsam #ndern,
wie dies ja in der Statik iiberhaupt, wenn clasto-kinetische Uberlegungen aus-
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geschaltet werden sollen, erforderlich ist. Man kann dann etwa das in Abb. la
dargestellte Schaubild der Theorie zu Grunde legen; begniigt man sich mit
einer minder genauen Wiedergabe, so konnte der in Abb. 1b verzeichnete Ver-
lauf des Spannungsdehnungsdiagrammes eingefithrt werden. Dariiber hinaus
pflegt man aber in der technischen Theorie eine noch weiter gehende Ideali-
sicrung vorzunehmen, wie dies an Abb. 1c fiir den ,ideal-plastischen” Baustoff
dargestellt ist. Diese letztere Annahme ist den meisten im Folgenden erwihnten
Untersuchungen zu Grunde gelegt und wird in dem zweiten Teil des vorliegenden
Referates entsprechend formuliert werden. Es moge darauf hingewiesen werden,
dafy sie sich mit der von Haar-Karman, v. Mises und Hencky? fiir den drei-
dimensionalen Spannungszustand gemachten Annahme deckt, wenn die ent-
sprechenden Spezialisierungen in diesen Untersuchungen fiir den einachsigen
Spannungszustand gemacht werden.

2 A. Haar und Th. v. Karman, ,,Zur Theorie der Spannungszustinde in plastischen und
sandartigen Medien'’. Nachr. der kgl. Ges. der Wiss., Gottingen 1909.

v. Mises, ,,Mechanik der festen Koérper im plastisch-deformablen Zustand™, ebenda 1913.

H. Hencky, ,,Zur Theorie plastischer Deformationen und der hiedurch im Material hervor-
gerufenen Nachspannungen'’. Zeitschr. fir angew. Math. und Mech. 1924.
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Die Ergebnisse des einachsigen Spannungsdehnung-Versuches konnen zunichst
ohne weiteres auf Zugstibe eines Fachwerkes tibertragen werden. Bei Druck-
stiben wird die Grenzlast in der Regel durch die Knicklast gegeben sein. Will
man daher den in Abb. 1c¢ dargestellten Verlauf auch fiir negative Spannungen
gelten lassen, so mufl man annehmen, daf3 unter der Knicklast beliebige Ver-
kiirzungen der Stabachse (etwa durch die auftretende Kriimmung der Stab-
achse) méglich sind; hiebei behilt natiirlich die Knicklast ihren kritischen Wert,
den sie niemals iibersteigen kann. Bei Entlastung tritt wieder eine lineare Zu-
ordnung zwischen Stabkraft und Lingeninderung ein.

Im iibrigen erscheint die hier angedeutete Theorie des ideal-plastischen Fach-
werkes von geringerer Bedeutung wie fiir Systeme mit biegungssteifen Stiben.
Denn wie schon die allgemeinen Untersuchungen zeigen, besitzen Systeme aus
cinem ideal-plastischen Baustoff die bemerkenswerte Eigenschaft, daf3 Spannungs-
spitzen, die bei vollkommen elastischem Material auftreten wiirden, bei plastischem
Material auf Kosten von Spannungserhéhungen an minder beanspruchten Stellen
nach Moglichkeit abgebaut werden. Es heifst dies mit anderen Worten, daf}
unbedingt Materialreserven vorhanden sein miissen, die aber bei einem richtig
dimensionierten Fachwerk natiirlich in viel geringerem Ausmafle vorhanden sind
wie bel einem iiber mehrere Offuungen mit gleichem Querschnitt durchlaufenden
Triger. Wenn trotzdem gerade die grundlegenden Untersuchungen an Fach-
werken vorgenommen werden, so hat dies seine Ursache vor allem darin, daf3
hier die analytische Untersuchung im Gegensatz zu Systemen mit biegungssteifen
Stiben auf Gleichungen mit einer endlichen Anzahl von Verinderlichen fiihrt
und demnach die Verhiltnisse wenigstens fiir den mathematisch weniger ge-
schulten Leser wesentlich iibersichtlicher sind, eine Verallgemeinerung auf unend-
lich viele Verdnderliche aber grundsitzich moglich ist und so die am Fachwerk
gewonnenen Ergebnisse auch auf das System mit biegungssteifen Stiben tiber-
tragen werden konnen.

Fir die Untersuchung von Systemen mit biegungssteifen Stiben aus einem
ideal-plastischen Material pflegt man im Allgemeinen mit hinreichender Ge-
nauigkeit dieselbe Zuordnung zwischen Moment und Kriimmungsinderung oder
Kontingenzwinkel anzunehmen wie dies in Abb. 1c¢ fir Spannung und Lingen-
dnderung dargestellt ist. Allerdings stehen diese beiden Annahmen nicht ganz
miteinander im Einklang. Hiertiber, sowie iiber andere damit im Zusammenhang
stehende Fragen gibt eine lesenswerte Abhandlung von Eisenmann im Stahlbau
1933 Aufschluff. An dieser Stelle sei auch weiters auf eine Abhandlung von
W. Prager im Bauingenieur 1933 (,,Uber das Verhalten statisch unbestimmter
Konstruktionen aus Stahl nach Uberschreitung der Elastizitatsgrenze™) erwihnt,
in der allerdings nur an einem bestimmten Beispiel gezeigt wird, dafd in statisch
unbestimmten Systemen die Verschiebungen weit mehr als wie die Momente
durch die Annahme eines speziellen Elastizititsgesetzes beeinflufit werden und
die vereinfachende, vorerwihnte Annahme fiir den Zusammenhang zwischen
innerem Moment und Krimmungsinderung als unbedenklich erachtet wird.

Im {brigen moége noch auf zwei wichtige Tatsachen hingewiesen werden,
welche als Folge des Ersatzes des Hooke'schen Gesetzes durch eine nichtlineare
Zuordnung gerade in manchen fiir den Ingenieur bestimmten Abhandlungen
nicht geniigend betont sind. Zunichst geht die Giultigkeit des Superpositions-
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gesetzes zufolge der Nichtlinearitit der Gleichungen verloren oder genauer, sie
bleiht nur fiir die inneren Krifte statisch bestimmter Systeme bestehen. Mit
Ausnahme dieses Falles ist es daher unmdéglich, EinfluBlinien zu verzeichnen.
Weiters ist es unmoglich, den Spannungszustand in einem unbestimmten
System anzugeben, wenn nicht die vorhergegangenen Belastungen oder die
,,Vorgeschichte” bekannt ist. Gerade diesem letzteren Punkte ist auch in allen
Fallen, wo nur von einmaliger Belastung die Rede ist — wie etwa die Arbeiten
von J. Fritsche, Schaim, Kazinczy, Girkmann® —, welche spezielle Tragwerke
aus ideal-plastischem Materiale behandeln — Beachtung zu schenken. Es ist bei
diesen Untersuchungen zumeist stillschweigend vorausgesetzt, daf3 alle duf3eren
Krifte verhiltnisgleich von Null bis zu ihrem Endwert ansteigen. Das Gleiche
gilt fiir Untersuchungen, die sich mit wiederholten Belastungen beschiftigen;
hier ist vorausgesetzt, daf3 die Belastung in gleicher Weise zwischen zwei Grenz-
werten schwankt. An dieser Stelle wire in erster Linie die grundlegende Ab-
handlung von M. Griining ,Die Tragfahigkeit statisch unbestimmter Trag-
werke aus Stahl mit beliebig haufig wiederholter Belastung™ Berlin 1926 zu
nennen, als deren wichtigstes Ergebnis die Erkenntnis zu werten ist, daf3 bei hin-
reichend oftmaligem Pendeln der Lasten zwischen bestimmten Werten das System
schliefSlich nur mehr begrenzte Forminderungen, erfihrt. Dabei setzen die Unter-
suchungen Griinings den minder spezialisierten Fall gemif3 Abb. 1a voraus.
Diesen allgemein gehaltenen Untersuchungen ist eine spezielle Arbeit von
J. Fritsche iiber den Durchlauftriger bei wiederholter Belastung (Bauingenieur
1932) an die Seite zu stellen, die ideal-plastisches Material annimmt.

Eine Erweiterung der Ergebnisse von Griining, allerdings ebenfalls fiir ideal-
plastisches Material, verdanken wir H. Bleich (vergl. Bauingenieur 1932). In
dieser Abhandlung wird gezeigt, daf3 es sich auch bei beliebig verinderlicher
Belastung, also nicht bloflem Pendeln der &ufleren Krifte zwischen bestimmten
Grenzwerten, unter gewissen Bedingungen stets durch eine entsprechende Be-
messung erreichen lifit, dafl das System schlieBlich wie ein solches aus voll-
kommen elastischem Material arbeitet, wenn nur hinreichend oftmalige Be-
lastungsinderungen vor sich gegangen sind. Dieser Satz, mit dem sich der zweite
Teil des vorliegenden Referates eingehender befaf3t, bildet die Grundlage der
Bemessung solcher statisch unbestimmter Systeme aus einem ideal-plastischen
Baustoff; das auf ihm aufgebaute Verfahren, fiir das sich der Name Traglast-
verfahren eingebiirgert hat, wird in dem Referate von F. Bleich noch niher
erliutert werden, wenn sich der Leser nicht an anderer Stelle, z. B. in F. Bleich’s
,,Stahlhochbauten Berlin 1932 iiber dasselbe orientieren will.

Die vorstehende Ubersicht tiber die wichtigsten Arbeiten, welche die Theorie

8 J. Fritsche, ,,Die Tragfihigkeit von Balken aus Stahl mit Beriicksichtigung des plastischen
Verformungsvermégens'‘. Bautechnik 1930.

G. H. Schaim, ,,Der Durchlauftriger unter Beriicksichtigung der Plastizitit”. Stahlbau 1930.

G. v. Kazinczy, ,Statisch unbestimmte Tragwerke unter Beriicksichtigung der Plastizitit,
Stahlbau 1931, sowie ,Bemessung unvollkommen eingespannter Stahl-I-Deckentriger unter
Beriicksichtigung der plastischen Forminderungen®. Intern. Vereinigung fiir Briickenbau und
Hochbau, Abhandlungen Bd. 2, 1933/34.

K. Girkmann, ,Bemessung von Rahmentragwerken unter Zugrundelegung eines ideal--
plastischen Stahles'’. Sitzungsber. der Akademie der Wiss.,, Wien 1931, und ,,Uber die Aus-
wirkung der Selbsthilfe des Baustahles in rahmenartigen Stabwerken®, Stahlbau 1932.
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statisch unbestimmter Systeme betreffen und die keinen Anspruch auf Voll-
stindigkeit erheben .will, ist noch durch die Erwihnung zweier Arbeiten zu
erginzen, die sich mit der Theorie dieser Systeme von einem allgemeineren
Standpunkt befassen; es ist dies eine Abhandlung von J. Fritsche in der Zeit-
schrift fiir angewandte Mathematik und Physik 1931 und eine Arbeit von Hohen-
emser im Ingenieurarchiv 1931, die beide von Betrachtungen tiber die potentielle
Energie solcher Systeme ausgehen. Im Gegensatz hiezu verwenden die folgenden
Untersuchungen des Referenten, die in der Hauptsache einen allgemeinen Beweis
des Satzes von H. Bleich zum Ziele haben, die eingangs erwihnten Gleich-
gewichtsbedingungen in Verbindung mit dem dem ideal-plastischen Baustoff ent-
sprechenden Elastizititsgesetz. Es moge schon an dieser Stelle vorweggenommen
werden, daff die unter Umstinden auftretende Unbestimmtheit der Lingen-
anderungen, welche m. W. bislang nicht beachtet worden ist und die gewisse
Einschrinkungen hinsichtlich der Giltigkeit des Satzes von H. Bleich notwendig
macht, eine Folge der besonderen Annahme des Spannungs-Dehnungs-Gesetzes
auflerhalb des Hooke’schen Bereiches ist. Ersetzt man das Diagramm etwa
durch Abb. 1a oder 1b, so fallen mit diesen unbestimmten Loésungen auch die
ganzen durch dieselben bedingten Uberlegungen fort; diese Vereinfachung wird
allerdings durch das Auftreten einer neuen Materialkonstanten, ndmlich der
Neigung der Grenzgeraden, erkauft.

IL.

1. Der Beweis, den H. Bleich fiir seinen vorerwihnten Satz iiber statisch
unbestimmte Systeme aus einem ideal-plastischen Baustoff in der zitierten Ab-
handlung gibt, ist nicht ganz einfach und nur fiir hochstens zweifach statisch
unbestimmte Systeme durchgefiihrt. Eine Erweiterung des dort entwickelten
Gedankenganges scheint fiir hoher statisch unbestimmte Tragwerke wegen des
Aufwandes an Rechenarbeit so gut wie ausgeschlossen.

Im Folgenden soll nun ein allgemein giiltiger Beweis fiir beliebig vielfach statisch
unbestimmte Systeme erbracht werden, der verhéltnismiflig einfach zu fihren
ist, wenn man sich iiber gewisse grundlegende Eigenschaften solcher Systeme
aus einem ideal-plastischen -Baustoff Klarheit verschafft hat. Uberdies werden
die dem eigentlichen Beweis im Folgenden vorangestellten allgemeineren Er-
orterungen geeignet sein, einen tieferen Einblick in die Wirkungsweise solcher
‘Tragwerke zu erméglichen. Es sind hiezu nur einige einfache Sitze iiber lineare
Gleichungssysteme erforderlich, die in jedem Lehrbuch der Algebra zu finden
sind. Um nicht mit unendlich viel Verinderlichen zu tun zu haben, beschrinken
wir uns im Folgenden auf Fachwerke; der Ubergang zu unendlich viel Verinder-
lichen, wie er fiir die Behandlung von Systemen mit biegungssteifen Stiben
notwendig wird, ist etwa dhnlich wie in der Theorie der Integralgleichungen
iiblich zu fithren und bietet keine grundsitzlichen Schwierigkeiten.

Vorerst sei daran erinnert, daf3 die Lingeninderung eines Stabes aus einem
ideal-plastischen Baustoff durch die Beziehung

As=v+p-S (1)

gegeben ist. Darin bedeutet p eine von Stablinge, Elastizititsmodul und Quer-
schnitt des Stabes abhingige Konstante, v die sogenannte ,,bleibende* Lingen-
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inderung und S die Stabkraft. Liegt S innerhalb des Intervalles T < S < T,
wobei wir T” und T als Fliefigrenze auf Druck bezw. Zug bezeichnen wollen, so
ist v konstant; erst wenn S =T" oder S =T wird, ist es moéglich, dafl v sich
andert und zwar kann v entweder nur zu- oder nur abnehmen, je nachdem ob
S =T oder S =T’ ist. Man sagt, der Stab flief3t. Werte S<<T’ und S>T
sind tberhaupt ausgeschlossen. In Abb. 2 ist der eben beschriebene Zusammen-
hang dargestellt; dabei ist lings der Abszissenachse die Zeit aufgetragen. In
dem oberen Diagramm stellen die Ordinaten die Stabkraft, in dem unteren die
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Fig. 2.

Lingeninderung vor. Der Stab verhilt sich demnach in den Zeitintervallen
t, <<t <<t ty<<t<<t, und ty; <<t vollkommen elastisch, wihrend er in den
restlichen Intervallen flief3t. Wir setzen hiebei noch voraus, daf3 dv/dt stets
endlich ist, sich die bleibenden Lingeninderungen entsprechend einer endlichen
Flie3geschwindigkeit, also nicht sprunghaft indern kénnen.

2. In einem statisch unbestimmten Fachwerk konnen zweierlei Arten von
Stidben unterschieden werden: Stibe, die unbedingt notwendig sind und bei deren
Durchschneiden das Fachwerk verschieblich wird und solche Stibe, die nicht
notwendig sind, von denen also einer oder auch mehrere durchschnitten werden
konnen, ohne daf3 das Fachwerk verschieblich wird. Definitionsgemafi muf} es
bei einem v-fach statisch unbestimmten Fachwerk mindestens eine Gruppe von
héchstens v-Stiben geben, die durchschnitten immer noch ein unverschiebliches
Fachwerk, welches als ein in dem vorgelegten statisch unbestimmten System
enthaltenes statisch bestimmtes Grundsystem bezeichnet wird, liefern.

Wir betrachten nun das vorgelegte Fachwerk in einem bestimmten Augen-
blick, in welchem die dufiere Belastung einen gegebenen Wert besitzt; die ein-
zelnen Stibe haben infolge vorhergegangener Belastungen bereits bleibende
Lingendnderungen v erhalten, so dafs die Stabkrifte S auftreten. Wire das
Systemx vollkommen elastisch, so wiirden nach der {blichen Theorie statisch
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unbestimmter Systeme die Stabkrifte B entstanden sein. S, B und v sind dann
durch das Gleichungssystem

Si-]-Eqikvk:Bi (i:’, 2,...1‘) (2)

inzusehen; q;, stellt die Stabkraft
stem (alle B = 0) alle bleibenden
tabes k gleich Null sind; in diesem
iese Werte in Gl. (2) ein, so ergibt

verkniipft. Die Bedeutung der q;. ist leicht
im Stabe 1 vor, wenn in dem unbelasteten
Lingenidnderungen v mit Ausnahme der des
1st v, = — 1 anzunehmen. Denn setzt man
sich sofort

Si = qix

Man erkennt hieraus, daf3 fiir notwendige St#e g, = 0 wird und da, wie sofort
gezeigt wird, i = qui wird, kann sich die}Summe in GIl. (2) hochstens dber
alle nicht notwendigen Stibe 1, 2,..., r ersfecken. Daf3 die Matrix (q;;..qc)
symmetrisch, also q; = qy; ist, erkennt mgn aus einem Satz, der dem Max-
well’schen Theorem iiber die Gegenseitigkeit der Verschiebungen analog, sich auf
dic Gegenseitigkeit der Stabkrifte bezieht. Diéser Satz, der leicht durch Auflosen
der Elastizitatsgleichungen bewiesen werden kann, besagt, daf3 die Stabkraft in
dem Stabe i, hervorgerufen durch eine bleibende Lingeninderung v, == —1 des
Stabes k, demnach q;;, gleich der Stabkraft des Stabes k wird, die durch die
Langendnderung v; = — 1 des Stabes i erzeugt wird, dafl also qui = qu wird.
Dieser Satz beinhaltet natiirlich nur bei statisch unbestimmten Systemen und nur
bei nicht notwendigen Stiben eine nicht triviale Aussage, da sonst q; = q,; = 0
wird.

Setzen wir o; = B; — S;, so erhalten wir aus (2) das Gleichungssystem

ci:Zqik Vi (i:l, 2, s e u I‘) (3)

Das System der o; nennen wir ein System von Zwangskriften; es sind — o
jene Stabkrifte, die in dem unbelasteten Fachwerk, welches infolge der vorher-
gegangenen Belastungen bereits die bleibenden Lingendnderungen v, erhalten
hat, auftreten. Multiplizieren wir die einzelnen Gleichungen von (3) der Reihe
nach mit v; und addieren, so erhalten wir die ,,quadratische Form*

J= 2o Vi:ZZqik Vi Vi (4)
i ik .
Es ist fiir den zu erbringenden Beweis wichtig, daf3 J stets wesentlich positiv
ist, d. h. wie immer die v, gewidhlt werden, J niemals negativ werden kann.
Um dies einzusehen, geht man am einfachsten von dem Prinzip der virtuellen
Verschiebungen aus, welches bekanntlich fiir ein Fachwerk in der Gestalt

> SAs = Y Pbd

angeschrieben werden kann. Die Summe rechter Hand ist hiebei tiber alle dufSeren
Krifte, die linke tber alle Stibe des Fachwerkes zu nehmen. Die S und die P
stellen ein Gleichgewichtssystem vor. Die Langenénderungen As konnen beliebig,
nur mit den geometiischen Zusammenhangsbedingungen vertriglich, angenommen
werden, d. h. bei einem v-fach statisch unbestimmten System kénnen sie nur bis
auf v Werte willkiirlich gewihlt werden. Ein solches sicherlich vertrigliches

4*
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System von As bilden die Werte vy -\- ps und auch die Werte pB, namlich die
Langenanderungen des Systems aus ideal-plastischem und vollkommen elastischem
Material. Sicher ist dann auch die Differenz y-|-p (s — B)=v —po ein
vertragliches System von Langenanderungen. Die Grélen b bedeuten schlieflich die
Verschiebungen der Angriffspunkte der auBeren Krafte P in deren Richtung,
wenn die einzelnen Fachwerksstabe die |angenanderungen As erfahren haben.

Setzt man also As v -— pc? und schreibt man das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen einmal fUr das ideal-plastische, das andere Mal fr das vollkommen
elastische System an und beachtet, dal sowohl zy den Stabkréaften s als auch
zu den Stabkraften B dieselben &uBeren Lasten P gehoren, wéhrend die o in
beiden Fallen dieselben sind entsprechend den Werten v — po, SO erhalt man
durch Subtraktion beider Gleichungen

£(v—po)o O
und daraus folgt, dafi
J2v0  2po*>0, (4a)

womit die Behauptung, da J nicht negativ werden kann, bewiesen ist, da ja
p — S/EF nicht negativ ist und die Summe zps2 sich daher nyr Uber positive
Summanden erstreckt. J kann ({iberhaupt nur dann verschwinden, wenn alle
6 0 sind; daraus darf aber nicht geschlossen werden, daR dann unter allen
Umstanden auch alle vy 0 sein mussen.

Haben die Stabkrafte des jdeal-plastischen Fachwerkes in einem bestimmten
Augenblick die Werte s erreicht und sind in diesem Zeitpunkt gerade die
Stabe 1, 2, in mit ihren Stabkraften an die FlieRgrenze gekommen, ist also
Sj — T1? S2 T2 sp T~ so werden sich bei einer Anderung der auBeren
Belastung die S in S 4+ AS, v in v -- Av und B in B-f AB geandert haben. Es
gilt dann wiederum, entsprechend dem Gleichungssystem (2)

(Si+ AS,) + 2 gik vk + Avk)  (Bi + AB,)
und wenn hievon das Gleichungssystem (2) subtrahiert wird, erhalt man

Asi+ | guavk  ABIG L2 ©)
bezw.

ASi  2qikAvk ®)

wobei jetzt A die Anderung der zwangskrafte bedeutet. Die Summe
£qik Avk kann sich hochstens Uber die ersten fi-Stabe erstrecken, denn es
kénnen gemar der Definition eines ideal-plastischen Baustoffes nur jene Stabe
flieRen, bei denen s T' oder s T war. Voraussetzung ist nyr, dal AB
hinreichend klein gewahlt worden ist, so da nicht etwa inzwischen andere Stdbe
als die ersten jj an die FlieRgrenze gelangt sind. Solange ein und dieselben Stabe
flieBen, wollen wir von einer bestimmten ,Phase" sprechen; eine neue Phase
beginnt also, wenn neue Stébe zy flieBen beginnen oder Stabe zy flieBen
aufhoren. ES g||t fUr die in dem betrachteten Augenblick folgende Phase das
Gleichungssystem (5), Wobei wir aber entsprechend den Eigenschaften eines
ideal-plastischen Baustoffes noch folgende Alternative flir die ersten jn-Stabe
zu beachten haben:









































































































































































































































































































