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Biegung mit Querkraft, auflerhalb des Gebietes
der rein elastischen Forminderung.

Flexion et effort tranchant en dehors de la zone
de déformation purement élastique.

Combined Bending and Shear Beyond the Range of Purely
Elastic Deformation.

A. Eichinger,
Dipl.-Ingenieur, Wissenschaftlicher Mitarbeiter der EMM.P.A. Ziirich.

Ist das Spannungs-Lingeniinderungs-Diagramm fiir einfachen Zug oder Druck
bekannt, so kann unter der Annahme des linearen Dehnungsverlaufs die Span-
nungsverteilung iiber den Querschnitt eines auf Biegung mit Querkraft bean-
spruchten Balkens ermittelt werden, was an einem Beispiel gezeigt wird.

Einleitung.

Die gesamte Forminderung besteht bekannterweise aus zwei Teilen!:
a) Der elastischen Forminderung, deren Komponenten den Elastizitits-
gleichungen geniigen

e, = % [01 —_ —rlﬁ (os + 53)]; €, == U.S.W. und

b) der plastischen Forminderung, deren Komponenten die Plastizitiits-
gleichungen erfiillen

1
D
E ist der Elastizitits-, D der Plastitizititsmodul. Die Querdehnungszahl m wird
fiir plastische Forminderung gleich 2.

Bisher wurden die statischen Berechnungen in der Regel unter der Annahme
ausgefiihrt, daf3 sich die Tragwerke rein elastisch verhalten. In der letzten Zeit
ist man jedoch bestrebt, die durch die plastische Forminderung bedingte Be-
einflussung: :

61 = s [Gl — —;— (62 + 03)] 5 62 = usw.

1 M. Ros und A. Eichinger: Versuche zur Klirung der Frage der Bruchgefahr. Diskussions-
berichte der Eidg. Materialpriifungsanstalt Ziirich. Nr. 14 vom Sept. 1926; Nr. 34 vom Februar
1929; Nr. 87 vom April 1934.
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1. der Spannungsverteilung im Balken — bzw. Stabquerschnitt und

2. des Krafteverlaufs im Tragwerk (statisch unbestimmte Grofen M, Q und N)
mitzuberiicksichtigen.

Grundlagen der Plastizitidtstheorie.

Zu dem erwihnten Zweck sei daran erinnert,? dafl im Falle des gleichzeitigen
Wirkens einer Normal- und einer Schubspannung gilt (Flg 1):

T e §1 %

7 | s R Fig. 1.
\ \ 7
—1 N N\ Spannungs- und Form-
el 7 inderungszustand eines

g-esd=ofLet] Korperelements
7=gevm2rf2  5E]

Elastische Gestaltinderung

3 1
eg—Vez 1+ Z g=%-(1+;);
die plastische Gestaltﬁnderung

agzl/bz 1+ —v———-(1+—12-)

worin oz = V o* + 3 - t* = Vergleichsspannung.
Die Dehnung selber betrigt:

hingegen :

elastisch e = %
. . c
hingegen plastisch o= D
und die spezifische Schiebung :
T 1
elastisch g—= T 2- (1 + E—)
‘ ; T 1
hingegen plastisch v=gp"2" (1 +—2—).

Die gesamte Forménderung ist dann gleich der Summe der jeweiligen elastischen
und plastischen Formé#nderung, némlich:

Gestaltinderung

eg = eg -+ og
Dehnung . . . . &€ = e+ d und
Schiebung . . . y = g+ ¥

2 Diskussionsbeitrag von M. Ros und A. Eichinger: Knicken von in beiden Achsen zentrisch

gedriickten, rechteckigen Platten im Gebiet oberhalb der E-Grenze. Erster Kongrel der Internat.
Vereinigung fir Briicken- und Hochbau, Schlufibericht.



Biegung mit Querkraft 45

Ist nun das Spannungs-Lingeninderungs-Diagramm eines Materials fiir ge-
wohnlichen Zug oder Druck bekannt, so kann die grundlegende Beziehung
zwischen der Vergleichsspannung und der von dieser allein abhingigen Gestalt-
dnderung (Volumeninderung ist stets elastisch) mit Hilfe der vorigen Formeln
gewonnen werden (Fig. 2).

15 eg=Ver(15)% 397 F i)

I,OF
o5
B = lgtm) Fig. 2.
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Spannungsverteilung im Balkenquerschnitt.

Bevor man die Beeinflussung des Krifteverlaufs im Tragwerk (statisch unbe-
stimmte Groflen M. Q und N) in Agriff nimmt, mufl der Einfluff der
plastischen Forminderung auf die Spannungsverteilung im Querschnitt unter-
sucht werden.

Unter der Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte bzw. genauer: des
linearen Dehnungsverlaufs, ergibt sich die Faserdehnung im Abstand y von der
neutralen Achse zu

worin g, die gewiinschte Randfaserdehnung bedeutet (Fig. 3). Weil am Rand

T Querkrsf? Line Momentenlinie
Hi Ligne dés gffrss Iranchans  Ligne des Momen's  Fig, 8,
\e Shear force line Bending moment line
: Balkenstiick von der
M { oM 5
CI - Mg =M@ L Linge 1 unter der
q f \\‘0';—',‘4-0-,4 @ ox Einwirkung von M,
) Q und q.

1_J&l.
-

die Schubspannung und damit auch die Schiebung gleich Null sein muf}, kann
aus Fig. 2 die Randspannung o, ermittelt werden.

Nun wird in der Regel die Verteilung der Normalspannung iiber den Quer-
schnitt dhnlich dem Zweig des o-&-Diagrammes von ¢ = 0 bis 6 = o, ange-
nommen, was nur im Fall, daff iberall T = O richtig ist. Ist dagegen t von
Null verschieden, so kann die Verteilung der Normalspannung im Querschnitt
von dieser Annahme stark abweichen, weil die gesamte Dehnung ¢ durch eine
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umso niedrigere Normalspannung o bewirkt wird, je grofier die am gleichen
Korperelement wirkende Schubspannung t ist.

Statt fir ein gegebenes Moment und Querkraft die o- und t-Verteilung zu
finden, begniigen wir uns vorldufig mit der Annahme einer o-Verteilung. Fig. 4.

oo
44

Fig. 4.

4 Spannungsverteilung iiber die
obere Querschnittshilfte.

Damit ist aber auch t an jeder Stelle im Querschnitt festgelegt. Weil ndmlich:
e — . [l L
E=E g = O [E+D]

1 € 1

so folgt:
D6 E
womit der Plastizititsmodul D fir jedes y bestimmt ist. Zieht man den Strahl
1

vom Koordinaten-Nullpunkt unter dem Winkel 1—_|l-)—/8 bis zur og—dg-Kurve

der Fig. 2, so wird auch die Vergleichsspannung og gewonnen, woraus sich die
gesuchte Schubspannung ergibt gemif3:

T_ngz_cz
3 .

Da aber in den Querschnittsteilen mit konstanter Breite

oe _da
dy ox

ist, wire damit auch der Spanmungsverlauf im benachbarten Querschnitt fest-
gelegt, namlich ¢’ und v’ (Fig. 4). Daraus geht hervor, daf3 die Verteilung der
Normalspannung o in einem Querschnitt nicht allein von dem Moment M in
diesem Schnitt abhingt, wie es im elastischen Bereich der Fall ist, sondern

auch durch die Querkraft Q sowie die verteilte Last q =¥ beeinflufdit wird.
X
Die Ausfiilhrungen gelten jedoch streng genommen nur im Falle einer ein-
maligen Beanspruchung tiber die Grenze des rein elastischen Verhaltens. Sie

sind somit fiir die Praxis nur von beschrinktem Wert.

Wihrend namlich die erstmalige Uberschreitung der Flie3grenze von grofder
plastischer Forminderung begleitet ist, bricht dasselbe Material nach wieder-
holtem Lastwechsel im Betrieb — und zwar infolge der Ermiidung — oft ohne
jede wahrnehmbare bleibende Forminderung.
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Man beachte auch, daf3 trotz verdnderter oberer Lastgrenze bzw. Spannungs-
grenze der stirkst beanspruchten Konstruktionsteile (infolge plastischer Form-
dnderung) die Amplitude des Lastwechsels: (B—A), worin B=obere-, A =untere
Lastgrenze, selbst an diesen Stellen unveridndert bleibt. Da aber die Ermiidungs-
festigkeit hauptsichlich von der Spannungswechselamplitude, hingegen von der
A+ B

2
Gewinn ohnehin viel geringer, als etwa die Herabsetzung der oberen Spannungs-
grenze vortiuscht (Fig. 5).

Grundspannung bei den meisten Bauarten nur wenig abhingt, so ist der

Fig. 5.
Zug-Ermiidungsversuche

mit Stumpfschweiflungen
(EMPA Ziirich).

Résislance par rapport & forigine

Ursprungsfesighait
Surge load sirenglh

Aus diesen Griinden sollte vorlaufig die plastische Forminderung iiberall dort
wo Ermiidung in Frage kommt (eine Ausnahme bildet das Knicken) einzig als
Reserve fiir den Fall einer einmaligen unvorhergesehenen Uberlastung (Havarie)
betrachtet werden. Dagegen hitte die Berechnung des Sicherheitsgrades gegen
Ermiidung auf der Grundlage des Elastizititsgesetzes — wie bisher — zu er-
folgen. Ausnahmen sollten nur damn gemacht werden, wenn Dauer- baw.
Ermiidungsversuche (nicht Kurzversuche) es rechtfertigen.
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1,0 25,0 |14,58=0,584 0,634 | 25,0 0 0,40 | 29,0 |23,5|0,810, 0,760 | 29,0 0
08| 23,2 11,66!0,503 0,453 | 24,2 40| 035 | 26,7 |18,8 0,705 0,665 | 27,1 2,7
061 20,8 | 8,75 0,421} 0,371 24,0 69 | 029 237 |14,10,595] 0,545 | 25,1 48
04| 17,0 | 5,840,343 0,293, 24,0 98 028 | 198 | 9,4|0,475 0,425} 24,1 7.9
02| 10,6 | 2,920,278/ 0,228 24,0 | 125 | 0,20 | 125 | 4,7|0,376| 0,326 | 24,0 | 11,8

0 0 0 o — — 13,8 0 0 0| — — — 13,8

Bemerkung: o'~ ¢’-Querschnitt um % vom g- e-Querschnitt entfernt. Siehe Fig. 4.
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