
Zeitschrift: IABSE congress report = Rapport du congrès AIPC = IVBH
Kongressbericht

Band: 1 (1932)

Artikel: Stabilité et résistance des pièces travaillant simultanément à la
compression et la flexion: rapport d'introduction

Autor: Karner, L.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-439

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 01.09.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-439
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


Stabilite et lesistance des pieces tiavaillant a ld compiession et ä la flexion 39

Doz Dr.-Ing. Ernst Chwalla, Wien. « Die Stabilität exzentrisch und zentrisch gedrückter
Stäbe aus Baustahl ». Aus den Sitzungsberichten der Akademie der Wissenschaften in

Wien, 137. Band, 8. Heft, 1928. Holder-Pichler-Tempsky A. G., Wien und Leipzig.
E. Elwitz. « Die Lehre von der Knickfestigkeit » i. Teil. Gebr. Janecke, Hannover.
P. M. Frandsen. « Die Berechnung der Säulen ». 1. Band der Wissenschaftlichen Abhandlungen

der Internationalen Vereinigung für Brückenbau und Hochbau.
Prof. Dr L. Karnem « Betiachlungen über das Knickproblem unter Berücksichtigung

des Spannungsverlaufes im unelastischen Bereich ». « Die Bautechnik », Helt 48, 7. No\.
1930. Veilag W. Ernst und Sohn, Berlin

Kriemlfk. « Labile und stabile Gleichgewichlsfiguren \ollkommen elastischer auf
Biegung beanspruchter Stabe mit besondeiei Berücksichtigung der Knickvoigange. » Druck
der G. Braun'schen Hofbuchdruckerei, Karlsruhe.

Dr.-Ing. Budolf Mayer. « Die Knickfestigkeit », Veilag von Julius Springer, Berlin, 1921.

Dr.-Ing h. c. H. Mi i ler —Bieslau. « Die neueren Methoden der Festigkeitslehre und
dei Statik der Baukonstiuktionen >» Alfred Kroner, Verlag in Leipzig, 1913.

A Osteni-eld. « Exzentiisch beanspruchte Säulen. Versuche mit Stahlsaulen. Quer-
schniltsbemessung » Laboratouum für Baustatik der Technischen Hochschule, Kopenhagen,
Mitteilung Nr. 3

K. A. Polkka « Zur Theorie der Knickfestigkeit », Helsinki, 1924

W BriN. « Veisuche zur Ermittlung dei Knickspannungen für verschiedene Baustahle,
Berichte des Ausschusses für Versuche im Stahlbau, Ausgabe B. Heft 4. Verlag \on Julius
Spnngei, Beilin, 1930.

Prof Di. M Hos und Dr. J. Bkuiwer. « Die Knicksicheiheit von an beiden Enden gelenkig

gelageiten Stäben aus Konsti uktionsstahl. » Bericht No 13 der Eidg. Materialpiülungs-
anstalt an der E T IL und der Gruppe VI der T. K. V. S B., Zürich, August 1926.

Prof. Dr. M. Bos. « Die Bemessung zenlnsch und exzentrisch gedruckter Stabe aui
Knickung ». IL Internationale Tagung für BiucKenbau und Hochbau, Wrien, 1928.

Timoshenko-Lesseli s « Festigkeitslehre ». Veilag von Julius Spnngei, Berlin, 1928.
D. IL Young. « Stresses in eccentncally loaded Steel Columns. » 1. Band der

Wissenschaftlichen Abhandlungen der Internationalen Veieinigung für Brückenbau und Hochbau.

TRADUCTION

I. Introduction

Le calcul des elements de construction travaillant simultanement ä la
compression et a la flexion est Tun des problemes les plus difficiles de la sta-
tique. Lorsque des charges exterieures creent, dans une membrure, des efforts
de compression soit seuls, soit combines ä des efforts iranchants et ä des

moments flechissants exteneurs, ll se produit des deformations perpendicu-
laires aux efforts axiaux, qui, a leur tour, determinent des moments addition-
nels et des efforts non negligeables.

Parmi les problemes les plus connus et les mieux etudies se trouve d'abord
le calcul des poteaux et des barres charges axialement. Les calculs deviennent
dejä compliques si la section d'un poteau ou d'une barre, au lieu d'etre pleine,
se compose de parties assemblees ; car^ dans ce dernier cas, on doit calculer
la stabilite de chaque element de la barre ainsi que son influence sur la
stabilite generale. Meme dans le cas de sections pleines, la question du flambage
joue un röle important pour les ailes non supportees sur de courtes longueurs,
ainsi que pour les ämes minces.

Dans la construction des ponts en acier, Temploi des poutres ä äme pleine
et de grande portee a fait, au cours de ces dernieres annees, des progres
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extraordinaires. Dans ces dernieres formes de construction, il est necessaire
d'assurer particulierement la securite contre le flambage de Tarne et un ren-
forcement judicieux.

Les calculs sont encore plus compliques lorsque des moments exterieurs,
provoquant des deformations perpendiculaires a Taxe des barres ou au plan
des töles, viennent s'ajouter aux efforts axiaux sur les poteaux et sur les
barres ou aux moments et aux efforts agissant dans le plan des töles.

Tant que tous les allongements restent dans les limites elastiques, les
calculs de flambage et de resistance sont relativement simples, meme en cas de
sollicitations complexes. Par contre, la facon dont se comportent les con-
structions soumises ä des pressions et flexions dans la zone non elastique [dite
plastique] de nos materiaux, est incomparablement plus diflicile ä etudier et
n'a pas encore ete elucidee. On peut considerer comme pratiquement impos-
sible de traiter par le calcul le travail des materiaux au delä de la limite
d'allongement proportionnel ou de mettre ces phenomenes en equation ; en

consequence, dans la plupart des cas, on est dans la necessite de faire des

calculs d'essai ou de contröle en se basant sur des donnees arbitraires (main-
tien dune section plane, etc.) afin de pouvoir calculer, dans les cas difficiles
de charge, Tequilibre entre les forces exterieures et les sollicitations inte-
rieures. Par exemple, dans Tacier de construction, nous devons constater que
presque tous les problemes de stabilite ne peuvent pas etre resolus sans tenir
compte de la deformation plastique. Pour ne citer qu'un exemple, nous rap-
pellerons celui d'une barre comprimee excentriquement, qui est, meme pour
un degre d'elancement eleve, partiellement inelastique des quelle se trouve
en etat d'equilibre instable.

Signaloris enfin que la plupart des problemes de ce genre, si Ton en fait
une etude minutieuse, peuvent presenter, en outre, une autre difficulte du fait
que les problemes de stabilite et de resistance s'etendent a des efforts dans

l'espace et non en plan, de sorte que la variabilite des modules d'elasticite
dans les diverses directions fait sentir son influence.

II. D6veloppement et 6tat des recherches scientiflques
et exp6rimentales.

La plus ancienne experience sur une barre droite soumise ä un effort de

compression est due ä Euler en 1744. Gependant, la formule dEtLER tomba
en defaveur par suite de son echec pour Fapplication a des barres trapues ;

cependant, des 1845, Lamarle avait signale le fait que pour le bois la validite
de la formule d'EüLER est liee ä la limite elastique. Plus tard, on s'aida de for-
mules empiriques dont les principales sont Celles de Tetmayer, de Schwaktz
et Rankine, etc.. Neanmoins, Tetmayer avait deja rehabilite la formule d'Eu-
lf.r dans la zone d'elasticite. Le premier travail d'ENGEssER, dans lequel il
traite de la plasticite, date de 1889 ; toutefois, il ne fut pleinement apprecie
qu'ä la suite des travaux de Karmän, en 1910, d'oü sortirent les principes de
la theorie d'ENGESSER-KARMÄN. D'apres cette theorie, il est devenu possible,
tout au moins pour le flambage axial, de mieux saisir les conditions qui regnent
en dehors du domaine elastique et de calculer les poteaux et barres en mate-
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riaux divers en se basant sur la connaissance de leur diagramme « compres-
sion-deformation ». Le second probleme demandant une etude theorique et
pratique est celui que pose une barre comprimee ; ici, il faut mentionner les
travaux de Krohn et tout specialement ceux de Ros et Brunner. Les rapports
et discussions du Congres International de Construction des Ponts et
Charpentes tenu ä Vienne en 1928 sont particulierement importants pour la dif-
fusion des connaissances et l'etiule critique des diverses hypotheses ; nous les

signalons tout particulierement (voir la bibliographie).
Independamment de Tetude des questions fundamentales relatives ä la sec-

tion d'une barre pleine sous une charge axiale ou excentrique, de nombreux
chercheurs ont presente des etudes theoriques et pratiques traitant des cas de

charge complexe avec des appuis varies et des sections variables de barre, etc.
Signaions ceux de Bleich, Chwalla, Dondorff, Elwitz, A. Föppl, Ruber, Kay-

ser, Kriemler, Krohn, Kübler, Love, Mayeb, Melan, von Mieses, Müller-
Breslau, Ostenfeld, Reissner, Timoshenko, Waddel, Zimmermann et autres.
Dans le domaine de la theorie du flambage des dalles, il faut mentionner
specialement Timoshenko apres que Bryan se fut, le premier, en 1891, oecupe du

probleme du flambage des dalles reetangulaires. Outre divers chercheurs, tels

que Reissner, Wagner, Schleichkr, etc., Bleich, en particulier, par l'eta-
blissement de formules appropriees, a rendu accessible a Tapplication
pratique la theorie des ämes et ailes des poutres en compression ainsi que la
securite au flambage des ämes des poutres pleines en acier.

En resume, nous pouvons dire quele calcul des barres, des dalles et systemes
complexes travaillant ä la compression et ä la flexion n'offre plus de difficultes
insurmontables aux calculs de flambage et de resistance, tant que les deformations

restent dans le domaine elastique. Toutefois, si des deformations plas-
tiques se produisent, les recherches deviennent notnblement plus difliciles,
parce que la facon dont se comportent les materiaux dans la zone non elastique
depend des caracteristiques particulieres des materiaux et il n'est plus possible
detablir avec certitude les coiulitions d'equilibre.

Les essais ont donc un double but. La pratique exige des formules pratiques de
calcul, pour des charges tres diverses. La science desire etudier les phenomenes,
au dela des efforts et deformations admissibles en pratique, et contröler plus
exaetement les phenomenes qui se produisent lorsque apparait l'instabilite, en
semaintenant avant touten aecord avec les resultats du contröle experimental.

II est indispensable, pour Tetude des prineipes fondamentaux, de prendre
en consideration les conditions creees par modification d'equilibre, coneurrem-
ment avec les efforts qui sont mis en jeu.

Nous considererons maintenant, en partant de ce point de vue, et d'une
facon tout ä fait generale, divers cas de charge d'une barre simple, articulee a

ses extremites.

1. Cas d'une barre rectiligne chargee axialement et travaillant
dans la zone elastique.
Si une barre articulee ä ses extremites, supporte un effort axial de compression,

eile reste rectiligne si la charge est inferieure ä la charge critique de flambage

(charge de flambage d'EuLEii). Si Taxe de la barre subit une flexion du
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fait de Intervention des moments exterieurs (et qu'il ne se produise en meme
temps aucune tension peripherique depassant la limite de proportionnalite),
la poutre, apres disparition des causes qui ont motive sa flexion, reprend sa
forme rectiligne.

La barre reste egalement droite si la charge augmente; eile est en equi-
libre stable jusqu'a ce que la charge atteigne sa valeur critique ou charge de

flambage. Jusqu'a present, la barre n'a £te soumise qu'ä une force normale. Si,
des lors, la charge augmente, meme d'une faible quantite, il se produit une
flexion, et un moment additionnel entre en jeu. Ce n'est que ce phenomene que
nous appelons flambage. L'axe de la poutre correspond de nouveau ä une posi-
tion d'equilibre. Si Ton continue a augmenter tres lentement la charge, la
flexion augmente rapidement, les tensions peripheriques au milieu de la barre
depassent la limite de proportionnalite et la barre sort partiellement du domaine
elastique. Pour les proportions courantes les deformations et finalement la
mise hors Service de la poutre se manifestent en dehors du domaine elastique.

2. La barre chargee excentriquement et travaillant dans les
limites elastiques.
Si la compression agit excentriquement, il existe un moment initial qui

occasionne une flexion de Taxe.
Dans un materiau possedant une elasticite illimitee, a nimporte quelle

charge correspond un etat d'equilibre. L'instabilite n'inlervient pas. Mais,
dans ce cas aussi, nous pouvons determiner par le calcul pour quelle charge
les tensions peripheriques depasseront les limites de proportionnalite; ä partir
de cette charge, c'est de nouveau l'etat plastique qui intervient.

3. La barre chargee axialement et travaillant en dehors de la
zone elastique.
Si la charge se maintient au-dessous de la valeur critique (charge de

flambage) la barre reste rectiligne. Si les tensions demeurent dans les limites de

proportionnalite, la barre revient ä sa forme rectiligne normale lorsque des

charges supplementaires transversales, causant un flechissement de Taxe de la
barre; cessent d'agir. Si, par contre, les efforts dus ä la charge axiale (qui
reste cependant inferieure ä la charge critique), depassent la limite de

proportionnalite, nous ne pouvons plus deformer cette barre, car autrement eile
prendrait une deuxieme position d'equilibre avec axe courbe impliquant la
deformation plastique d'une partie de la barre. II existe donc, au-dessous de

la charge de flambage, mais au-dessus de la limite de proportionnalite, une
position d'equilibre, pour laquelle Taxe reste rectiligne, et une autre, pour la-
quelle Taxe est inflechi (ce dernier cas correspond, lorsque la charge augmente
et en raison de l'excentricite survenue, au cas 4 examine plus loin).

Supposons de nouveau la barre rectiligne et augmentons la charge jusqu'a
la valeur critique de flambage. Les phenomenes seront ä peu pres les memes

que ceux de la phase de flambage dans la zone elastique. La courbure
augmente rapidement; les moments additionnels croissent et la barre subit les
deformations de l'etat plastique.
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4. La barre chargee excentriquement dans le domaine plastique.
La barre se comporte tout d'abord comme en 2 ci-dessus. Si la charge

augmente, la barre se deforme suivant les lois propres a la matiere qui la eom-

pose, jusqu'a ce qu'elle arrive ä une position- d*equilibre instable. c'est-ä-dire
qu'elle lommence ä se deformer pour une tres faible augmentation de la charge.
II ne faut pas confondre ce phenomene de l'apparition de l'etat d'equilibre
instable avec le phenomene de flambage precedemment decrit. Dans le flambage,
nous avons affaire a la Substitution ä un etat d'equilibre (axe rectiligne de la
barre soumise ä une force axiale), d'un autre etat d'equilibre (axe flechi sous
l'action d'une force normale et dun moment de flexion). Dans le cas de l'equi-
libre instable, par contre, lorsqu'une partie de la barre devient inelastique,
la barre n'est plus en etat d'opposer une resistance süffisante aux forces
exterieures.

Pratiquement, cet etat d'instabilite dans le domaine de la plasticite inter-
vient egalement dans les cas 1, 2, 3, lorsque apres le depassement de la limite
de proportionnalite resultent des deformations plastiques. Ce phenomene peut
etre suivi d'une maniere tres nette lorsque au cours des essais on a soin que la

charge continue ä agir au moment de la deformation et lorsqu'il subsiste une
possibilite d'accroitre encore rette deformation. L'axe de la poutre s'incurve
des le debut dans toutes ses parties, meme si la limite d'allongement propor-
tionnel n'a ete depassee que dans certaines parties. C'est lä le cas des barres

rigides dans toutes leurs parties. Mais des 1'ins.tant oü dans la partie mediane
de la barre, pour laquelle le moment flechissant est maximum, la matiere
Constituante n'est plus en etat de supporter l'action du moment exterieur par
manque de resistance interieure, il se produit en cet endroit une sorte (feilet
d'articulation. L'equilibre d'une teile barre sera impossible parce que, dans sa

partie mediane, eile n'a plus qu'une resistance a la flexion tres limitee ou
meme nulle. Dans un pareil Systeme il se produit alors une forte diminution
de l'action du moment dans les deux moities de la barre ; par suite, les extremites

se redressent si elles n'ont pasdeja subi, ä ce moment, une deformation
permanente.
*>. Conclusions.

Ces phenomenes de flambage et d'instabilite interviennent egalement pour
des barres dont les appuis ne sont pas articules, pour des dalles et autres
systemes. Ajoutons en outre que, dans la zone elastique, les differentes charges
peuvent etre appliquees les unes apres les autres et dans un ordre successif
quelconque, sans que les deformations resultantes et l'etat final resultant en
soient modifies. Ceci ne se produit plus lorsque certaines parties du Systeme
subissent des deformations plastiques.

II est evident que les phenomenes que nous venons de decrire se presentent
de maniere differente pour des elements constitues par des materiaux diffe-
rents et suivant les caracteristiques propres de ces materiaux. Les considera-
tions qui precedent s'appliquent ä l'acier de construction de qualite courante.

Nous en arrivons maintenant ä cette conclusion que, pour Tetude pratique
et theorique de la question du flambage, et tout particulierement en ce qui
concerne l'apparition des etats d'equilibre instable dans la zone plastique, il
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est necessaire de connaitre les efforts qui se trouvent mis en jeu. Il serait
egalement interessant de connaitre les conditions de charge pour lesquelles
la limite de proportionnalite est depassee en un point quelconque, pour pou-
voir determiner ä quel moment precis commence la deformation plastique.

III. Calculs d'öquilibre pour les matöriaux Plastiques.

Supposons un materiau possedant une elasticite illimitee (module d'elasti-
cite E) et admettons, pour situer la question d'une maniere tout a fait generale,

le cas d'une charge excentrique. La figure 1 s'applique a une barre
articulee a ses deux appuis d'extremite. Si nous tenons ä considerer de faibles
excentricites et le cas de la charge axiale limite, nous devons faire intervenir
la courbe effective de flexion et poser :

1 dy P (c cosa + .v)

p
~ ds EJ ~

J est le moment d'inertie de la section; y, ds et © sont lies entre eux par la

relation y I eis sin ©.
'

/
Si nous posonsA= V/tt-t nous obtenons : I — \ 2 A2cos© + C.

On peut determiner la constante C d'apres les conditions aux extremites

pour© a, -r- =— ttt =—*k2ecosx. On obtient par suite la relation:7 ds KJ r
ds= /==== jr-y dans laquelle K2 - k2e2cos2a + sin2-

4 /T/2 * 2 ^ \* ^
y R2—sin2^

Si l'on integre sur toute la longueur de Taxe de la barre flechie, soit /, en
negligeant la contraction resultant de l'eilort de compression simple P cos©,
on obtient la forme generale suivante :

J v/K2-si"1
?=o

Cette integrale ne peut etre resolue que par un developpement en serie et on a :

l=k
2- sin"

are sni - \ 1 + 0,25 K2 + 0,1 i06 K4 + 0,0977 K« +.K /

—y cos asin|j 0,20+0,1406 K2 + 0,0977 K4+ J

— |ecos*sin3?j 0,0937 + 0,0651 K2 + 0,0050 K* + j

— |e cos a sin5|j 0,0391+ 0,0299 K2 + J— 1. (2)

Si e 0, K sin - et comme : are sin 1 -
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on obtient pour la charge axiale, pour une deformation dejä existante :

/ — -, l+0,25sin2^ + 0,li06sin*|+0,0977 sin«| +
I

(3)

Si a tend egalement vers 0, ce qui n'est possible que pour e 0, on a alors :

'inl-i-Vt <«

ce qui correspond ä l'effort de flambage d'Euler pour une charge axiale.
L'equation (2) n'est pas resoluble par rapport a P. Pour des dimensions et

une charge donnees, la position d'equilibre ne peut etre determinee qu'experi-
mentalement. Toutefois, sous la forme (2j, eile convient parfaitement a l'eta-
blissement de tables et de representations graphiques. Dans la pratique et en
tenant compte de l'impossibilite d'admettre de grosses deformations pour les-
quelles la limite de proportionnalite se trouverait depassee dans les fibres
peripheriques, on peut se limiter, pour ces calculs. a un nombre restreintde termes.

On obtient en outre les deformations :

y=|0v2-sin2|-ecosa. (5) f= \ \JK2 -sin»? (G)

2 2
t/ni= -K-ecosa (7) /".!, ^K. (8)

Dans les calculs qui precedent, on a neglige Linfluence des efforts tranchanls,
de la contraction de la barre et des modifications de sa section. Comme nous
n'envisageons ici que des considerations relatives, nous introduirons, pour

P
interpreter l'equation (2), l'effort au centre de gravite : <jn — et le coefficient

definissant la finesse : a -
i

Considerons maintenant une section rectangulaire dehauteur h et de largeur b

et exprimons l'excentricite enfonction de la largeur du noyau central, de sorte

que p m^.Onaura: k= 'j \Jg et e.k 0,577 m i/ln
Enfin. ä partir de l'equation (8) nous obtenons, pour le plus grand bras de

levier, correspondant ä la charge P, au milieu de la barre et en tenant compte
des valeurs ci-dessus :

^ il/m2cos2a + 12- .sin2^ (11)h b V ffn 2 v '

Prenons comme module d'elasticite E 22.100 kg par mm2, valeur qui
correspond ä Lacier de construction de qualite ordinaire et que nous supposerons
tout d'abord constante.

En partant des points ci-dessus, on obtient pour l'equation (2) et pour le

rapport y1 des familles de courbes qui sont representees sur la tigure (2) et qui

correspondent ä differentes valeurs de m. Chacun des points de ces graphiques
donne, pour l'excentricite correspondante, les valeurs correspondantes de c„,

Am
X, oLet — qui impliquent l'equilibre.

La figure 2 a, pour m 0, correspond ä une charge axiale. Dans ce dia-
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gramme, l'echelle des X ne correspond ä celle des autres diagrammes que
jusqu'a la charge de flambage. A partir de ce point, et pour une charge constante
[<jn constant), ä un plus grand angle a correspond un plus grand coefficient de
finesse X. Laccroissement AX est toutefois porte a une echelle cent fois plus
forte que celle des X eux-memes.

Les figures 2b ä 2f montrent que, pour une valeur donnee de m, chaque
courbe <jn est asymptote ä la verticale correspondant au Xk pour lequel le flambage

se produit avec une charge axiale. Pour une section de la barre
correspondant ä une charge de dn au centre de gravite et pour de faibles excentricites,
les deformations restent tout d'abord faibles. Elles augmentent brusquement
ä l'approche du degre de tinesse correspondant au flambage axial.

Pour des excentricites plusimportantes, l'influenee predominante du moment
provoque, pour un degre de finesse croissant, une augmentation rapide des
valeurs de a et de fm. Toutefois, la zone correspondant au degre de finesse

critique est moiris accusee.
Pour le module d'elasticite E choisi et pour une limite de proportionnalite

correspondante <rp 19 kg par mm2 on atteint rapidement, avec les courbes
individuelles, la limite pour laquelle ap se trouve depassee dans les fibres
peripheriques du cote comprime, et ä partir de laquelle l'element sort partiellement

de la zone elastique.
On a trace les lignes representant les valeurs de <jp pour des excentricites de

m 0,50 — 1,0 — et 3. Par leur intersection avec une courbe <rn, on obtient
le coefficient de finesse pour lequel la valeur de ap sera en meme temps atteinte
dans la fibre peripherique du cöte comprime. Ce n'est qu'aux valeurs corres-
pondantes de a, X et cn qui se trouvent au-dessous de la courbe <rp qu'il existe
des cas de charge pour lesquels la barre entiere travaille dans la zone elastique.
Au-dessus de cette courbe ap nous avons affaire ä des cas de charge pour
lesquels l'element travaille soit integralement, soit partiellement, en dehors de
la zone elastique. Nos familles de courbes ne sont donc valables que jusqu'a la
courbe <jp.

Pour les memes valeurs de m, on a egalement trace les courbes de (j^r. Ce
sont les efforts critiques au centre de gravite, pour lesquels, suivant les resultats

experimentaux de Ros, il se produit un flambage de la barre charge
excentriquement, ou, d'apres les considerations que nous avons exposees au debut,
une instabilite.

Pour les trois cas d'excentricite envisages, et pour les finesses admissibles
dans la pratique, les etats d'instabilite se manifestent dans des zones pour
lesquelles l'element travaille partiellement ou integralement en dehors du
domaine elastique. Meme pour de tres faibles valeurs de m, il est impossible
que la courbe de <Tkr pnsse au dessous de la droite <yp.

Pour pouvoir mieux nous rendre compte de la distributiondes efforts dans le

cas d'une compression excentrique,nous nous proposons encore de determiner
les efforts qui se trouvent mis en jeu. Nous nouslimiterons au calcul des efforts
maxima sur les bords de la section rectangulaire situee au milieu de la barre.

-Z-v±l£-i—(,±ttS) (,2)

F represente la section et J le moment d'inertie.
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Les efforts maxima et minima au milieu de la barre peuvent egalement

s'ecrire comme suit : <jm a„( 1+X -7 i /-' .K) (13)
nun \ y ffn /

On a determine d'apres l'equation (13) differentes valeurs des efforts pour
m=0,5, 1 et 3 pour chacun des coefficients de finesse de 100, 150 et 200
et pour une charge croissante P as. F.

Ces valeurs ont permis d'etablir les courbes des figures 3a, 3b et 3c.
Sur les ordonnees cjui correspondent aux differentes charges, on a porte les

r
efforts, les deviations a et les valeurs des flechissements -^-

as, designe l'effort au centre de gravite.
er' l'effort peripherique au milieu de la barre, dans les fibres comprimees;
ay/ — — dans les fibres tendues;

ces deux efforts etant consideres sans tenir compte de la deformation de Taxe
de la barre ;

ffmax et amin designent resp ctivement les efforts effectifs peripheriques dans
les fibres comprimees et dans les fibres tendues, en tenant compte d'une maniere
precise de la deformation de cet axe. Les differences (amax — O et (smin— O
representent Tinfluence du flechissement de l'element, qui parait dependre
largement de m et de X.

L'intersection de l'horizontale <rp avec la courbe de <jmax donne la charge P

pour laquelle les fibres exterieures du milieu de la barre depassent la limite
de proportionnalite. Ce passage est indique dans les figures par un trait ver-
tical double. A gauehe de ce trait double, l'element travaille dans la zone
elastique, et ä droite, il travaille partiellement en dehors de la zone elastique.

L'intersection de l'horizontale correspondant ä un ettbrt admissible
(J/z= 15 kg par mm2 avec la courbe <jmax donne la charge pour laquelle on
atteint dans les fibres peripheriques le taux de <rz. Sur les figures 3 sont encore
indiquees :

1) l'effort de flambage de lYlement j^ pour une charge axiale ;

2) l'effort admissible au flambage ak/ pour un coeflicient de securite de 2,5;
3) l'effort critique <j\ pour un element charge excentriquement, suivant Ros;
l) l'effort admissible apkz avec un meme coefficient de securite de 2,5.
Les indications fournies par les figures 3 nous montrent les influences de m

et de X sur la rep.irtilion des efforts et des flechissements dans la section du
milieu de la barre et nous constatons ici encore, de meme qu'il est resulte des

figures 2, que l'instabilite des elements doues d'une certaine finesse est con-
ditionnee par le moment oü le materiau de cet element commence ä sortir de la
zone elastique.

IV. Calcul de l'öquilibre pour des matäriaux partiellement
ou intögralement plastiques.

Nous avons deja signale, des le debut, quil est extremement dillicile
dInterpreter analytiquement la maniere dont se comportent les parties d'ouvrages
dont les deformations sortent, en totalite ou en partie, du domaine elastique,
du fait que la mecanique actuelle de la plasticite ne peut pas encore mettre ä
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notre disposition des relations süres, basees sur des recherches experimentales,
entre les ellbrts et les deformations.

Pour Lexecution pratique des calculs, nous supposons, pour toute la barre,
un module d'elasticite E constant, auquel correspond une Variation lineaire
defforts reduits comme suit : pour pouvoir tenir compte de la Variation effective
du module E d'une fibre a Lautre, nous reduisons les valeurs des sections suc-
cessives, de teile sorte que les resultantes des efforts internes effectifs soient
Äquivalents a ceux qui sont determines par les efforts et sections reduits.

Si, a un endroit donne, la largeur d'une fibre est Z>7j et si l'effort effectif
correspondant atteint ar,, il leur correspond, apres la reduction (voir figure 5),
la largeur reduite brr\ et l'effort reduit s\. On doitavoir brr zi\=bvi\. crn doü Ton

deduitla largeur reduite correspondante d'une fibre de la section : b\=bt[. —-

La section initiale F se trouve remplacee par une section reduite Fr.
La figure i repivsente l'etat d'une barre soumise a une charge excentrique

et articulee a ses deux appuis d'extremite, dansle cas oü cette barre travaille
partiellement ou integralement en dehors de la zone elastique. L'axe statique
qui doit etre pris en consideration dans les presentes recherches theoriques
passe par les centres de gravite des sections reduites. Cet axe statique accuse

par rapport a laxe geometrique un ecart er.
Considerons ä nouveau la section rectangulaire, en introduisant toutefois,

comme variable pour le rayon de courbure, l'element d'arc ds de Taxe statique
et l'angle ©correspondant. Sur la figure 5, on a porte, pour une section rec-
tangulaire, le diagramme des allongements et des tensions, de meme que la
section reduite.

Considerons maintenant deux allongements sd et sz de fibres peripheriques ;

nous en deduisons, par le diagramme des allongements, les efforts correspon-
dants ä la Peripherie jj et <jÄ, de meme que les valeurs des efforts reduits ard

et ar7. Nous determinons la largeur reduite des fibres particulieres et, pour
toute la section reduite, la valeur Fr, la position du centre de gravite Sr, ainsi

que le moment d'inertie Jrs de la surface Fr par rapport au centre de gravite Sr.

Au centre de gravite de la section reduite, on a l'allongement sn suivant
Taxe statique et les efforts correspondants <rn ou ar„. De la figure 5, il resulte
enfin, pour le rayon de courbure, la relation :

1 *±^-1 (16)
p h

de sorte que nous pouvons fixer egalement la position de laxe neutre de la
section au moyen de la relation : s p. £„.

Un allongement quelconque ä une distance rt du centre de gravite est donne

par : £T| e„ + -1 s
En partant du module conslant E, des efforts reduits et de la section reduite,

nous pouvons maintenant effectuer le calcul suivant Navier et nous obtenons
les relations concernant les efforts exterieurs :

P 71nF» (17; et M —s (18)
9

Le bras de levier par rapport a Taxe statique de la barre est enfin donne
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par y M : P. Si pour une section determinee, on connait le point d'appli-
cation de la charge, on atteindra l'equilibre lorsque l'effort P deduit des

allongements consideres pour les fibres peripheriques concordera avec la

charge effective et y er-| — avec l'intervalle entre le point d'application

de la charge et Taxe statique de la barre (voir figure 5).
Pour la determinatiön exacte de Taxe de la barre, il faut maintenant pro-

ceder d'une maniere analogue a ce qui a ete fait pour le materiau elastique, en

integrant l'equation differentielle : I _ il _
P cos V

p ds E Jrs

dans laquelle y j ds sin <p. Comme le moment d'inertie Jls varie avec

l'angle 9, l'integralion ne peut etre effectuee que graphiquement.
Nous sommes donc maintenant en mesure d'etablir des diagrammes d'equilibre

pour un diagramme d'allongement donne. Pour une charge P determinee
P

(ou pour un effort correspondant crn au centre de gravite), considerons

tout d'abord differentes valeurs de £d et de sz. Ces valeurs doivent etre choi-
sies telles que : P 7p„.Fr. Pour chaque cas, nous determinons eT et s ainsi

E J's
que le moment M des efforts interieurs : M= —|—¦ (s(1— sz).

Enfin nous avons pour le bras de levier de la charge exterieure P par rap-
M F

port a l'axe statique de la barre : y _ __ i_ jr^ /£<J £ \

Si Ion considere des elements d'arc iinis A s, on a pour la Variation de

l'angle correspondant : A? As
w<1 d'oü Ton peut determiner progressi-

vement Taxe de la barre et les modifications correlatives de y.
Pour la conduite pratique des Operations, on pourra etablir des graphiques

pourdifferentes valeurs de P (oude jn); pour toutes determinations ulterieures, on
obtiendra les valeurs demandees par interpolation des courbes des graphiques.

II faut maintenant determiner la position d'equilibre qui correspond ä une
charge donnee appliquee a une barre donnee. Determinons tout d'abord si le
milieu de cette barre se comporte plastiquement. Comme, avec les hypotheses
que nous avons faites, nous ne connaissons que l'angle de devialion de Taxe
de la barre en son milieu pour m 0, il faut commencer par tracer la courbe
de flexion. Admettons tout d'abord un bras de levier ?ym, sans perdre toutefois
de vue que cette valeur comprend non seulement le flechissement de l'axe de
la barre, mais egalement l'excentricite initiale ; determinons les valeurs corres-
pondantes de la devialion de Taxe de la barre A o a partir des resultats
graphiques obtenus precedemment et pour un As fini. Nous obtenons ainsi pour
un ecart A s du milieu de la barre, un point de son axe ainsi que la valeur
correspondante y' du bras de levier. Pour ce nouveau bras de levier, determinons

ä nouveau la Variation A 9 correspondante pour un nouveau A s, nous
obtenons le bras de levier y" qui correspond ä 2 A s et ainsi de suite. En arri-
vant a Textremite de la section de la barre, nous devons obtenir la valeur y0
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qui, etant donne le e0r connu, doit nous conduire au point d'application de la
charge a l'extremite de cette section. Sinon, il conviendra de choisir une autre
valeur de depart ym jusqu'a ce que l'on arrive ä un resultat exact. Dans la

pratique, la section du milieu de la barre seule travaillera en dehors de la zone
elastique, le reste pouvant etre calcule sur la base de l'elasticite.

Si nous devons enfin rechercher quelle est la charge critique d'instabilite,
nous devons partir des valeurs limites pour le moment dans le milieu de la
barre, ou des maxima possibles du bras de levier et determiner la courbe de
flexion comme precedemment. C'est cette courbe de flexion de la barre qui
servira de point de depart, pour toutes les excentricites possibles du point
d'application de la charge a l'extremite de la barre. Cette courbe de flexion une
fois etablie, nous sommes en mesure de determiner les longueurs critiques de
la barre qui correspondent ä une charge donnee et ä une excentricite initiale
arbitraire, et d'etablir la valeur limite precise ä partir de laquelle il y a insta-
bilite.

Le procede de calcul developpe dans les lignes qui precedent s'applique,
independamment des charges excentriques, ä tous les systemes de charge axiale,
lorsque Ion se trouve en presence de flechissements provoques par des causes
quelconques ayant conduit ä un depassement de ap. Si, en definitive, la resistance

ä. la flexion se trouve depassee au milieu de la barre, on se trouve en

presence du cas de l'instabilite d'une barre soumise ä une charge axiale, et
qu'il ne faut pas confondre avec le flambage. Notre methode permet egalement
de prendre en consideration le cas du flambage des barres trapues lorsque,
suivant l'esprit de notre definition, le calcul est base sur la consideration de

Linstant oü l'axe de la barre, de droit, devient incurve, en tenant compte de
la reduction de la charge sur le cöte tendu.

Cette methode de calcul se rattache etroitement, pour les cas de plasticite
partielle, au calcul exact applicable dans la zone elastique, et naturellement
Penglobe. Elle permet de suivre exaclement les deformations et les efforts de
section en section, meme pour des cas de charge compliques.

V. Ätudes expgrimentales.

Les considerations qui ont ete exposees jusqu'a maintenant nous amenent ä

envisager la verification des hypotheses et des resultats obtenus. Les etudes
cxperimentales ont deux objectifs : Tun de caractere theorique, l'autre de

caractere pratique. Ce dernier consiste a determiner les charges critiques,
telles qu'elles se presentent en pratique, dans les differents elements utilises en
construction, afin de permettre l'etablissement de formules et de diagrammes.

C'est en ce qui concerne les barres chargees sgcialement que l'on possede le

plus de resultats pratiques. Ces resultats ont permis de determiner les courbes
des efforts de flambage, donnant les valeurs critiques des efforts au centre de

gravite, pour lesquelles le flambage se produit.
Les essais pratiques pour la determination de la resistance au flambage des

töles d'äme et des ailes des poutres, etc.. n'ont pas encore ete etablis en
nombre süffisant pour pouvoir servir de base aux recherches theoriques.

La question de l'instabilite des barres chargees excentriquement a ete suivie
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tout particulierement par Ros au Laboratoire Federal d'Essai des Materiaux ä

Zürich. A la suite de nombreux essais, on a determine pour des excentricites
variables, les courbes des tensions critiques au centre de gravite, analogues aux
courbes des efforts de flambage. On a envisage des marges de securite equi-
valentes a celles qui ont ete adoptees pour les recherches sur le flambage.
Cette methode est evidemment pratique, mais eile ne permet pas de traduire
l'influence des moments flechissants, dont l'importance est pourtant preponde-
rante en ce qui concerne l'apparition de l'etat d'instabilite. II n'est pas possible
de determiner pour quelles relations entre les moments et les efforts (excentricites)

il faut proceder ä un calcul d'instabilite et pour quelles autres on peut
se contenter d'une simple etude portant sur les efforts. II ne faut d'ailleurs pas
perdre de vue que les questions concernant l'importance de la marge de securite

doivent etre traitees d'une maniere concordante dans les deux cas.
On ne possede encore que tres peu de resultats experimentaux, susceptibles

d'interesser la technique pratique de la construction, en ce qui concerne les
efforts s'exercant excentriquement sur les dalles, les ämes, les ailes des poutres,
etc.. (les cas de charges groupees n'etant toujours pas consideres).

Nous pouvons donc constater que ce domaine tres interessant de la stabilite
et de la resistance des barres et des dalles comprimees et flechies offre encore
aux recherches experimentales un champ tres vaste.

II convient donc tout d'abord de poursuivre des effets d'ordre scientilique,
afin de degager les bases de la question. Seules de telles investigations per-
mettront de mieux saisir la maniere dont se comportent les barres, les dalles,
etc.. dans le domaine plastique. Correlativement, ces recherches apporteront
egalement leur contribution a Tetude des questions d'ordre statique et
dynamique dans lesquelles le probleme que pose l'entree de certains elements de
construction dans le domaine plastique conduit non pas ä envisager le point
de vue de la marge de securite, mais l'adoption, pour l'ensemble du Systeme
statique, de dispositions plus rationnelles.

L'execution de tels essais de base, portant sur des elements de construction
travaillant dans le domaine plastique, deniande des installations particulieres.
Suivant la vitesse de deformation, les frottements internes, suivant Lallure du
diagramme des allongements, etc., l'apparition des deformations considerables
dans le domaine critique est plus ou moins rapide ; il ne doit pas en resulter
la plus petite repercussion sur la charge (c'est-ä-dire sur la machine d'essai),
pas plus que de la deviation de Taxe de la barre ou du plan des töles, si l'on
veut que l'essai soit effectue dans les conditions desirables de precision.

Dans ces recherches, les possibilites d'augmentations progressives aussi
faibles que possible de la charge, ainsi que le temps, jouent un röle important;
il sera par exemple interessant de pouvoir determiner, en correspondance avec
le diagramme des allongements, dans quelles conditions on pourra, apres
depassement d'une zone d'instabilite determinee, realiser une nouvelle position
d'equilibre.

II est en outre necessaire de contröler l'influence des charges statiques repe-
tees (avec depassement de la limite de proportionnalite), ainsi que Linfluence
des charges de nature dynamique, sur ces questions d instabilite.

Pour l'etude experimentale des questions ainsi indiquees, il conviendra de
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travailler sur des modeles de barres et de dalles prepares avec les materiaux
utilises en pratique, ou avec d'autres materiaux appropries admettant des dia-
grammes d'allongement nettement determines.

L'auteur a concu, ä l'Institut pour la Statique de la Construction de l'Ecole
Polytechnique Federale de Zürich, differents appareils et dispositifs, permettant
l'etude systematique des questions importantes de la statique qui viennent
d'etre indiquees.

Concretisons les considerations precedemment exposees par la discussion de

quelques essais effectues. La serie de photographies de la figure 6 se rapporte
ä l'application d'une charge excentrique avec m 3, sur une barre preparee
avec un materiau experimental particulier. Le quatrieme cliche ä partir de la
gauche represente un cas typique d'equilibre, dans des conditions integralement

elastiques. Pour une faible augmentation de la charge (cliche 5) il se

produit dans le milieu de la barre un fort flechissement, tandis que les extremites

de cette barre accusent un commencement de redressement. On a alors
une position d'equilibre correspondant a un travail partiellement plastique pour
le milieu de la barre. Si, apres de telles conditions de charge, on supprime
la charge, le milieu dela barre accuse un flechissement permanent (cliche 6).

La serie inferieure des cliches de cette meme figure se rapporte ä un essai
effectue sur une barre en acier de construction et pour m 3 egalement. Le
quatrieme cliche ä partir de la gauche concerne encore un travail entierement
elastique. Sur le cinquieme cliche, on arrive au moment oü, par suite d'une
legere augmentation de la charge, l'etat d'instabilite apparait. On constate, la

encore, que pour une meme charge, la deformation se localise au milieu de la
barre, tandis que ses extremites accusent un redressement. Apres enlevement
de la charge, aucune nouvelle position d'equilibre n'ayant ete atteinte, la
deformation estrestee localisee au milieu dela barre, les extremites restant
entierement droites, suivant le cliche 6.

L'essai de la figure 7 a ete effectue sur une barre trapue en acier doux et
egalement pour w=3. On ne peut pas suivre aussi bien, sur ces cliches, les formes
d'equilibre tout d'abord entierement elastique, puis partiellement plastique,
par suite de l'aspect plus ramasse de la figure. Le deuxieme cliche represente
la position extreme d'equilibre ä partir de laquelle la barre commence ä s'in-
flechir pour une faible augmentation de la charge. Le cliche inferieur de gauche'
montre que seul le milieu de la barre participe ä la deformation ulterieure, tandis

que les extremites subissent un redressement. Le dernier cliche represente
enfin la barre apres suppression de la charge.

La figure 8 represente deux barres, apres la suppression de la charge. L'une
de ces barres est tres mince et allongee et lautre plus courte et ramassee ; on
peut observer tres nettement le mode de deformation apres depassement de la
limite d'instabilite.

Les exemples qui viennent d'etre exposes montrent que pour les barres, les
dalles et les dispositions complexes de formes et de charges, l'instabilite se

manifeste toujours et exclusivement dans une zone partiellement inelastique.
II est extremement important d'etudier d'une maniere precise le travail des

systemes de construction, dans ce domaine, tout particulierement en vue des

ouvrages que l'on fait sortir intentionnellement de la zone elastique, sans faire
intervenir l'instabilite.
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Zusammenfassung.

Werden Stäbe mit gerader Achse durch Druckkräfte, oder werden ebene
Platten durch Momente und Querkräfte in ihrer Schwerebene beansprucht
(Zentrische Belastung), dann bleiben die Stabachsen gerade und die Platten
eben, bis bei allmählichem, statischem Anwachsen die kritische Belastung,
die Knicklast, erreicht wird. Stäbe und Platten nehmen gebogene Formen an,
die neuen Gleichgewichtslagen entsprechen. Zu den ursprünglichen äusseren
Lasten treten noch Biegemomente und Querkräfte hinzu, die senkrecht zur
Stabachse oder senkrecht zur Plattenebene wirken. Aus der reinen Druckbelastung
des Stabes wird eine kombinierte Druck-Biegebeanspruchung, und aus dem
ebenen Spannungsproblem der Platte ein räumliches. Nach dem Wechsel
der Gleichgewichtslage verhalten sich ausgeknickte Bauglieder bei weiterer
Belastung wie solche mit anfänglichen Biegemomenten. Knicken ist somit nur
dann möglich, wenn die ursprüngliche Belastung bei gerader Stabachse oder
ebenen Platten zentrisch wirkt.

Sind Stabachsen oder Schwerebenen von Platten von Anfang an gekrümmt,
oder wirken ausser anderen Lasten Kräfte, die infolge von Deformationen
Biegemomente hervorrufen, so haben wir es mit kombinierter
Druck-Biegebeanspruchung zu tun. Hiehergehören : exzentrischer Druck, Druck mit Quer-
belastuug, zentrischer Druck nach Überschreiten der Knicklast usw.

Die Ausbiegungen, und Spannungen nehmen infolge der von den Deformationen

abhängigen Biegemomente schneller zu als die Last; jedoch entspricht
jeder Last eine Gleichgewichtslage, solange wir unbegrenzt elastisches Material

voraussetzen. Die Materialeigenschaften der Baustoffe bedingen, dass bei
Eintreten grösserer örtlicher Verformungen die Biegesteifigkeit erschöpft
wird und zunächst an der Stelle des ungünstigsten äusseren Momentes die
inneren Kräfte nicht mehr im Stande sind, Gleichgewicht mit der äusseren
Belastung herzustellen. Wir erhalten eine Änderung in der statischen Gliederung

des Bauteiles und damit eine Umlagerung des Spannungsverlaufes. Ist
nach der teilweisen oder gänzlichen Ausschaltung von Teilen des Tragsystems

eine neue Gleichgewichtsform möglich (kontinuierlicher Träger bei
Überschreitung der Fliessgrenze über einer Stütze, ausgesteifte Stegbleche von
Biegeträgern nach teilweisem Ausbeulen der Stege usw.), so ist diese bei der
Prüfung der Tragfähigkeit nach weiterer Laststeigerung den Untersuchungen zu
Grunde zu legen. Treten die Einschränkungen der Biegesteifigkeit jedoch an
Stellen auf, die nicht gestützt sind, beispielsweise die Mitte eines exzentrisch
gedrückten Stabes, und daher ausweichen können, so ist keine neue stabile
Gleichgewichtslage mehr möglich. Wir sprechen in diesem Falle von Instabilität;

der Bauteil ist gänzlich unbrauchbar geworden.
Instabilität von auf Druck und Biegung beanspruchten Bauteilen kann demnach

nur eintreten, wenn nach Überschreiten der Proportionalitätsgrenze in
einzelnen Teilen unelastisches Verhalten auftritt. Die Form des Spannungs-
Dehnungs-Diagrammes ist von grundlegendem Einfluss. Das Problem selbst
kann als Gleichgewichtsaufgabe oder als Spannungsuntersuchung behandelt
werden.
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Die genaue rechnerische Behandlung der geschilderten Belastungsfälle ist
im elastischen Gebiet ohne weiteres, im unelastischen nur nach gewissen
Annahmen möglich. Um der Praxis wirtschaftliches Dimensionieren von Baugliedern,

die auf Druck und Biegung beansprucht werden, zu ermöglichen und
um genügende Sicherheit gegen das Erreichen von Instabilität im unelastischen

Bereich zu gewährleisten, ist das Verhalten der Baustoffe im plastischen
Gebiet zunächst auf wissenschaftlich-versuchstechnischer Basis eingehend zu
erforschen. Über die speziellen Aufgaben der « Stabilität und Festigkeit von
auf Druck und Biegung beanspruchten Bauteilen » hinaus müssen die Grundlagen

geschaffen werden, die eine praktische Berechnung der Bauglieder im
unelastLschen Gebiet ermöglichen, um eine Reihe von wichtigen Fragen der
Statik und Dynamik ihrer Lösung entgegen führen zu können.

R6sumö.

Si l'on soumet des barres ä axe rectiligne ä des efforts de compression, ou
des dalles planes ä des moments et ä des efforts tranchants s'exercant dans le

plan du centre de gravite, les axes des barres restent rectilignes et les dalles
restent planes, jusqu'a ce que la charge, augmentee progressivement, atteigne
la valeur critique, c'est-ä-dire la charge de flambage. Les barres et les dalles
accusent ensuite des flechissements qui correspondent ä de nouvelles positions
d'equilibre. Aux charges exterieures initiales s'ajoutent encore des moments
flechissants et des efforts tranchants, qui s'exercent perpendiculairement ä

Taxe de la barre ou au plan de la dalle. A partir de la charge de compression
simple dela barre, prennent naissance des systemes combines d'efforts de

compression et de flexion. L'etude de la dalle devient un probleme interessant les
trois dimensions. Apres modification du Systeme d'equilibre, les elements
flechis se comportent, pour les nouvelles augmentations de la charge, comme
des elements soumis ä des moments flechissants initiaux. Le flambage n'est
ainsi possible que lorsque la charge initiale s'exerce axialement, tant dans les
barres rectilignes que dans les dalles planes.

Si les axes des barres ou les plans des dalles ont subi un flechissement
initial, ou si ces elements se trouvent, enoutre, soumis ä des charges qui se tra-
duisent, par suite des deformations initiales ci-dessus, par des moments flechissants,

nous aurons alors affaire a un Systeme combine d'efforts de compression
et de flexion. A ce cas appartiennent : les charges appliquees excentriquement,
les compressions avec efforts tranchants, les compressions axiales apres
depassement de la charge de flambage, etc..

Par suite de l'intervention des moments flechissants resultant des deformations,

les flechissements augmentent plus rapidement que les charges. Toutefois,
ä chaque charge correspond une position d'equilibre, tant qu'il s'agit de materiaux

ayant une elasticite illimitee. Les caracteristiques propres des materiaux
employes conditionnent le depassement de la resistance ä la flexion, lorsque
de plus grandes deformations locales entrent en jeu ; c'est d'elle que depend
la possibilite d'un equilibre entre les efforts internes et la charge exterieure, ä

Tendroit oü le moment s'exerce de la maniere la plus defavorable. II en resulte
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une modification dans la conception statique des elements de la construction
et un regroupement des efforts. Si, apres la mise hors de cause partielle ou
totale de certaines parties du Systeme porteur, une nouvelle forme d'equilibre
est possible (cas des poutres continues apres depassement de la limite d'ecoule-
ment au-dessus d'un appui, etanconnement des poutres travaillant ä la flexion
apres flambage partiel de läme, etc..\ cette nouvelle forme doit servir de

point de depart pour le contröle de la capacite de charge, pour de nouvelles
augmentations de la charge. Si toutefois la resistance ä la flexion se trouve
depassee ä des endroits non soutenus, par exemple au milieu d'une barre
comprimee excentriquement, endroits qui sont par consequent susceptibles de

flechir, on ne pourra plus trouver une nouvelle position d'equilibre stable.
Nous dirons alors qu'il y aapparition de l'etat d'instabilite; l'element est com-
pletement mis hors service.

L'instabilite des elements soumis a des efforts de compression et de flexion
ne peut donc se produire que lorsque certains elements sortent de la zone
elastique, par suite du depassement de la limite de proportionnalite. La forme du
diagramme des allongements est lä d'une importance determinante. Le probleme
peut etre traite comme une question d'equilibre ou comme une question d'efforts.

L'etude rigoureuse des cas de charges indiques est possible immediatement
dans le domaine elastique ; mais eile ne peut etre abordee, en dehors de ce
domaine, qu'en partant de certaines hypotheses. II importetout d'abord d'etu-
dier d'une maniere approfondie, theoriquement et experimentalement, la
maniere dont se comportent les materiaux utilises en construction ; cette question

est necessaire si l'on veut pouvoir arriver, pour les differentes parties de
la construction, ä des dimensions economiques et si l'on veut realiser des

marges de securite süffisantes, par rapport ä l'instabilite dans le domaine
plastique. Pour pouvoir resoudre toute une serie de questions capitales, en
statique et en dynamique, on devra mettre sur pied les bases d'une etude
speciale de la « Stabilite et dela resistance des elements travaillant simultane-
ment ä la compression et ä la flexion », etude destinee ä permettre le calcul
pratique des elements dans le domaine plastique.

Summary.

If members with straight axes are submitted to compression, or ifflat plates
are stressed by moments and transverse forces in the plane of their centre of
gravity (central loading), the ends of the members remain straight and the
plates flat, until through gradual static increase the load reaches the critical
(buckling) load. Members and plates then assume bent shapes, corresponding
to the new positions of equilibrium. In addition to the original external loads,
there come into play also bending moments and transverse forces, which act
perpendicular to theaxisof the member or perpendicularto. the plane ofthe plate.
The purely compression loading ofthe member becomes a combined compression
and bending stressing, and the problem of the stresses in the plate is in three
dimensions instead of in two. After the position of equilibrium has altered,
buckled structural members when still further loaded behave as members
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with initial bending moments. Bückling is consequently only possible, when
the original load acts centrally in the case of a member with straight axis or
in the case of a flat plate.

If the axes of members, or the central planes of plates, are initially bent, or
if in addition to other loads forces act which cause bending moments in
consequence of deformations, we have to deal with combined compression and
bending. To these belong : eccentric pressure, compression with transverse
loading, central pressure after the buckling load has bse:i exceeded, etc.

The deflectionsand stresses, in consequence ofthe bending moments depending
on the deformations, increase more quickly than the load; but to every load
there is a corresponding position of equilibrium, as long as we assume unlimi-
ted elasticity of the material. From the properties of the structural material it
results that, when larger local deformations occur, the resistance to bending
becomes wreak and at first at the place where the external moment is most
unfavourable the internal forces are no longer able to bring about equilibrium
with the external loading. We get a change in the stalic conditions of the
structural part and therefore a change in the run of the stresses. If, after
partial or complete elimination of parts of the System, it is possible to have a

new form in equilibrium (continuous girders with the elastic limit exceeded
over one Support, stiffened webs of plate girders after partial buckling ofthe
web, etc.), this has to be taken into consideration when testing the carrying
capacity after further increase in load. If however the reductions in the resistance

to bending occur at places which are not supported, — for example in
the middle of an eccentrically compressed member, — and may consequently
give way, a new stable position of equilibrium is no longer possible. In this
case we speak of instability ; the system will be destructed.

Instability of structural parts submitted to compression and bending can
accordingly only occur if inelastic conditions result after the limit of propor-
tionality is exceeded in individual parts. The shape ofthe stress-strain diagram
is of fundamental significance. The problem itself may be treated as a problem
in equilibrium oras an investigation of stresses.

The exact mathematical treatment of the described cases of loading is quite
possible in the elastic zone; in the inelastic zone certain assumptions must
first be made. In order to make possible in practice to obtain economical
dimensioning of structural members which are submitted to compression and
bending, and in order to ensure sufficient safety against reaching instability in
the inelastic zone, the behaviour of the structural material in the plastic zone
must first of all be thoroughly investigated scientifically and technically. For
the special problems of the " stability and strength of structural members
subjected to compression and bending ", one must search for principles which
will enable to make practical calculations for structural members in the
inelastic zone, in order to solve a series of important questions in statics and

dynamics.
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