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La stabilite des barres comprimees par des forces excentrees 8)

c) Das Unzutreffen der v. Kärmänschen Grundannahme (III) ist an mehreren
Stellen meines Wiener Diskussionsbeitrags mit Nachdruck hervorgehoben

worden.

Traduction.

1. — La Publication Preliminaire 4 publiee par le Secretariat General de
l'Association Internationale des Ponts et Charpentes, ä l'occasion du Congres
de Paris, renferme deux Rapports 2 qui traitent d'une maniere detaillee de la
question du flambage des barres prismatiques sous l'influence d'une charge
centree. Le meme sujet a ete, comme on le sait, egalement traite, ii y a quatre
ans, au cours du Congres de Vienne. De tres notabfes divergences d'opinion se
sont manifestees au cours des discussions et ont ete exprimees d'ailleurs dans
le Compte Rendu du Congres de Vienne 3. Les points de vue exprimes dans
ces deux Rapports relativement aux questions litigieuses, traitees ä Vienne,
devaient ainsi eveiller un interet particulier. On devait d'ailleurs d'autant plus
s'attendre ä une attitude nette par rapport ä ces questions, que le Rapporteur
de ce probleme ä Vienne a clos les debats sur la question du flambage par un
resume des resuttats de la discussion 4 qu'on ne saurait considerer comme
pouvant elucider le probleme litigieux. En effet, la demonstration mathema-
tique ¦> du Rapporteur sur la theorie de flambage d'Engesser-Kärmän 6, qui
forme la partie essentielle de ce Resume, contient, par megarde evidente, des
erreurs de calcul7 ; eile presente d'ailleurs, en outre, ce caractere particulier que
meme en eliminant ces erreurs de calcul on arrive ä un resultat qui se trouve
en Opposition directe avec la these ä confirmer.

Cependant dans la Publication Preliminaire au Congres de Paris on ne trouve
de rectification ni de fa demonstration en question, indiscutablement erronee,
ni des conclusions que le Rapporteur ä Vienne a tirees de cette demonstration.
Cette Omission, ä laquelle s'ajoute la non-consideration des plus recents resul-

Punktes C die Spannungsverteilung genau darstellen sollte, wie dies in der Engesser-
v. KÄRMÄNSchen Theorie vorausgesetzt wird. (Anm. : Man beachte die in das Figurenma-
lerial des Ros 'sehen Referates eingetragene Bezeichnung : « Cours approximatif de la
courbe tension-allongement ä la decharge »).

1. Association Internationale des Ponls ef Charpentes, Premier Congres, Paris, 1932,
19-23 mai. Publication Preliminaire.

2. L. Karner, « Stabilität und Festigkeit von auf Druck und Biegung beanspruchten
Bauteilen ». Rapport d'Introduction, Publication Preliminaire, pages 17-39.

M. Ros, « La stabilite des barres comprimees par des forces excentrees». Publication
Preliminaire, pages 57-93.

3. Compte Rendu du 2e Congres International de Construction des Ponts et Charpentes.
Vienne, Julius Springer, editeur, 1929, pages 282-346.

4. Ib., pages 338-346.
5. Ib., pages 338-340.
6. Th. v. Kärmän, « Untersuchungen über Knickfestigkeit ». Mitteil. üb. Forschungsarbeiten

a. d. Geb. d. Ingenieurwesens, n° 81, Berlin, 1910.
7. Compte Rendu du 2° Congres International de Construction des Ponls et Charpentes.

Vienne, Julius Springer, editeur, 1929, page 340, ligne 11 et 17. L'erreur consiste dans
l'introduction du module de flambage Tk de Kärmän, au lieu du module T d'Engesser,
qui est toujours different du precedent.
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tats qu'ont donnes la recherche experimentale1 et l'etude theorique2-3,peut donner

une impression erronee. En effet, le Lecteur de la Publication Preliminaire

au Congres de Paris pourrait, en l'etat actuel des choses, avoir l'impression que

toutes les objections soulevees contre la theorie d'Engesser-Kärmän ont ete

refutees dans l'expose du Rapporteur ä Vienne k II semble donc absolument

indispensable de revenir encore une fois sur ces objections, d'autant plus qu'il
est desirable de les asseoir sur une base plus precise et plus developpee3.

2. — La theorie du flambage d'Engesser-Kärmän repose sur trois hypotheses

d'ordre physique, et le caractere non defendable de cette theorie resulte neces-

sairement du fait que l'une de ces hypotheses de base se trouve en contradic-

tion avec les faits d'ordre experimental les plus certains.
Dans les deux premieres hypotheses de base d'Engesser-Kärmän, sont

exprimees, aussi bien pour le domaine des deformations elastiques, que pour
le domaine des deformations plastiques, les conceptions suivantes :

l __ Les sections planes de la barre comprimee non flechie restent planes

apres une flexion infiniment faible de cette barre ;

II. — La relation fonctionnelle entre les modifications de longueur specifiques

provoquees dans les fibres elementaires de la barre par la flexion et les

contraintes correspondantes est la meme que lors de l'essai de traction-compres-
sion pure.

La legitimite de ces hypotheses ne fait aucun doute G. Elles ne suffisent toutefois

pas ä permettre une Solution nettement determinee, car la deuxieme hypothese

ne contient aucune indication parfaitement definie en ce qui concerne la

forme de la relation fonctionnelle qui existe entre les modifications specifiques
de lono-ueur et les contraintes correspondantes dans la section d'une barre

comprimee flechie. Dans le but d'arriver ä une forme nettement determinee

pour cette relation fonctionnelle, Engesser a tout d'abord suppose
7 quelle

1. W. Rein, « Versuche zur Ermittlung der Knickspannungen für verschiedene

Baustähle ». Berlin, Julius Springer, editeur, 1930.

2 M Broszko, « Ueber die allgemeine Lösung des grundlegenden Knickproblems >..

Comptes Rendus du 3e Congres International de Mecanique Appliquee, Stockholm, 1930,

vol. III, pages 51-59.
_

3 M Broszko, « Beitrag zur allgemeinen Lösung des Knickproblems ». Memoires de

l'Association Internationale des Ponts et Charpentes, Zürich, 1932, 1« volume, pages 1-8.

4 Convaincu que l'exactitude de la theorie d'Engesser-Kärmän etait confirmee par la

demonstration mathematique ci-dessus apportee, le Professeur F. Hartmann, de Vienne,

a tente recemment de montrer, sur plusieurs exemples, que les resultats des recherches

qui se trouvaient en desaccord avec les conceptions de cette theorie etaient ipso facto

inexacts (voir Zeit. d. Oesterr. Ing.- u. Arch.-Ver., 84, 1932, page 165). La courte etude

de Hartmann permet dc se rendre compte d'une maniere si nette des idees et des raison-

nements d'un protagoniste convaincu de la theorie d'Engesser-Kärmän que l'on ne peut

qu'en recommander chaudement la lecture complete ä tous les Ingenieurs qm s

Interessent au probleme du flambage. Remarque faite sur epreuve).
5 Ces objections doivent etre d'ailleurs limitees en tenant compte de ce fait que 1

exactitude de l'expose mathematique de la formule du flambage de Kärmän ne peut faire l'objet
d'aucune contestation.

6 La validite de la premiere hypothese, meme dans le cas de la deformation plastique,

a ete demontree par des voies theoriques, par Grüning et Domke. La deuxieme hypothese

est evidente par elle-meme.
7. Zeit. d. Hannoverschen Ing.-u. Arch.-Ver., 35, 1889, page 45a.
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etait donnee par l'allure du diagramme de compression-contraction. Sur une
objection formulee ä ce sujet par Jasinski«, Engesser substitua ä sa troisieme
hypothese initiale de base la conception suivante 2 qui fut egalement adoptee
par Kärmän.

III. — La forme de la relation fonctionnelle a f (e), qui existe, pendantla flexion de la barre comprimee, entre la contrainte a se manifestant en un
point de la section transversale et le raccourcissement s specifique
correspondant, est donnee, pour le cöte correspondant ä la compression par flexion,
par la branche ca du diagramme de compression-contraction (fig. 1), et pourle cöte correspondant ä la traction par flexion, par la droite cb, °qui est parallele

ä la partie rectiligne op de ce meme diagramme. La relation fonctionneile
o- <I> (£), qui exprime la dependance entre les contraintes <j qui se
manifestent simultanement en differents points de la section transversale et les
raccourcissements s specifiques correspondants est par suite determinee, ä
tout moment, par le trace bca.

Par suite de l'introduction de cette conception, le but que se proposaient les
promoteurs de la theorie d'Engesser-Kärmän 3 etait atteint. En effet, la pro-position complementaire III permet d'arriver parfaitement, en liaison avec
l'hypothese de base I, ä une determination sans ambigüite de la repartition des
contraintes. Par contre, Engesser et Kärmän ne se sont pas rendu compte quel'introduction de cette conception est incompatible avec l'hypothese exacte II.

La cause de cette incompatibilite de la proposition III avec l'hypothese de
base II devient tres nette si Fon considere les resultats experimentaux ;

d'Ewing, que represente la figure 2 ; on voit en effet nettement sur cette figure
que la forme de la relation fonctionnelle qui existe entre la contrainte et la
modification de longueur specifique d'une barre soumise ä une charge axiale
depend, dans une large mesure, de la vitesse de deformation specifique-.
Suivant la premiere hypothese, cette derniere admet une valeur differente, sur
un meme plan de la section transversale, pour chaque couche de fibres
perpendiculaire au plan de flexion. Par suite, fa forme de la relation fonctionnelle

er f (e), dans le domaine de la section transversale de la barre flechie
et pour chaque couche de fibres perpendiculaire au plan de flexion, doit etre
differente, d'apres la deuxieme hypothese. Les courbes qui fraduisent la relation

ff f (s) pour differentes couches de fibres doivent donc suivre des par-cours differents et leur allure doit subir une modification continue, au passaged'une couche de fibres ä la couche voisine, etant donne que la vitesse de
deformation varie elle-meme d'une maniere continue d'une couche ä l'autre.
Du cöte surcharge par flexion, ces courbes (figure 3) passent entre le
diagramme ch du plan le plus extreme de la zone surchargee et le diagramme

1. Schweizerische Bauzeitung, 25, 1895, page 172.
2. Schweizerische Bauzeitung, 26, 1895, page 26.
3. II faut citer Jasinski, cn tout premier lieu, a cote d'Engesser, comme promoteur de

la theorie d'Engesser-Kärmän.
4. J. A. Ewing, The strength of materials. Cambridge, 1914, p. 42.
5. Au cours des essais d'Ewing, le rapport entre les vitesses de deformation specifiques

moyennes etait de 1/5000.



84 Premiere seance de travail

cd de la region neutre, c'est-ä-dire de la couche de fibres sur lequel la Variation

de charge au cours de la deformation de la barre se produit suivant une

vitesse nulle. Les courbes qui correspondent aux couches de fibres qui se

trouvent du cöte souscharge par flexion (fig. 4), passent par contre entre le

diagramme cd des fibres neutres et le diagramme constitue par la branche

tombante cf d'un cycle d'hysteresis et qui correspond ä la couche de fibres

extremes du cöte convexe de la barre. L'ensemble des courbes correspondantes

aux differentes couches de fibres constitue par suite une famille de

courbes differentes les unes des autres, en nombre infini et qui remplissent
d'une maniere continue l'espace delimite par les lignes ch et cf (figures 3 et 4).

Cette concfusion deduite des hypotheses I et II est toutefois incompatible
avec l'enoncede la proposition III, car dans cette derniere, il n'est question,

pour la relation fonctionnelle <r f (s), que de deux formes differentes, l'une
d'elles etant applicable au cöte comprime par flexion, Lautre au cöte tendu

par flexion. Par suite de cette incompatibilite avec l'hypothese legitime II, il
faut donc necessairement que fa proposition III soit inexacte k II en est natu-
retlement de meme en ce qui concerne la theorie du flambage qui a ete

deduite de l'hypothese exacte I et de la proposition inexacte III.
3. — II resulte suffisamment nettement des indications qui precedent que

la forme reelle de la relation fonctionnelle er <f> (s), qui existe entre les

contraintes er qui se manifestent simultanement dans la section de la barre

comprimee apres sa flexion et les contractions s specifiques correspondantes, ne

peut en aucun cas etre identique ä la forme determinee par fe trace bca

(figure 1). En effet, la courbe qui represente cette refation (et qui, dans ce qui
suit, sera designee sous le nom d' « isochrone ») doit dans tous les cas et ä

tout moment contenir un point de chaque caracteristique d'augmentation et

de diminution de charge (figures 4 et 3) ; en outre, sa forme doit varier avec

le temps.
La relation <r <F (e) se deduit de l'expression exacte au moyen d'une

equation mathematique et il n'est pas possible de representer exactement sa

Variation par une courbe analogue au trace bca d'Engesser-Kärmän (figure 1).

Quoique l'on ne connaisse pas d'une maniere exacte l'allure precise de l'iso-

chrone, on peut toutefois determiner d'apres les faits experimentaux connus

les caracteristiques tout ä fait generales de cette courbe (3 page 82). Leur

connaissance donne une base süffisante pour resoudre d'une maniere generale

et sans ambiguite le probleme du flambage. Ces caracteristiques peuvent se

resumer dans les deux enonces suivants :

HI a. _ Contrairement au trace bca brise d'Engesser-Kärmän (figure 1), l'iso-

chrone n'aecuse aucune discontinuite dans sa courbure.
HI b. — En conformite avec fe trace bca d'Engesser-Kärmän, l'allure de

l'isochrone est caracterisee par ce fait que les valeurs de la grandeur E —

qui correspondent aux differents points de la section transversale au moment

1 L'inexactitude de la proposition III se remarque dejä dans l'allure du trace bca,

figure 1, ce trace aecusant au point C un coude invraisemblable, contraire ä toute coneep-

tion de continuite.
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du flambage atteignent leur maximum Ek — dans la couche neutre et
£k

diminuent lorsque l'on s'eloigne de cette derniere '.
La condition de flambage determinee sur la base des hypotheses I, III a et

III b dans le cas oü les extremites de la barre comportent un appui mobile 2,
valable aussi bien dans le domaine elastique que dans le domaine plastique',
est exprimee par l'equation suivante :

Pkk :i-^)EkJk
i2

' ~ y-
k

relation dans laquelle on designe par :

Jk le plus petit moment d'inertie de la surface de la section transversale au
moment du flambage,

4 la longueur de la barre au meme moment.
Cette equation peut etre ramenee ä la forme plus simple ci-apres, en intro-

duisant le degre de finesse au rapporte au moment considere :

Sk ~ x2 Xz (2)

Si toutefois fa modification des dimensions de la barre sous l'action de la
charge de flambage est negligee comme on le fait generalement, les equations
qui precedent prennent alors les formes suivantes :

Pl(
Ek J

IT (la)
-2

et : £k — (2a)

dans lesquelles l designe la longueur de la barre non chargee, les valeurs de J
et X correspondant ä l'etat non charge de cette barre.

4. — La concordance tres satisfaisante entre la courbe theorique des
contraintes de flambage determinee ä partir de l'equation (2 a) et les resultats des
essais de flambage extremement serieux de Dahlem (' page 82) peut etre cons-
tatee sur la figure 5; par contre, les figures G et 7 montrent que les courbes
des contraintes de flambage deduites de la theorie du flambage d'Engesser-Kärmän

(6 page 81) et, pfus encore, ceffes qui avaient ete deduites de la theorie
initiale du flambage d'Engesser (2 page 83) sont nettement en discordance avec les
resultats experimentaux mentionnes. La dispersion non negligeable des points
experimentaux introduits dans ces figures, dans un but de contröle des
formules de flambage correspondantes, resulte du fait que des eprouvettes qui sont
censees etre constituees par le meme metal ont des caracteristiques
elastiques et platiques qui accusent toujours quelques ecarts. On peut remedier
dans une certaine mesure ä l'influence defavorable des ecarts ci-dessus
signales, qui ne vont pas sans nuire ä la rigueur du contröle, en ayant recours,
pour ce contröle de l'allure des courbes theoriques de contraintes de ilam-

1. ak et ek designent respectivement les valeurs de la contrainte et de la contracfion
specifique qui correspondent ä la charge de flambage Pk.

2. M. Buoszko, « Sur le flambage des barres prismatiques comprimees axialement >>.

Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, Paris, 186, 1928, page 1041.
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bage, ä des valeurs moyennes de contraintes de flambage obtenues au cours
de nombreux essais. Le resultat obtenu par un regroupement motive des

points d'origine experimentale portes sur la figure 5 est mis en evidence,
ä titre d'exemple, sur la figure 8, dans laquelle on a porte les points moyens
de couples de valeurs (X, ffk) afin de permettre un contröle plus precis et plus
aise de la courbe theorique des contraintes de flambage. L'influence des

ecarts entre les caracteristiques des materiaux constituant les differentes

eprouvettes d'essai, sur le resultat de ce contröle de la nouvelle theorie du

flambage, serait toutefois completement eliminee en ayant recours non plus
aux essais de compression, mais ä la methode directe de contröle, c'est-ä-dire
en determinant par la mesure directe les valeurs des grandeurs sk et Xk dans

l'equation (2) sur des eprouvettes accusant differents degres de finesse. Le
contröle direct de la condition de flambage exprimee par l'equation (2),

par les resultats des essais dont on dispose actuellement, n'est toutefois pas
possibie, car tes essais precis qui ont ete effectues jusqu'a mainlenant ont ete
bases sur les principes etablis par Engesser et Kärmän et l'on ne peut, par suite,

pas trouver, dans les compte rendus de ces essais, les indications numeriques
qui seraient precisement necessaires pour le contröle direct de l'equation (2) k

Les figures 9, 10 et 11 montrent enfin que pour un diagramme de
compression-contraction donne, figure 10, la courbe degre de finesse-contrainte de

flambage, figure 11, peut etre deduite sans aucun calcul de ce dernier

diagramme, en se basant sur l'equation (2a), ä condition de disposer d'une repre-
sentation graphique, ä l'echelle, de la relation fonctionnelle determinee par
cette equation (figure 9).

5. — L'application d'une theorie du flambage necessite la connaissance de

plusieurs caracteristiques degre de finesse-contrainte de flambage, ces

caracteristiques devant etre deduites du diagramme de compression-contraction
des materiaux envisages. II est par suite evident que pour un ingenieur qui a

ä calculer un ouvrage ayant ä supporter une charge determinee (statique par
exempie), ces caracteristiques seraient d'une valeur tout k fait problematique si

on les deduisait, suivant l'habitude anterieure, des diagrammes de compression-
contraction releves avec des vitesses de mise en charge ordinaires, qui sont

relativement tres fortes. En effet, le parcours geometrique du diagramme de

compression-contraction et par suite egalement celui de la caracteristique
finesse-contrainte de flambage qui en est deduite, dependent, dans une large

mesure, de l'atlure dans le temps de la mise en charge au cours des essais de

compression correspondants. Et en fait, i'influence du temps dans les essais

de compression courants se manifeste dans ce sens, que pour de plus faibles
vitesses de mise en charge, tes diagrammes de compression-contraction des-

cendent pfus bas. Aux diagrammes inferieurs de compression-contraction
correspondent pourtant les diagrammes inferieurs de la contrainte de flambage

en fonetion du degre de finesse. La figure 12 montre que l'influence du

temps sur l'allure de ces derniers diagrammes peut etre notabfe ; cette figure
represente deux caracteristiques degre de finesse-contrainte de flambage qui

1. Des essais tres etendus, ayant pour but la verification directe de l'equation (2),

doivent se terminer l'annee prochaine.
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ont ete determinees, d'apres l'equation (2 a), et pour le meme materiau
d'epreuve, ä partir des deux diagrammes compression-contraction qui sont
representes sur la figure 2 et qui ont ete releves avec des vitesses de mise
en charge differentes.

Des considerations qui precedent, il resulte que les caracteristiques degre de
finesse-contrainte de flambage ne peuvent repondre aux necessites de la
pratique que si elles sont deduites de diagrammes de compression-contraction qui
ont ete releves ä peu pres avec les memes vitesses de contraction que Celles
avec lesquelles il faut compter lorsqu'il s'agit d'elements de construction effec-
tifs. II est clair, par suite, que pour obtenir un diagramme de compression-contraction

repondant ä cette derniere exigence, it ne suffirait pas d'un diagramme
de compression normai, meine si l'essai de compression consistait en un essai
de duree. Pour aboutir ä une relation fonctionnelle <s f (s) qui soit suscep-
tible de servir de point de depart pour l'obtention d'une caracteristique degre
de finesse-contrainte de flambage qui soit elle-meme utilisable pour le calcul
statique d'un ouvrage, il est necessaire de proceder, pour chaque materiau, ä
toute une serie d'essais de compression de duree, sur des eprouvettes de memes
dimensions, constitues avec un metal accusant des caracteristiques aussi
uniformes que possible. Chacune de ces eprouvettes devrait etre soumise ä

une charge permanente, appliquee k la vitesse normale puis maintenue
constante. Apres determination experimentaie de l'allure de la Variation de la
contraction en fonetion du temps, pendant un temps suffisamment long, il y
aurait alors lieu de determiner, pour chacune de ces eprouvettes, la valeur
correspondante de s max de la contraction specifique obtenue par extrapola-
tion pour une duree d'application indefinie de la charge correspondante. Au
moyen des couples de valeurs (er, s mM) ainsi determines, on obtiendrait un
diagramme de compression-contraction particulier qui serait susceptible de
servir de point de depart ä la determination d'une caracteristique « statique »

parfaite degre de finesse-contrainte de flambage.
6. — En ce qui concerne la discussion de Vienne au sujet de la question du

flambage, on en arrive en resume aux conclusions suivantes :

a. — Les objections qui ont ete faites ä la deduetion mathematique de

l'equation (1) se montrent insoutenables, du point de vue des hypotheses III
aetlllb.

b. — Ces objections sont nees de la conviction que le trace brise de l'iso-
chrone constituait un dogme intangible '.

c. ¦—¦ L'inexactitude de l'hypothese de base de Kärmän a ete mise tres nettement

en evidence ä plusieurs reprises au cours de ma contribution ä la discussion

de Vienne.

1. Le credit aecorde ä la validite de l'hypothese III de Kärmän parait d'autant plus sur-
prenant que les protagonistes de la theorie d'Engesser-Kärmän eux-memes n'aecordent ä

la droite bc, figure 1, que la valeur d'une representalion approchee de la parlie inferieure
de la courbe de repartition des efforts. II est de fait que l'on ne voit pas pourquoi cette
representation approchee pourrait representer la repartition des efforts avec exactitude
uniquement aux environs du point c, ainsi que le suppose la theorie d'Engesser-Kärmän.
(Noter ä ce sujet l'indication introduite sur les diagrammes dans le Rapport du Professeur
Ros : « Cours approximatif de la courbe tension-allongement ä la decharge »).
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