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STABILITÄT UND FESTIGKEIT VON AUF DRUCK
UND BIEGUNG BEANSPRUCHTEN BAUTEILEN

STABlLITß ET RESISTANCE DES PIECES TRAVAILLANT SIMULTANEMENT
A LA COMPRESSION ET A LA FLEXION

STABILITY AND STRENGTH OF STRUCTURAL MEMBERS SUBJECTED
TO COMPRESSION AND BENDING

EINLEITENDES REFERAT

RAPPORT D'iNTRODUGTION

INTRODUCTORY REPORT

Dr.-Ing. L. KARNER,
Professor an der Eidgenössischen Technischen Hochschule, Zürich.

I. Einleitung.

Die Berechnung und Dimensionierung von Bauteilen, die auf Druck und
Biegung beansprucht werden, gehört zu den schwierigsten Aufgaben der
Statik. Wenn äussere Belastungen im Bauteil Druckkräfte allein, oder solche
im Zusammenwirken mit äusseren Biegemomenten und Querkräften hervorrufen,

treten senkrecht zu den Axialkräften Deformationen auf, die Zusatzmomente

und erhebliche Spannungen hervorrufen. Je nach dem Ueberwiegen des
Einflusses der Momente oder des Einflusses der Druckkräfte, haben wir es

mit einer Spannungs- oder mit einer Stabilitätsaufgabe, bezw. mit einem
gemischten Problem zu tun. Im ersteren Falle wird für die Dimensionierung
das Einhalten bestimmter zulässiger Spannungen massgebend, während im
zweiten Falle die Untersuchung der Sicherheit gegen Erreichen eines labilen
Gleichgewichtszustandes erforderlich ist.

Zu den bekanntesten und am meisten entwickelten Aufgaben gehört die

Berechnung zentrisch belasteter Säulen und Stäbe. Die hierbei auftretenden
Untersuchungen werden bereits erschwert, wenn die Querschnitte dieser
Bauglieder nicht voll, sondern gegliedert sind, da dann die Stabilität der

Teilglieder geprüft, sowie deren Einfluss auf die Gesamtstabilität berechnet
werden muss. Aber auch bei vollen Querschnitten spielt die Frage des Aus-
beulens (Ausknickens) der einzelnen auf kürzeren Strecken frei abstehenden
Flansche, sowie der dünnen Stege, eine bedeutende Rolle.

Im Stahlbrückenbau hat in den letzten Jahren die Anwendung weitge-
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spannter vollwandiger Balkenbrücken ausserordentliche Fortschritte gemacht.
Bei diesen Bauformen muss ganz besonders auf die Knicksicherheit der
Stegbleche und auf eine zweckmässige Art der Versteifungen geachtet werden.

Die rechnerischen Untersuchungen werden schwieriger, wenn zu den
axialen Beanspruchungen bei Säulen und Stäben oder zu den in der Ebene
der Platten wirkenden Momenten, Normal- und Querkräften noch äussere
Momente hinzutreten, die Verformungen in einer Stabebene oder senkrecht zur
Plattenebene hervorrufen.

Solange sich alle auftretenden Dehnungen elastisch verhalten, sind auch
bei kombinierten Beanspruchungen sowohl Knick- als Festigkeitsuntersuchungen

relativ einfach. Ungleich schwieriger und noch keineswegs abgeklärt
ist dagegen das Verhalten der auf Druck und Biegung beanspruchten
Konstruktionen im unelastischen, bezw. plastischen Bereich unserer Baustoffe. Da
es praktisch als ausgeschlossen betrachtet werden kann, das unelastische
Verhalten der Materialien (nach Ueberschreiten der Proportionalitätsgrenze)
rechnerisch zu erfassen oder in Gleichungen zu kleiden, bleibt es meist bei der
Notwendigkeit der Durchführung von Versuchsrechnungen oder des Auspro-
bierens auf Grund meist etwas willkürlicher Annahmen (Ebenbleibens der
Querschnitte u. s. w.), um für schwierigere Belastungsfälle das Gleichgewicht
zwischen den äusseren Lasten und den inneren Beanspruchungen berechnen
zu können. Beispielsweise müssen wir schon bei Baustahl konstatieren, dass

gerade Stabilitätsfragen nicht ohne Berücksichtigung des plastischen Verhaltens

gelöst werden können. Um nur ein Beispiel zu nennen, verweisen wir auf
den exzentrisch beanspruchten Druckstab, der auch bei grösseren
Schlankheitsgraden zum Teil unelastisch wird, wenn er in das labile Gleichgewicht
übergeht.

Schliesslich deuten wir noch an, dass die meisten Probleme dieser Art bei
genauerer Untersuchung eine weitere Erschwernis dadurch erfahren können,
dass sich Stabilitäts- und Festigkeitsuntersuchungen auf räumliche Spannungs-
zustände erstrecken und sodann die Veränderlichkeit der Elastizitätsmoduli
nach allen Seiten ihren Einfluss geltend macht.

II. Entwicklung und Stand der wissenschaftlichen Forschung
und Versuchspraxis1.

Die älteste Untersuchung eines durch eine Druckkraft beanspruchten geraden

Stabes stammt von Eller aus dem Jahre 1744. Die Euler-Formel kam
jedoch später wegen ihres Versagens bei gedrungenen Stäben in Misskredit,
obwohl schon Lamarle im Jahre 1845 daraufhingewiesen hat, dass für Holz
die Gültigkeit der Euler-Formel an die Elastizitätsgrenze gebunden sei. In der
Folge behalf man sich mit empirisch abgeleiteten Formeln von Tetäjayer,
Schwarz-Rankine u.a.. Tetmayer hatte allerdings bereits die Euler-Formel für
den elastischen Bereich wieder zu Ehren gebracht. Die erste Arbeit Engessers,
in der er auf das plastische Verhalten hinwies, stammt aus dem Jahre 1889,
doch fand sie erst ihre Atolle Anerkennung durch die Arbeiten KÄkmän's aus

1. Siehe Literaturverzeichnis.
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dem Jahre 1910, durch welche die Grundlage für die Theorie von Engesser-
Karman geschaffen wurde. Nach dieser ist es zunächst wenigstens für das
zentrische Knicken möglich geworden, im unelastischen Bereiche die Verhältnisse
richtiger zu erfassen und Säulen und Stäbe verschiedener Materialien auf Grund
der Kenntnis ihres Druck-Stauchung-Diagrammes zu berechnen.

Das nächste Problem, dem sich nun Versuchspraxis und Theorie zuwenden,
mussten, ist das Studium des exzentrisch gedrückten Stabes ; hier sind die
Arbeiten von Krohn und ganz besonders die von Ros und Brunner zu
erwähnen. Von besonderer Bedeutung für die internationale Verbreitung der
Erkenntnisse und für die kritische Behandlung der einzelnen Auffassungen
sind die Berichte und Diskussionen der Internationalen Tagung für Brückenbau
und Hochbau im Jahre 1928 in Wien geworden, und wir verweisen ganz
besonders auf diesen Bericht (siehe Literaturverzeichnis).

Ausser der Behandlung der grundlegenden Fragen, die den vollwandigen
Stabquerschnitt bei zentrischer und exzentrischer Beanspruchung betreffen,
sind gleichzeitig von einer grösseren Zahl von Forschern, — wir nennen
Bleich Chwalla, Dondorff, Elwitz, A. Föppl, Huber, Kayser, Kriemler,
Krohn, Kübler, Love, Mayer, Melan, von Mieses, Müller-Breslau, Ostenfeld,
Reissner, Timoshenko, Waddel, Zimmermann, u. a. — theoretische Untersuchungen

vorgelegt worden, bei welchen kombinierte Lastfälle, verschiedenartige

Lagerungen, veränderliche Querschnitte der Stäbe u. s. w. behandelt
wurden. Auf dem Gebiete der Theorie des Knickens von Platten ist besonders

Timoshenko zu nennen, nachdem als erster Bryan 1891 sich mit dem
Problem des Ausbeulens rechteckiger Platten beschäftigte. Ausser anderen
Forschern wie Reissner, Wagner, Schleicher, u. s. w. hat besonders Bleich
die Theorie der Stege und Flansche gedrückter Stäbe, sowie die Knicksicherheit

der Stegbleche von vollwandigen Stahlträgern der praktischen Verwendung
durch Ausarbeitung von geeigneten Formeln zugänglich gemacht.

Zusammenfassend können wir feststellen, dass die Berechnung von Stäben,
Platten und zusammengesetzten Konstruktionsformen bei Auftreten von Druck
und Biegung sowohl in Bezug auf Knick- als auch Festigkeitsberechnungen

keine unüberwindlichen Schwierigkeiten bietet, solange die Verformungen
sich im elastischen Bereich abspielen. Treten in einzelnen Teilen jedoch
plastische Deformationen auf, so werden die Untersuchungen bedeutend
schwieriger, weil das unelastiche Verhalten, durch besondere Werkstoffeigenschaften

bedingt, keine einwandfreie Gleichgewichtsuntersuchung mehr
ermöglicht. Dem technisch-wissenschaftlichen und dem praktischen Versuchswesen

bleiben hier noch ein sehr weites Arbeitsfeld offen.
Das Versuchswesen hat dabei eine doppelte Aufgabe. Die Praxis erfordert

praktische Dimensionierungs- und Bemessungsformeln für mannigfache
Belastungsarten. Die Wissenschaft wünscht die Vorgänge auch nach Ueberschreiten
der in der Praxis zulässigen Beanspruchungen und Deformationen kennen zu
lernen und wünscht vor allem im Zusammenhang mit Materialprüfungsfragen
die Vorgänge beim Auftreten der Instabilität genauer zu prüfen.

Für die Abklärung der Grundlagen ist es erforderlich, die Verhältnisse beim
Gleichgewichtswechsel im Zusammenhang mit den auftretenden Spannungen
zu betrachten.
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Wir wollen nun verschiedene Belastungsfälle am einfachen, in seinen
Endpunkten gelenkig gelagerten Stab, von diesem Gesichtspunkt aus ganz
allgemein untersuchen, da sich bei anderen Formen sinngemässe Verhältnisse
ergeben.

1. Der zentrisch belastete gerade Stab im elastischen Bereich.
Wird ein an den Enden gelenkig gelagerter Stab durch eine Druckkraft

zentrisch belastet, so bleibt er infolge Belastungen unterhalb der kritischen
Knicklast (Euler'sche Knicklast) gerade. Wird die Stabachse durch Hinzutreten

von äusseren Momenten gebogen (und treten keine Randspannungen
über der Proportionalitätsgrenze auf) so kehrt der Stab nach Wegfallen der
Ausbiegungsursachen wieder in die gerade Lage zurück.

Der Stab bleibt auch bei weiterer Steigerung der Last gerade, er ist im
stabilen Gleichgewicht bis die kritische Last, die Knicklast, erreicht ist. Der
Stab ist bisher nur durch eine Normalkraft beansprucht. Wird nunmehr die
Last um einen noch so kleinen Teil gesteigert, so tritt eine Ausbiegung auf,
es wird ein Zusatzmoment wirksam. Nur diesen Vorgang sprechen wir als
Knickerscheinung an. Die Lage der Stabachse entspricht nun neuerdings einer
Gleichgewichtslage. Bei weiterer langsamster Laststeigerung nimmt die
Ausbiegung rasch zu, die Randspannungen überschreiten in Stabmitte bald
die Proportionalitätsgrenze und der Stab wird teilweise unelastisch.

Die weiteren Formänderungen und das schliessliche Unbrauchbarwerden des
Stabes spielt sich für praktische Schlankheitsverhältnisse im unelastischen
Bereich ab.

2. Der exzentrisch belastete Stab im elastischen Bereich.

Wirkt die Druckkraft exzentrisch, dann ist bereits ein Anfangsmoment
vorhanden, das eine Ausbiegung der Stabachse bedingt. Bei unbegrenzt elastischem
Material entspricht jeder Belastung ein Gleichgewichtsfall. Instabilität kommt
nicht in Frage. Aber auch hier können wir durch die Berechnung feststellen,
bei welcher Belastung die Randspannungen die Proportionalitätsgrenze
überschreiten, und von dieser Belastung an ist wieder plastisches Verhalten
massgebend.

3. Der zentrisch belastete gerade Stab im unelastischen Bereich.

Ist die Belastung unterhalb der kritischen Last (Knicklast), so bleibt der
Stab gerade. Bleiben die Spannungen dabei unterhalb der Proportionalitätsgrenze,

so kehrt der Stab in die gerade Lage zurück, wenn die Ausbiegungsursache

entfernt wird. Ueberschreitet jedoch die Axialkraft (die jedoch unter
der kritischen Last bleibt) die Grenze, für die die Spannungen die
Proportionalitätsgrenze überschreiten, dann dürfen wir einen solchen Stab nicht mehr
ausbiegen, da er sonst in eine zweite ausgebogene Gleichgewichtslage übergeht,

die bereits eine plastische Deformation eines Teiles der Stabes bedingt.
Unterhalb der Knicklast, aber über der Proportionalitätsgrenze, gibt es somit
eine Gleichgewichtslage mü gerade bleibender Achse und eine solche mit
ausgebogener Stabachse. (Letzterer Fall entspricht bei weiterer Steigerung der
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Last wregen der bereits vorhandenen Exzentrizität den im folgenden behandelten

Fall 4). Setzen wir nun den Stab noch gerade voraus und steigern wir die
Belastung bis zur kritischen Knicklast, so weicht der Stab ähnlich aus, wie
im Knickstadium des elastischen Gebietes. Die Ausbiegung nimmt rasch zu,
die Zusatzmomente wachsen und der Stab erliegt den Verformungen im
plastischen Gebiet.

4. Der exzentrisch belastete gerade Stab im unelastischen
Bereich.

Der Stab verhält sich zuerst wie unter 2. Wird die Last gesteigert, so
deformiert sich der Stab nach den Gesetzen des Baustoffes, bis er schliesslich
ins labile Gleichgewicht kommt, d. h. bei geringster Lastzunahme ausweicht.
Dieser Vorgang des Eintretens des labilen Gleichgewichtes ist nicht zu
verwechseln mit den früher geschilderten Vorgängen des Knickens. Beim
Knicken haben wir es mit dem Wechsel aus einer Gleichgewichtslage (gerade
Stabachse unter Normalkraft) in eine andere Gleichgewichtslage (gekrümmte
Achse unter Normalkraft und Biegemoment) zu tun. Im Falle des Eintretens
des labilen Gleichgewichtes jedoch, wenn ein Teil des Stabes unelastisch
wird, ist das Material des Stabes nicht mehr im Stande, den äusseren Kräften
genügend Widerstand entgegen zu setzen. Für praktische Verhältnisse ist
dieser Zustand des Eintretens der Instabilität im plastischen Bereich auch
wirksam für die Belastungsfälle unter 1)2) und 3), wenn nach dem Ueber-
schreiten der Proportionalitätsgrenze plastische Verformungen eintreten. Dieser
Vorgang lässt sich auch versuchstechnisch deutlich verfolgen, wenn Vorsorge
getroffen wird, dass die Last auch im Momente des Ausweichens des Stabes
wirksam bleibt und wenn unbegrenzte Deformationsmöglichkeit besteht. Die
Stabachse ist zunächst, auch wenn teilweise bereits die Streckgrenze
überschritten ist, in allen Teilen gekrümmt; es ist dies der Fall des in allen Teilen
noch biegungssteifen Stabes. Wenn jedoch in Stabmitte, als der Stelle des

grössten Momentes, infolge mangelnden inneren Widerstandes das Stabmaterial
nicht mehr im Stande ist, das äussere Moment aufzunehmen, so tritt an dieser
Stelle eine gewisse Gelenkwirkung auf. Ein Gleichgewicht wird für ein solches
Tragwerk sofort unmöglich, da der Stab in der Mitte nurmehr begrenzt oder
garnicht mehr biegesleif ist. Diesem Gebilde entspricht eine starke Verringerung

der Momentenwirkung in beiden Stabhälften, und daher strecken sich
die Stabenden, soweit sie nicht bereits dauernd deformiert sind.

5. Schlussfolgerungen.

Die geschilderten Erscheinungen des Knickens und der Instabilität treten bei
Stäben mit nicht gelenkiger Lagerung, bei Platten und anderen Körperformen

sinngemäss auf. Wir fügen noch hinzu, dass im elastischen Bereich die
einzelnen Belastungen hintereinander und in verschiedener Reihenfolge
aufgebracht werden können, um immer den gleichen Endzustand an Verformung
und an Spannungen zu erhalten. Dies trifft nicht mehr zu, wenn Teile der
Konstruktion plastisch verformt werden.
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Es ist selbstverständlich, dass die geschilderten verschiedenen Vorgänge
für verschiedene Baustoffe, je nach deren Materialeigenschaften, verschieden
sind. Wir haben im grossen und ganzen bei unseren Betrachtungen normalen
Baustahl im Auge gehabt.

Wir kommen zum Schluss, dass für das genaue versuchstechnische Studium
und zur theoretischen Abklärung der Fragen des Knickens, ganz besonders
aber für die Frage des Auftretens labiler Gleichgewichtsfälle im plastischen
Bereich die Kenntnis der auftretenden Spannungen erforderlich wird. Ganz
besonders ist es erwünscht, diejenigen Belastungsfälle zu kennen, unter wel¬

chen die Proportionalitätsgrenze an irgend einer
Stelle überschritten wird, um den Augenblick des
Beginnes der plastischen Verformung zu erfahren.

III. Gleichgewichtsberechnungen
für elastische Baustoffe.

Wir setzen unbegrenzt elastisches Material mit
dem Elastizitätsmodul E voraus
und nehmen, um die Ableitung

d<P ganz allgemein zu gestalten, den
Fall exzentrischer Belastung an.
Für den an beiden Stabenden
gelenkig gelagerten Stab gilt

Abb. 1. Sollen unsere Entwicklungen für kleine
Exzentrizitäten, und im Grenzübergang für die
zentrische Belastung gelten, so müssen wir die

genaue Biegelinie berücksichtigen und wir setzen

1 d® P (e cos a + y)
^~~'ds~ ET

J ist das Trägheitsmoment des Querschnittes.
Die Beziehung zwischen ?/, ds und © ist durch

y I ds sin 9gegeben. Setzen wir k^=Kl =r^>

ergibt sich : (-r-) 2/c2cosjp + C.

Die Konstante bestimmt sich aus den
Beziehungen am Stabende, wenn <p x wird aus

do Ma J9-H- rppr =—/oleosads EJ

\ecosa

cc-~zL

ds Y->>

<fP>

L-/ ¦TP
Jm

rm-^

arr /
Fig. i.

Gelenkig gelagerter Stab mit
exzentrischer Belastung im
elastischen Bereich.

Barre articulee aux appuis avec
Charge excentree, dans les li-
mites de Tölasticite.

Member with Hinged Bearings
and Eccentric Loading in the
Elastic Zone.

SO

ds
tf ©

Damit erhalten wir
die Beziehung

in der K2 (T /c2e2cos2a + sin2 £ bedeutet.

Führt man die Integration über die ganze gebogene Stabachse l (unter Ver-

2k
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nachlässigung ihrer Verkürzung durch die reine Druckbelastung P cos 9)

durch, so erhält man in allgemeinster Form :

<x

/"K2_sin2IV
Gl (1)

Das Integral ist nur mit Reihenentwicklung zu lösen und ergibt :

sin^
?Lrcsin-JH 1+ 0,25 K2+0,1406 K*+0,0977 K« + A

| 0,25 + 0,1406. K2 + 0,0977 K* +.
k a

¦^e cos« sin^

—^ecosasin^j 0,0937+ 0,0651 K2 + 0,0050 K4 +

— |ecosasin«? j 0,0391 +0,0299 K2 + J— .1 Gl (2)

Wird e 0, dann bekommen wir für zentrische Belastung (aber bei

vorhandener Ausbiegung), da K sin ^ wird und da are sin 1 ^ ist:

l= — rAi + 0,25 sin2 |+ 0,1406 sin* | + 0,0977 sin «?-+.. Gl (3)

Geht schliesslich auch a in 0 über (nur bei e 0 möglich), dann wird

'-i-'Vt?" G1(i>

was der Euler'schen Knickkraft bei zentrischer Belastung entspricht.
Die Gleichung (2) ist nicht in geschlossener Form nach P auflösbar. Bei

gegebenen Stababmessungen und Belastung kann die Gleichgewichtslage nur
durch Probieren ermittelt werden. Dagegen eignet sich die Form der
Gleichung (2) sehr gut zur Aufstellung von Tabellen und graphischen Darstellungen.

Für praktische Fälle und mit Rücksicht auf die Unzulässigkeit grösserer
Deformationen, bezw. mit Rücksicht auf das Ueberschreiten der Proportionalitätsgrenze

in den Randfasern kommen für die Auswertung nur ganz wenige
Glieder in Frage. Es ergeben sich weiter die Deformationen zu :

y | v/K2 — sin2 | — e cos « Gl (5) lJm k
K ~ - e cos a Gl (7)

/* 1V/K2-Sin22 Gl(6) /m ^K Gl (8)
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Eliminiert man aus der Gleichung (2) den Wert K durch Einführen des Hebelarmes

fm, so geht sie in die Form über :

a

^[arcsin^j 1 + 0,25£./¦„,» +0,U06^. /•„«+. .j
~2~

-|ecosasin|j 0,25 + 0,1406 j fm* +. J - J Gl (9)

Für e 0 wird der are .-= '- und Gleichung 9 nimmt die Form an, die schon

bei Grashof durch Integration der genauen Differentialgleichung der Biegelinie

erscheint:

J ?j l + 0,25^./-m2 + 0,1406^./•„,*+ JG1(10

In den vorangehenden Berechnungen sind die Einflüsse der Querkräfte, der
Stabverkürzung und der Querschnittsveränderung vernachlässigt. Da wir nur
vergleichende Betrachtungen anstellen werden, führen wir für die Auswer-

P
tung der Gleichung (2) die Schwerpunktspannung <jn p und den

Schlankheitsgrad X
-j

ein. Wir nehmen ferner einen rechteckigen Querschnitt mit

der Höhe h und der Breite b an und beziehen die Grösse der Exzentrizität

auf die Kernweite, sodass e m ¦* wird. Es ergibt sich nun
o

7 VI und e' * °'577' m'V f"

Schliesslich berechnen wir noch den grössten Hebelarm für die Last P in
Stabmitte aus der Gleichung (8) durch Einsetzen der obigen Werte zu :

% l i/m2cos2a + 12- sin^ Gl. (11
h 6 V '

<y„ 2 v '

Als Elastizitätsmodul führen wirE=2210 t/cm2 ein, welcher Wert normalem
Baustahl entspricht und den wir zunächst unbegrenzt konstant wählen.

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich für die Gleichung (2) und für die
fm

Beziehung -^ Kurvenscharen zeichnen, die in Fig. 2 dargestellt sind und für

verschiedene Werte m gelten. Jeder Punkt dieser graphischen Darstellungen
gibt für die betreffende Exzentrizität die zusammengehörigen Werte an, X, aund
f'— für die Gleichgewicht herrscht.

Die Fig. 2a für m 0 entspricht zentrischer Belastung. In dieser Darstellung

ist der Masstab für a nur bis zum Erreichen der Knickspannung derselbe
wie in den übrigen Teilabbildungen. Von dieser Stelle ab entspricht bei
gleichbleibender Belastung (konstantes an) einem grösser werdenden Winkel a
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ein grosser werdender Schlankheitsgrad. Die Zunahme AX ist jedoch in
hundertfachem X Masstab aufgetragen.

Aus der Gleichung (3) für zentrische Belastung können die zusammengeho-

» #m.o m=Q25

k#• JX

sj tJ
r*±f. Y

Y$
ifi

(AV«

too

200 300 900 200 300

¥¥
mm ## /m 1,0m-0.5

vJX or

Ijnh e

4)

-J
toowo

Jcc200 300 wo 300

IT

0 m-w,om=3o ss fi?N
OV

»ft+—H ~*.m

m

Hl^wo 300 300roo zoo

rm

Gelenkig gelagerter Stab unelastischen Bereich Beziehungen zwischen Schwerpunktsspannungen,
Schlankheitsgraden und Defoimationen, für verschiedene Exzentrizitäten

Barre articulee aux appuis, tra\aillant dans la zone elastique Relations entre les effoits au
centre de gravite, les degres de finesse et les deformations pour difte>entesexcentncitcs

Member with Hinged Beanngs, in the Elastic Zone Relations between stresses at centre of gia-
vity, slenderness ratios and deformations for vanous eccentricities.
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rigen Werte der Stablast P nach Ueberschreitung der Knicklast Pk und des
Winkels a leicht bestimmt werden :

P Pk j 1+0,25 sin21 + 0,1406 sin4 | +
Die folgende Tabelle gibt einen Einblick in diese Zusammenhänge.

P/Pk 1,00015 1,00095 1,0038 1,0350 1,0810

a 2° 5° 10° 30» 45°

l
0,011 0,028 0,055 0,162 0,234

Die Fig. 2b-2 f zeigen, dass für ein gegebenes m jede an-Kurve sich assympto-
tisch der Vertikalen durch jenen Schlankheitsgrad Xk nähert, für den cn bei
zentrischer Belastung Knickspannung wird. Für Stabquerschnitte mit der
Schwerpunktsspannung <jn bleiben bei kleineren Exzentrizitäten mit zunehmenden

X die Deformationen zunächst gering, um dann gegen den Schlankheitsgrad

für zentrisches Knicken zu plötzlich rasch anzuwachsen.
Bei grösseren Exzentrizitäten bewirkt das Ueberwiegen des Momentes bei

wachsendem X eine raschere Zunahme der Werte a und fm; jedoch sind die
Uebergänge gegen den kritischen Schlankheitsgrad zu weniger unvermittelt.

Für den gewählten Elastizitätsmodul E und für eine entsprechende
Proportionalitätsgrenze (jp 1,9 t/cm2 ist sehr bald für die einzelnen Linien
diejenige Grenze erreicht, für die in der Randfaser der Druckseite <rp

überschritten und der Stab teilweise unelastisch wird.
Für die Exzentrizitäten m=0,50, 1,0 und 3,0 sind ap-Linien eingetragen.

Diese geben im Schnitt mit einer an-Kurve den Schlankheitsgrad, für den
gleichzeitig in der Randfaser der Druckseite ap erreicht wird. Nur zusammengehörige

Werte von a, X und <jn, die unter der crp-Kurve liegen, entsprechen
Belastungsfällen, für welche der ganze Stab elastisch ist. Ueber der gp-Kurve
haben wir es mit Belastungsfällen zu tun, für die der ganze Stab oder Teile
desselben unelastisch werden. Unsere Kurvenscharen gelten somit praktisch
nur bis zur ap-Kurve.

Für die gleichen Werte m sind auch a^ Kurven eingezeichnet. Das sind
diejenigen kritischen Schwerpunktsspannungen, für die nach den Versuchen von
Ros Knicken des exzentrisch beanspruchten Stabes oder, nach unseren
eingangs gebrachten Erläuterungen, Instabilität eintritt.

Für die drei dargestellten ra-Fälle liegen für die in der Praxis zulässigen
Schlankheitswerte die Instabilitäten in dem Bereich, für welchen der Stab
teilweise oder ganz unelastisch wird. Ein Unterschreiten der <jp-Kurve durch
die Linie <jkr, auch bei sehr kleinen Werten m, ist nach dem Gesagten nicht
möglich.

Um die Spannungsverhältnisse bei den exzentrischen Druckbeanspruchungen
besser überblicken zu können, werden wir noch die auftretenden Span-
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nungen ermitteln. Wir beschränken uns darauf, die grössten Randspannungen
für den Rechteck-Querschnitt im Stabmitte zu berechnen.

P.fm h
2

1 + 6 4'
h

Gl (12)Um ~ F - 1
min L °

F ist die Querschnittsfläche und J ist das Trägheitsmoment.
Die grössten und kleinsten Spannungen in Stabmitte können ferner auch wie

folgt angeschrieben werden :

<*„ 1 '¦VI-) Gl (13)

Uebersteigt beim zentrisch belasteten Stab die Druckkraft die Knicklast,
dann lassen sich die Randspannungen für den Querschnitt in der Stabmitte
sinngemäss bestimmen.

;•; .„ (W \y/l .-i) gi (H)

Wenn wir für a„ bei kleinen Winkeln a wegen der Geringfügigkeit des
Zuwachses von P gegenüber P^den Wert <ik einsetzen, wird für zentrische Last:

^ l 1

sin -P _ ffp—ffW 7,h ' X.E
Gl (15)

worin ap den Ablenkungswinkel bedeutet, für den am Rande ap erreicht wird.
Die folgende Tabelle zeigt solche zusammengehörige Werte.

A OL
Um

l
2/m i«r

/ =500 cm

ca. 107 0° 0 0

150 0°40' 0,0037 1,85 cm

200 1°18' 0,0072 3, 60 cm

250 i°53' 0,0103 5,15 cm

Nach der Gleichung (13) sind für m 0,5, m l,0 und ra 3,0 je für die
Schlankheitsgrade 100, 150 und 200 für eine wachsende Kraft P <js. F
verschiedene Spannungswerte ermittelt und in den Fig. 3a, 3b, und 3c
dargestellt.

Auf den Abszissen sind über den Lastordinaten die zugehörigen Spannungs-
fm

werte, die Ablenkungswinkel a und die Ausbiegungsgrössen ;~ aufgetragen.

cjs ist die jeweilige Schwerpunktsspannung, a' (Druckseite) und a" (Zugseite)
sind diejenigen Randspannungen in Stabmitte, die sich ohne Berücksichtigung

der Verformung der Stabachse ergeben. <7max (Druckseite) und <jmin (Zugseite)

sind die wirklichen Randspannungen unter genauer Berücksichtigung
der Verformung. Der Unterschied (<jmax — <j') bezw. (amln — <j") ergibt den
Einfluss der Stabausbiegung, der sehr von m und X abhängig erscheint.
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SpannunDen in gelenkig gelageiten exzentusch belasteten Stäben im elastischen Bereich

Eiloi ts dans les barres articulees aux appuis, chargees excentriquement et ti a* aillant
dans lazone elastique

Stiesses in Membeis with Hinged Bearings, eccentncally loaded in the Elastic Zone

Trlauterung — Signes employe» - S\mbols used

P Druckkraft des Stabes — Charge de h barre — Pressuie on the niembt r
jp Spannung an der Propoi tionahtatsgienze — UToit a la lnmte de piopoi tionnaliU. — Sticss at the limit of

proportionality
<jz Zulässige Spannung — Firoit admissible —Peimtssible slress

P
<js - Schwerpunktsspannung — EfTort au centiede gravitd —Sliess at centie of giavityF
<jf <j" Randspannung in Stabmitte ohne Berücksichtigung der Verformung — HTorts pe>iphenques au milieu de

la barre sans tenir compte de la defoi maüon — Stresses at the edge in nuddle of menibei without considering
deformation

amax, amin Randspannung mit Berücksichtigung der Verformung — FfToits pöriphcnques au milieu de la barre
en tenant compte de la deformation — Stresses at the edge taking deformation mlo aecount

ak Knickspannung fui den zentusch belasteten Slab — FIT>rtde flambage pour la barre chargee axialement
— Bückling stiess foi centiallv loaded niember

akz Zulässige Knickspannung fui den zenlnsch belasteten Stab bei 2 5 facliei Sicherheit — nibit admissible
de flambage pour la barre chargee axialement, avec coethcient de soeunte de 2,5 — Permissible bucUhng
stress for centralU loaded membei w lth factor of safel\ of 2 o

aek Knickspannung des exzentrisch belasteten Stabes nach Ros — nroi t de flambage dans la barre chargee
excentriquement d apres Ros —Bückling stiess lor eccentncalh loaded membei aecordingto Ros

<jekz Zulassige Knickspannung des ex/entusch belasteten Stabes nach Ros bei 2 5 facher Sicherheit — UTort
admissible de flambage pom la barre clm gep excentriqueme it d apres Ros avec coefficient de securit^ de 2,5.
— Permissible buckhng stress in eccentncally loaded member aecording to Ros, with factoi of safety of 2,5.
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Der Schnittpunkt der Horizontalen <rp mit der amax Kurve zeigt diejenige
Last P an, für die die Stabmitte mit der äussersten Druckfaser die
Proportionalitätsgrenze überschreitet. Diese Stelle ist in den Figuren durch eine
vertikale Doppellinie gekennzeichnet. Links davon ist das Verhalten des Stabes
elastisch, rechts davon teilweise unelastisch.

Der Schnitt der für eine zulässige Spannung az 1,5l/cni2 gezeichneten
Horizontalen mit der <jmax Linie gibt die Last, für welche die ungünstigste
Randfaser <jz erreicht. In Fig. 3 sind noch weitere Spannungswerte
eingetragen :

1) die Knickspannung <jk des Stabes für zentrische Belastung ;

2) die zulässige Knickspannung <jkz mit 2,5 facher Sicherheit ;

3) die kritische Spannung <jek für den exzentrisch belasteten Stab nach Ros ;

4) Die zulässige Spannung <jekz mit ebenfalls 2,5 facher Sicherheit.
Die Darstellungen der Fig. 3 verdeutlichen uns den Einfluss von m und X

auf die Spannungs- und Ausbiegungsverhältnisse im Querschnitt der Stabmitte.
Wir sehen auch hier (wie schon aus Fig. 2 geschlossen wurde), dass die
Instabilität auch bei schlanken Stäben durch das unelastische Verhalten des
Baustoffes bedingt wird.

Schliesslich weisen wir noch darauf hin, dass bei statischer Belastung (von
Null aus stetig anwachsend) nur bei ganz kleinen Exzentrizitäten (für Werte
m < 1) auf der Zugseite des Stabes Spannungswechsel eintreten kann, indem
amin zunächst noch Druck ist und erst infolge Zunahme der Verformung zur
Zugspannung wird. Für Werte in ganz nahe an Null kann dieser Spannungswechsel

auch erst über <7p eintreten.

IV. Gleichgewichtsberechnung für ganz oder teilweise
unelastische Baustoffe.

Wir haben schon eingangs erwähnt, dass eine rechnerische Erfassung des
Verhaltens von Bauteilen, deren Verformungen ganz oder teilweise unelastisch
werden, ausserordentlich schwierig ist, weil die Plastizitätsmechanik noch
keine sicheren, durch Versuche erhärteten Zusammenhänge zwischen
Spannungen und Formänderungen zu geben vermag.

Um trotzdem an Hand des Spannungs-Dehnungs-Diagrammes (von dem
wir die Druck- und Zugseite benötigen, weil schon bei kleinen Exzentrizitäten
der Momenteneinfluss bei der Spannungsermittlung gegenüber dem Einfluss
der Normalkraft überwiegt) Berechnungen anstellen zu können, setzen wir
bekanntlich das Ebenbleiben der Querschnitte auch nach Ueberschreiten der

dp- Grenze voraus. Unter dieser Annahme, d. h. bei linearem Verlauf der
Dehnungsänderungen, lässt sich der Spannungsverlauf über den Querschnitt
als ein Teil des Spannungs-Dehnungs-Diagrammes darstellen. Im Masstab i s

die Höhe des Querschnittes (in der Richtung der Ausbiegung) sinngemäss
der Differenz der Randfaserdehnungen zuzuordnen. Diese rechnerischen
Voraussetzungen treffen innerhalb gewisser Grenzen für Baustahl einiger-
massen zu.

Zwecks praktischer Durchführung der Rechnung nehmen wir für den

ganzen Stab, einen konstanten Elastizitätsmodul E an, dem ein linearer
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Verlauf der entsprechend reduzierten Spannungen entspricht. Um der wirklichen
Veränderlichkeit des Moduls von Faser zu Faser Rechnung zu tragen,

reduzieren wir die Querschnittsflächen so,
dass die wirklichen inneren Kräfte den aus den
reduzierten Werten ermittelten gleichwertig
sind. Beträgt an irgend einer Stelle die Breite
einer Faser byj und die zugehörige tatsächliche
Spannung ffyj, so entsprechen sich (siehe auch

Fig. 5) nach der Reduktion die reduzierte

7r

f
*&..

M
-<mz Ym

^/

Fig.

ficosf

Gelenkig gelagerter Stab mit
exzentrischer Belastung im unelastischen

Bereich.

Barre articulee aux appuis avec
charge excentrique, travaillant
en dehors de la zone elastique.

Member with Hinged Bearings
with Eccentnc Loading in the
Inelastic Zone.

Sf

£
a

qponnungen
Tenstons
Stresses

Vehnungen
flongements
longahons \ff_

ds*r

f Zd

Yfosft

1

^*t

Querschnitt
Coupe

Secfion

Breite brrj und die reduzierte
Spannung <jrTr Es muss nun
hr\.Gr\ b'Vj arr) sein, woraus
sich die jeweilige reduzierte
Breite einer Quertschnitts-

faser b1'^ by) -^ ergibt.
<7lT)

An Stelle der ursprünglichen
Fläche F tritt eine reduzierte
Fläche F'.

Die Fig. 4 zeigt die Verhältnisse am exzentrisch belasteten und an beiden
Enden gelenkig gelagerten Stab, wenn dieser teilweise oder ganz unelastisch

Spannungen und Formänderungen eines Stabquer-chnittes
iui unelastischen Bereich.

Tensions et delormations dans un element travaillant
en dehors de la zone elastique.

Stresses and Delormations of the Cross-Section
of a Member in the Inelastic Zone.
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wird. Die für die rechnerische Untersuchung in Fragekommende statische
Stabachse geht durch die Schwerpunkte der reduzierten Querschnittsflächen.
Diese statische Stabachse weicht um den Betrag er von der geometrischen ab.

Unseren Betrachtungen legen wir wiederum den rechteckigen Querschnitt
zugrunde und für den Krümmungsradius führen wir abermals als Variable das
Bogenelement der statischen Stabachse c/sund den zugehörigen Neigungswinkel

<p ein. In der Fig. 5 sind über einen rechteckigen Querschnitt die
zusammengehörigen Dehnungs- und Spannungsdiagramme, sowie die reduzierte
Querschnittsfläche aufgetragen.

Nehmen wir nun zwei Randfaserdehnungen £d und sz an, so sind aus dem
Spannungs- Dehnungs- Diagramm die zugehörigen Randspannungen ad und <7Z

ebenso wie die reduzierten Spannungswerte graund arz gegeben. Wir bestimmen
die reduzierte Breite der einzelnen Querschnittsfasern und ermitteln für die
ganze reduzierte Querschnittsfläche deren Grösse Fr, die Lage des Schwerpunktes

Sr und das Trägheitsmoment Jsr der Fläche Fr in Bezug auf den
Schwerpunkt Sr. Ueber dem Schwerpunkt der reduzierten Fläche ergibt sich
die Dehnung en in der statischen Stabachse und die zugehörigen
Schwerpunktsspannungen <jn bezw. arn. Aus der Fig. 5 folgt weiters die Beziehung
für den Krümmungsradius

¦J-^ G1(16)

sodass wir auch die Nullinie des Querschnitte durch s= p. sn festlegen können.
Irgend eine Dehnung im Abstände rt vom Schwerpunkt rechnet sich zu

£rj Sn +^
Mit dem konstanten Modul E, den reduzierten Spannungen und der reduzierten

Fläche rechnen wir nun in üblicher Weise nach Navier und erhalten
die Beziehungen zu den auftretenden äusseren Kräften :

P=ffrnFr# Gl (17) undM 5JÜ5. Gl (18)
P

Der Lasthebelarm in Bezug auf die statische Stabachse ist schliesslich mit
y M : P gegeben. Ist für einen bestimmten Querschnitt der Lastangriffs-
punkt bekannt, so herrscht zwischen den inneren und äusseren Kräften
Gleichgewicht, wenn die aus den angenommenen Randfaserdehnungen sich

ergebende Kraft P mit der wirklichen Last, und y (er -| —,• mit dem

Abstand des Lastangriffpunktes von der statischen Stabachse übereinstimmt.
(Siehe Fig. 5.)

Für die genaue Ermittlung der Stabachsen müssen wir nunmehr analog
wie bei der Untersuchung mit elastischem Baustoff vorgehen, d. h. es ist die
Differentialgleichung

1 d g P cos© y

in der y fl ds sin bedeutet, zu integrieren. Dadurch dass auch das

Trägheitsmoment Jrs mit dem Winkel 9 veränderlich ist, können wir die

Integration nur graphisch ausführen.
Wir sind jetzt in der Lage, für ein gegebenes Spannungs-Dehnungs-Dia-
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giamm Gleichgew ichlsdiagramme zu entwickeln Für eine bestimmte Last
P

P (odei für eine entsprechende Schwerpunktsspannung <yn — nehmen wir
zunächst veischiedene Weite von s(| und s, an Diese müssen jedoch so gewählt
weiden, dass P sxn I' ist Fui jeden solchen Fall bestimmen wir e!s und

E J1
das Moment der inneien Kiafte M ——- (ed — e,)

Schliesslich erhalten w n den Hebelarm für die äussere Last P in Bezug

auf die statische Stabachse mit y — —— j£ (C(1 — C/)

Bei Annahme von endlichen Bogenelementen As ist che Änderung des

Winkels As As w< w woduich die stufenweise Bestimmung der

Stabachse und die damit verbundene Vndeiung von y ebenfalls gegeben ist
Es ist fui die pi aktische Rechnung am zweckmassigsten, fui bestimmte

Weite P (bezw crn) graphisch die einzelnen Grossen aufzutragen, um aus den
entstehenden Kuiven für die weiteten LTntersuchungen alle zusammengehon-
gen Zwischenwerte zu bekommen

Fui die gegebene Belastung eines gegebenen Stabes sei nun die Gleichge-
wichtslage zu bestimmen Wn stellen /unachst fest, ob die Stabmitte unelastisch

wird. Da wn bei unseren Voraussetzungen nur den Neigungswinkel der
Stabachse in Stabmitte mit cm 0 kennen, müssen wir mit der Aufzeichnung
dei Biegehnie hier beginnen W lr schat/en zuerst einen Lasthebelarm ym
(wobei wn nicht übersehen duifen, dass dieser Wert nicht nur die Ausbiegung
dei Stabachse, sondern auch die Vnfangsexzentnzilat enthalt) und bestimmen
fui ein endliches As aus der vorbei eimittelten giaphischen Zusammenstellung
die dazugehören Werte dei Änderung der Stabachsenneigung A© Dadurch
bekommen w n im Abstände As \on dei Stabmitte einen Punkt dei Stabachse
und die entsprechende Grosse y! des Hebelaimes Zu diesem neuen Hebelarm
bestimmen wir wiederum die zugehonge Änderung A<p fui ein weiteies Stuck
As, ei halten den Hebelarm?/" im Abstände 2 As, usw Kommen w n am
Endquerschnitt des Stabes an, so müssen wir dort den Wert y0 eihalten, der bei
bekanntem ex0 /u dem gegebenen Lastangnffspunkt des Endquerschnittes
fuhren muss Ist dies nicht der Fall, so muss die erste Annahme > on ym
erneuert weiden, bis das Resultat richtig ist In den praktischen Fallen wird
sich das unelastische Verhalten meist auf Querschnitte in dei Stabmitte
beschiauken und dann ist dei Rest 1 ein elastisch /u beiechnen

Sollen wn schliesslich die kutische Belastung für Instabilität unteisuchen,
dann hiben wir von den Gienz weiten fui das Moment in Stabmitte, be/w von
dem giosstmoghchsten Hebelarm, auszugehen und die Biegehnie ebenso /u
zeichnen wie vor Diese Stabbiegehnie ist dann missgebend für alle möglichen
Exzentii7itaten des Lastan^ntfes am Stabende Wir sind somit auch in der Lage,
die/u einer gegebenen Bei istung und beliebigen Anfangsex/entn/itat gehoi ige
kritische Stablange aus dei nui einmal zu zeichnenden Biegehnie abzulesen
und vei mögen so die genauen Gien/weite lui Instabilität /u bestimmen

Das im vorstehenden entwickelte Rechnungsverfahren schhesst ausser exzen-
ti isolier Belastung alle Falle mit /entnscher Last ein, bei denen aus lrgend-

3
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welchen Ursachen Ausbiegungen vorhanden sind, die zur Überschreitung von
ap geführt haben. Ist schliesslich in Stabmitte die Biegesteifigkeit erschöpft,
dann ist der Fall der Instabilität des zentrisch beanspruchten Stabes gegeben
(nicht mit Knicken zu verwechseln!). Unsere Rechnungsmethode berücksichtigt

auch den Fall des Knickens gedrungener Stäbe, wenn im Sinne unserer
Definition der Augenblick des Überganges von der geraden zur gebogenen
Stabachse, bei Berücksichtigung der Entlastung auf der Zugseite, der Rechnung
zugrunde gelegt wird.

Das Rechnungsverfahren im teilweise unelastischen Bereich schliesst sich

eng an die genaue Rechnung im elastischen Bereich an, bezw. enthält natürlich
letztere. Es gestattet ein genaues Verfolgen der auftretenden Deformationen und
Spannungen von Querschnitt zu Querschnitt auch in komplizierten Lastfällen.

V. Das Versuchswesen.
Wir sind bei unseren Betrachtungen dort angekommen, wo wir der

Überprüfung unserer Annahmen und Resultate bedürfen. Das Versuchswesen hat
zwei getrennte Aufgaben zu erfüllen, eine mehr theoretische und eine mehr
praktische. Letztere Aufgabe besteht darin, dass an Bauteilen, wie sie

praktisch vorkommen, die kritischen Belastungen festgestellt werden, um
Bemessungsformeln und Diagramme ableiten zu können.

Für den zentrisch belasteten Stab liegen weitaus am meisten Versuchser-
gebnisse vor. Sie haben zur Bestimmung von Knickspannungskurven geführt, die
diejenige kritische Schwerpunktsspannung angeben, für welche Knicken eintritt.

Praktische Versuche zur Untersuchung der Knickfestigkeit von Stegblechen
von Trägern, von abstehenden Flanschen usw., sind nicht in so grossem
Umfang vorliegend, um sie als brauchbare Stütze von theoretischen Untersuchungen

betrachten zu können.
Die Frage der Instabilität von exzentrisch gedrückten Stäben ist besonders

durch Ros an der Eidgenössischen Materialprüfungsanstalt in Zürich gefördert
worden. Aus zahlreichen Versuchen für verschiedene Exzentrizitätsmasse sind,
den Knickspannungskurven ähnliche, kritische Schwerpunktsspannungen
ermittelt worden. Die Sicherheit gegen Erreichen dieser kritischen Spannungen

werden gleich gross wie bei Knickuntersuchungen gewählt. Dieses
Verfahren ist praktisch, befriedigt aber insofern nicht ganz, als in demselben der
Momenteneinfluss, der für das Eintreten von Instabilität massgebend ist, nicht
zum Ausdruck kommt. Es ist nicht möglich festzustellen, wann eine
Instabilitätsrechnung erforderlich ist, und von welchem Verhältnis des Momentes zur
Kraft (Exzentrizität) an eine einfache Spannungsuntersuchung genügt. Nicht
zu übersehen ist ferner, dass die Fragen der Grösse der Sicherheit in beiden
Fällen praktisch aufeinander abgestimmt sein müssen.

Versuchsergebnisse über exzentrische Beanspruchung von Platten, Stegen
von Trägern, abstehenden Flanschen usw. liegen, (von zusammengesetzten
Lastfällen sehen wir ganz ab) für das praktische Bauwesen in nennenswertem
Umfang überhaupt nicht vor.

Wir konstatieren somit, dass auf dem wichtigen Gebiet der Stabilität und
Festigkeit von gedrückten und gebogenen Stäben und Platten dem praktischen
Versuchswesen noch ausserordentliche Aufgaben bevorstehen. Die Schwierig-
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keiten liegen einmal in den grossen Kosten, zum anderen mal darin, dass für
die Versuche selbst noch nicht die richtige Basis geschalfen ist, um einen
einheitlichen Weg zu einem einheitlichen Ziel beschreiten zu können.

Es besteht somit die Forderung, das mehr theoretisch-wissenschaftliche
Versuchswesen zunächst in den Vordergrund zu stellen, um die Grundlagen
abzuklären. Erst Versuche an Stäben, Platten usw. werden die Möglichkeit bieten,
einen besseren Einblick in das Verhalten im plastischen Bereich zu geben. Im
Zusammenhang damit dienen solche Versuche auch der Behandlung aller
derjenigen Fragen der Statik und Dynamik, bei welchen das Eintreten einzelner
Bauteile in ein plastisches Verhalten (Das Problem nicht vom Standpunkte
der Sicherheit gegen Erreichen eines solchen Zustandes gesehen) tatsächlich
erfolgt, um durch Umlagerung des statischen Systems wirtschaftlichere
Bauformen zu erzielen.

Für die Durchführung von solchen grundlegenden Versuchen mit Bauteilen
im plastischen Bereich bedarf es besonderer Einrichtungen. Je nach der Grösse
der Verformungsgeschwindigkeit, der Grösse der inneren Reibung, der Charakteristik

des Spannungs-Dehnungs-Diagrammes usw. treten im kritischen
Bereiche mehr oder weniger rasch erhebliche Deformationen auf, denen die Last
(bezw. die Prüfmaschine) ohne geringste Änderung ihrer Grösse, unbeeinflusst
durch die Ablenkungswinkel der Stabachsen und Schwerebenen der Platten,
folgen muss, um die gewünschten Verhältnisse genau prüfen zu können.

Bei solchen Versuchen spielt ferner die Möglichkeit geringster
Lastabstufungen sowriedie Zeit eine Rolle ; es ist beispielsweise wünschenswert prüfen
zu können, wie weit bei entsprechendem Spannungs-Dehnungsdiagrcmini nach
Überschreitung einer Zone der Instabilität neue Gleichgewichtslagen möglich
werden.

Es bedarf weiters der Prüfung des Einflusses wiederholter statischer Belastung
(bei jeweiligem Überschreiten der Proportionalitätsgrenze) und des Einflusses
dynamischer Belastungen auf Fragen der Instabilität.

Für die versuchstechnische Behandlung der nur andeutungsweise gegebenen
Aufgaben eignen sich zweckmässig Stäbe und Platten in Modellform aus
Baustoffen der Praxis oder aus anderen geeigneten Materialien mit charakteristischen

Spannungs-Dehnungs-Kurven.
Im Institut für Baustatik an der Eidgenössischen Technischen Hochschule in

Zürich sind vom Referenten besondere Maschinen und Einrichtungen geschaffen
worden, um systematisch an die Behandlung der oben angedeuteten wichtigen

Fragen der Baustatik herangehen zu können.
Schliesslich sollen einige Belastungsbeispiele ohne Zahlenangaben zu dem

bisher gesagten eine kurze Erläuterung bilden. In der Bilderreihe der Abbildung
G oben ist ein exzentrisch belasteter Stab für in 3 (aus einem besonderen
Versuchsmaterial), der sich bei steigernder Belastung deformiert, dargestellt.
Das vierte Bild von links zeigt noch eine typische Gleichgewichtslage bei
vollkommen elastischem Verhalten. Bei geringfügiger Laststeigerung (5. Bild)
tritt in Stabmitte eine stärkere Biegung ein, während sich die Stabenden zu
strecken beginnen. Es ist dies eine Gleichgewichtslage mit teilweise unelastischem

Verhalten in Stabmitte. Wird der Stab nach dieser Belastung entlastet,
so bleibt in der Mitte eine Krümmung zurück (6. Bild).
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Fig. (i. — Stabdefomiationen für sclilanke Stäbe.

Deformations des barres elaucees. — Deformations in the case of Slendcr Members.
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Die untere Reihe der Abbildung' 6 zeigt einen entsprechenden Stab aus
Baustahl, ebenfalls für m 3. Das i. Bild von links zeigt noch vollkommen
elastisches Verhalten. Im 5. Bild ist bei geringer Lastvermehrung der Augenblick

des Eintretens der Instabilität dargestellt. Wir sehen deutlich, dass,
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Fig. 7. — Stabdeformationen für gedrungene Stäbe
Delormations des barres trapues.

Deformations in the ease of Squat Members.

immer unter ein und derselben Last, die fortschreitende Verformung sich auf
die Stabmitte konzentriert, während die Stabenden sich strecken. (Da sich für
den Stab keine weitere Gleichgewichtslage mehr ergab, wurde er abgefangen.)
Im entlasteten Zustand bleibt die Formänderung in der Mitte zurück, während
die Stabenden wieder gerade geworden sind (6. Bild).
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In Abbildung 7 haben wir einen gedrungenen Stab aus Baustahl, ebenfalls
für m 3. Hier lassen sich die zuerst rein elastischen und dann teilweise
plastischen Gleichgewichtsformen wegen des Masstabes der Wiedergabe nicht
gut verfolgen. Das 2. Bild oben rechts ist die äusserste Gleichgewichtslage, für
die nach geringer Mehrbelastung der Stab ausweicht. Das folgende Bild links
unten zeigt, dass an der weiteren Verformung nur die Stabmitte Anteil hat,
während die Stabenden sich wiederum strecken. Das letzte Bild gilt schliesslich
dem Stab nach der Entlastung.

Einen schlanken und einen gedrungenen Stab nach erfolgter Entlastung
sehen wir schliesslich noch in der Figur 8, um die Art der Verformung nach
erfolgtem Überschreiten der Instabilitätsgrenze deutlicher zu veranschaulichen.

lug. 8.

Stabformen nach Überschreiten der kritischen Helaslung.
Etat des barres apres depassement de la Charge critique.

Shape of Members afler cxceeding Critical Loading.

Die vorliegenden Ausführungen haben den Zweck zu zeigen, dass die hier
behandelten Fälle der Instabilität sich für Stäbe, Platten und kombinierte
Bauformen und Belastungen immer und ausschliesslich im teilweise unelastischen

Gebiet abspielen. Es ist dringend erforderlich, das Verhalten der
Ingenieurkonstruktionen in diesem Bereich genauer zu studieren, schon mit
Rücksicht auf jene, noch als tragfähig zu bezeichnende Konstruktionen, bei
welchen teilweise unelastisches Verhalten absichtlich herbeigeführt wird, und
nicht mit Instabilität verbunden ist.
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TRADUCTION

I. Introduction

Le calcul des elements de construction travaillant simultanement ä la
compression et a la flexion est Tun des problemes les plus difficiles de la sta-
tique. Lorsque des charges exterieures creent, dans une membrure, des efforts
de compression soit seuls, soit combines ä des efforts iranchants et ä des

moments flechissants exteneurs, ll se produit des deformations perpendicu-
laires aux efforts axiaux, qui, a leur tour, determinent des moments addition-
nels et des efforts non negligeables.

Parmi les problemes les plus connus et les mieux etudies se trouve d'abord
le calcul des poteaux et des barres charges axialement. Les calculs deviennent
dejä compliques si la section d'un poteau ou d'une barre, au lieu d'etre pleine,
se compose de parties assemblees ; car^ dans ce dernier cas, on doit calculer
la stabilite de chaque element de la barre ainsi que son influence sur la
stabilite generale. Meme dans le cas de sections pleines, la question du flambage
joue un röle important pour les ailes non supportees sur de courtes longueurs,
ainsi que pour les ämes minces.

Dans la construction des ponts en acier, Temploi des poutres ä äme pleine
et de grande portee a fait, au cours de ces dernieres annees, des progres
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extraordinaires. Dans ces dernieres formes de construction, il est necessaire
d'assurer particulierement la securite contre le flambage de Tarne et un ren-
forcement judicieux.

Les calculs sont encore plus compliques lorsque des moments exterieurs,
provoquant des deformations perpendiculaires a Taxe des barres ou au plan
des töles, viennent s'ajouter aux efforts axiaux sur les poteaux et sur les
barres ou aux moments et aux efforts agissant dans le plan des töles.

Tant que tous les allongements restent dans les limites elastiques, les
calculs de flambage et de resistance sont relativement simples, meme en cas de
sollicitations complexes. Par contre, la facon dont se comportent les con-
structions soumises ä des pressions et flexions dans la zone non elastique [dite
plastique] de nos materiaux, est incomparablement plus diflicile ä etudier et
n'a pas encore ete elucidee. On peut considerer comme pratiquement impos-
sible de traiter par le calcul le travail des materiaux au delä de la limite
d'allongement proportionnel ou de mettre ces phenomenes en equation ; en

consequence, dans la plupart des cas, on est dans la necessite de faire des

calculs d'essai ou de contröle en se basant sur des donnees arbitraires (main-
tien dune section plane, etc.) afin de pouvoir calculer, dans les cas difficiles
de charge, Tequilibre entre les forces exterieures et les sollicitations inte-
rieures. Par exemple, dans Tacier de construction, nous devons constater que
presque tous les problemes de stabilite ne peuvent pas etre resolus sans tenir
compte de la deformation plastique. Pour ne citer qu'un exemple, nous rap-
pellerons celui d'une barre comprimee excentriquement, qui est, meme pour
un degre d'elancement eleve, partiellement inelastique des quelle se trouve
en etat d'equilibre instable.

Signaloris enfin que la plupart des problemes de ce genre, si Ton en fait
une etude minutieuse, peuvent presenter, en outre, une autre difficulte du fait
que les problemes de stabilite et de resistance s'etendent a des efforts dans

l'espace et non en plan, de sorte que la variabilite des modules d'elasticite
dans les diverses directions fait sentir son influence.

II. D6veloppement et 6tat des recherches scientiflques
et exp6rimentales.

La plus ancienne experience sur une barre droite soumise ä un effort de

compression est due ä Euler en 1744. Gependant, la formule dEtLER tomba
en defaveur par suite de son echec pour Fapplication a des barres trapues ;

cependant, des 1845, Lamarle avait signale le fait que pour le bois la validite
de la formule d'EüLER est liee ä la limite elastique. Plus tard, on s'aida de for-
mules empiriques dont les principales sont Celles de Tetmayer, de Schwaktz
et Rankine, etc.. Neanmoins, Tetmayer avait deja rehabilite la formule d'Eu-
lf.r dans la zone d'elasticite. Le premier travail d'ENGEssER, dans lequel il
traite de la plasticite, date de 1889 ; toutefois, il ne fut pleinement apprecie
qu'ä la suite des travaux de Karmän, en 1910, d'oü sortirent les principes de
la theorie d'ENGESSER-KARMÄN. D'apres cette theorie, il est devenu possible,
tout au moins pour le flambage axial, de mieux saisir les conditions qui regnent
en dehors du domaine elastique et de calculer les poteaux et barres en mate-
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riaux divers en se basant sur la connaissance de leur diagramme « compres-
sion-deformation ». Le second probleme demandant une etude theorique et
pratique est celui que pose une barre comprimee ; ici, il faut mentionner les
travaux de Krohn et tout specialement ceux de Ros et Brunner. Les rapports
et discussions du Congres International de Construction des Ponts et
Charpentes tenu ä Vienne en 1928 sont particulierement importants pour la dif-
fusion des connaissances et l'etiule critique des diverses hypotheses ; nous les

signalons tout particulierement (voir la bibliographie).
Independamment de Tetude des questions fundamentales relatives ä la sec-

tion d'une barre pleine sous une charge axiale ou excentrique, de nombreux
chercheurs ont presente des etudes theoriques et pratiques traitant des cas de

charge complexe avec des appuis varies et des sections variables de barre, etc.
Signaions ceux de Bleich, Chwalla, Dondorff, Elwitz, A. Föppl, Ruber, Kay-

ser, Kriemler, Krohn, Kübler, Love, Mayeb, Melan, von Mieses, Müller-
Breslau, Ostenfeld, Reissner, Timoshenko, Waddel, Zimmermann et autres.
Dans le domaine de la theorie du flambage des dalles, il faut mentionner
specialement Timoshenko apres que Bryan se fut, le premier, en 1891, oecupe du

probleme du flambage des dalles reetangulaires. Outre divers chercheurs, tels

que Reissner, Wagner, Schleichkr, etc., Bleich, en particulier, par l'eta-
blissement de formules appropriees, a rendu accessible a Tapplication
pratique la theorie des ämes et ailes des poutres en compression ainsi que la
securite au flambage des ämes des poutres pleines en acier.

En resume, nous pouvons dire quele calcul des barres, des dalles et systemes
complexes travaillant ä la compression et ä la flexion n'offre plus de difficultes
insurmontables aux calculs de flambage et de resistance, tant que les deformations

restent dans le domaine elastique. Toutefois, si des deformations plas-
tiques se produisent, les recherches deviennent notnblement plus difliciles,
parce que la facon dont se comportent les materiaux dans la zone non elastique
depend des caracteristiques particulieres des materiaux et il n'est plus possible
detablir avec certitude les coiulitions d'equilibre.

Les essais ont donc un double but. La pratique exige des formules pratiques de
calcul, pour des charges tres diverses. La science desire etudier les phenomenes,
au dela des efforts et deformations admissibles en pratique, et contröler plus
exaetement les phenomenes qui se produisent lorsque apparait l'instabilite, en
semaintenant avant touten aecord avec les resultats du contröle experimental.

II est indispensable, pour Tetude des prineipes fondamentaux, de prendre
en consideration les conditions creees par modification d'equilibre, coneurrem-
ment avec les efforts qui sont mis en jeu.

Nous considererons maintenant, en partant de ce point de vue, et d'une
facon tout ä fait generale, divers cas de charge d'une barre simple, articulee a

ses extremites.

1. Cas d'une barre rectiligne chargee axialement et travaillant
dans la zone elastique.
Si une barre articulee ä ses extremites, supporte un effort axial de compression,

eile reste rectiligne si la charge est inferieure ä la charge critique de flambage

(charge de flambage d'EuLEii). Si Taxe de la barre subit une flexion du
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fait de Intervention des moments exterieurs (et qu'il ne se produise en meme
temps aucune tension peripherique depassant la limite de proportionnalite),
la poutre, apres disparition des causes qui ont motive sa flexion, reprend sa
forme rectiligne.

La barre reste egalement droite si la charge augmente; eile est en equi-
libre stable jusqu'a ce que la charge atteigne sa valeur critique ou charge de

flambage. Jusqu'a present, la barre n'a £te soumise qu'ä une force normale. Si,
des lors, la charge augmente, meme d'une faible quantite, il se produit une
flexion, et un moment additionnel entre en jeu. Ce n'est que ce phenomene que
nous appelons flambage. L'axe de la poutre correspond de nouveau ä une posi-
tion d'equilibre. Si Ton continue a augmenter tres lentement la charge, la
flexion augmente rapidement, les tensions peripheriques au milieu de la barre
depassent la limite de proportionnalite et la barre sort partiellement du domaine
elastique. Pour les proportions courantes les deformations et finalement la
mise hors Service de la poutre se manifestent en dehors du domaine elastique.

2. La barre chargee excentriquement et travaillant dans les
limites elastiques.
Si la compression agit excentriquement, il existe un moment initial qui

occasionne une flexion de Taxe.
Dans un materiau possedant une elasticite illimitee, a nimporte quelle

charge correspond un etat d'equilibre. L'instabilite n'inlervient pas. Mais,
dans ce cas aussi, nous pouvons determiner par le calcul pour quelle charge
les tensions peripheriques depasseront les limites de proportionnalite; ä partir
de cette charge, c'est de nouveau l'etat plastique qui intervient.

3. La barre chargee axialement et travaillant en dehors de la
zone elastique.
Si la charge se maintient au-dessous de la valeur critique (charge de

flambage) la barre reste rectiligne. Si les tensions demeurent dans les limites de

proportionnalite, la barre revient ä sa forme rectiligne normale lorsque des

charges supplementaires transversales, causant un flechissement de Taxe de la
barre; cessent d'agir. Si, par contre, les efforts dus ä la charge axiale (qui
reste cependant inferieure ä la charge critique), depassent la limite de

proportionnalite, nous ne pouvons plus deformer cette barre, car autrement eile
prendrait une deuxieme position d'equilibre avec axe courbe impliquant la
deformation plastique d'une partie de la barre. II existe donc, au-dessous de

la charge de flambage, mais au-dessus de la limite de proportionnalite, une
position d'equilibre, pour laquelle Taxe reste rectiligne, et une autre, pour la-
quelle Taxe est inflechi (ce dernier cas correspond, lorsque la charge augmente
et en raison de l'excentricite survenue, au cas 4 examine plus loin).

Supposons de nouveau la barre rectiligne et augmentons la charge jusqu'a
la valeur critique de flambage. Les phenomenes seront ä peu pres les memes

que ceux de la phase de flambage dans la zone elastique. La courbure
augmente rapidement; les moments additionnels croissent et la barre subit les
deformations de l'etat plastique.



Stabilite et resistance des pieces travaillant ä la compression et ä la flexion 43

4. La barre chargee excentriquement dans le domaine plastique.
La barre se comporte tout d'abord comme en 2 ci-dessus. Si la charge

augmente, la barre se deforme suivant les lois propres a la matiere qui la eom-

pose, jusqu'a ce qu'elle arrive ä une position- d*equilibre instable. c'est-ä-dire
qu'elle lommence ä se deformer pour une tres faible augmentation de la charge.
II ne faut pas confondre ce phenomene de l'apparition de l'etat d'equilibre
instable avec le phenomene de flambage precedemment decrit. Dans le flambage,
nous avons affaire a la Substitution ä un etat d'equilibre (axe rectiligne de la
barre soumise ä une force axiale), d'un autre etat d'equilibre (axe flechi sous
l'action d'une force normale et dun moment de flexion). Dans le cas de l'equi-
libre instable, par contre, lorsqu'une partie de la barre devient inelastique,
la barre n'est plus en etat d'opposer une resistance süffisante aux forces
exterieures.

Pratiquement, cet etat d'instabilite dans le domaine de la plasticite inter-
vient egalement dans les cas 1, 2, 3, lorsque apres le depassement de la limite
de proportionnalite resultent des deformations plastiques. Ce phenomene peut
etre suivi d'une maniere tres nette lorsque au cours des essais on a soin que la

charge continue ä agir au moment de la deformation et lorsqu'il subsiste une
possibilite d'accroitre encore rette deformation. L'axe de la poutre s'incurve
des le debut dans toutes ses parties, meme si la limite d'allongement propor-
tionnel n'a ete depassee que dans certaines parties. C'est lä le cas des barres

rigides dans toutes leurs parties. Mais des 1'ins.tant oü dans la partie mediane
de la barre, pour laquelle le moment flechissant est maximum, la matiere
Constituante n'est plus en etat de supporter l'action du moment exterieur par
manque de resistance interieure, il se produit en cet endroit une sorte (feilet
d'articulation. L'equilibre d'une teile barre sera impossible parce que, dans sa

partie mediane, eile n'a plus qu'une resistance a la flexion tres limitee ou
meme nulle. Dans un pareil Systeme il se produit alors une forte diminution
de l'action du moment dans les deux moities de la barre ; par suite, les extremites

se redressent si elles n'ont pasdeja subi, ä ce moment, une deformation
permanente.
*>. Conclusions.

Ces phenomenes de flambage et d'instabilite interviennent egalement pour
des barres dont les appuis ne sont pas articules, pour des dalles et autres
systemes. Ajoutons en outre que, dans la zone elastique, les differentes charges
peuvent etre appliquees les unes apres les autres et dans un ordre successif
quelconque, sans que les deformations resultantes et l'etat final resultant en
soient modifies. Ceci ne se produit plus lorsque certaines parties du Systeme
subissent des deformations plastiques.

II est evident que les phenomenes que nous venons de decrire se presentent
de maniere differente pour des elements constitues par des materiaux diffe-
rents et suivant les caracteristiques propres de ces materiaux. Les considera-
tions qui precedent s'appliquent ä l'acier de construction de qualite courante.

Nous en arrivons maintenant ä cette conclusion que, pour Tetude pratique
et theorique de la question du flambage, et tout particulierement en ce qui
concerne l'apparition des etats d'equilibre instable dans la zone plastique, il
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est necessaire de connaitre les efforts qui se trouvent mis en jeu. Il serait
egalement interessant de connaitre les conditions de charge pour lesquelles
la limite de proportionnalite est depassee en un point quelconque, pour pou-
voir determiner ä quel moment precis commence la deformation plastique.

III. Calculs d'öquilibre pour les matöriaux Plastiques.

Supposons un materiau possedant une elasticite illimitee (module d'elasti-
cite E) et admettons, pour situer la question d'une maniere tout a fait generale,

le cas d'une charge excentrique. La figure 1 s'applique a une barre
articulee a ses deux appuis d'extremite. Si nous tenons ä considerer de faibles
excentricites et le cas de la charge axiale limite, nous devons faire intervenir
la courbe effective de flexion et poser :

1 dy P (c cosa + .v)

p
~ ds EJ ~

J est le moment d'inertie de la section; y, ds et © sont lies entre eux par la

relation y I eis sin ©.
'

/
Si nous posonsA= V/tt-t nous obtenons : I — \ 2 A2cos© + C.

On peut determiner la constante C d'apres les conditions aux extremites

pour© a, -r- =— ttt =—*k2ecosx. On obtient par suite la relation:7 ds KJ r
ds= /==== jr-y dans laquelle K2 - k2e2cos2a + sin2-

4 /T/2 * 2 ^ \* ^
y R2—sin2^

Si l'on integre sur toute la longueur de Taxe de la barre flechie, soit /, en
negligeant la contraction resultant de l'eilort de compression simple P cos©,
on obtient la forme generale suivante :

J v/K2-si"1
?=o

Cette integrale ne peut etre resolue que par un developpement en serie et on a :

l=k
2- sin"

are sni - \ 1 + 0,25 K2 + 0,1 i06 K4 + 0,0977 K« +.K /

—y cos asin|j 0,20+0,1406 K2 + 0,0977 K4+ J

— |ecos*sin3?j 0,0937 + 0,0651 K2 + 0,0050 K* + j

— |e cos a sin5|j 0,0391+ 0,0299 K2 + J— 1. (2)

Si e 0, K sin - et comme : are sin 1 -
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on obtient pour la charge axiale, pour une deformation dejä existante :

/ — -, l+0,25sin2^ + 0,li06sin*|+0,0977 sin«| +
I

(3)

Si a tend egalement vers 0, ce qui n'est possible que pour e 0, on a alors :

'inl-i-Vt <«

ce qui correspond ä l'effort de flambage d'Euler pour une charge axiale.
L'equation (2) n'est pas resoluble par rapport a P. Pour des dimensions et

une charge donnees, la position d'equilibre ne peut etre determinee qu'experi-
mentalement. Toutefois, sous la forme (2j, eile convient parfaitement a l'eta-
blissement de tables et de representations graphiques. Dans la pratique et en
tenant compte de l'impossibilite d'admettre de grosses deformations pour les-
quelles la limite de proportionnalite se trouverait depassee dans les fibres
peripheriques, on peut se limiter, pour ces calculs. a un nombre restreintde termes.

On obtient en outre les deformations :

y=|0v2-sin2|-ecosa. (5) f= \ \JK2 -sin»? (G)

2 2
t/ni= -K-ecosa (7) /".!, ^K. (8)

Dans les calculs qui precedent, on a neglige Linfluence des efforts tranchanls,
de la contraction de la barre et des modifications de sa section. Comme nous
n'envisageons ici que des considerations relatives, nous introduirons, pour

P
interpreter l'equation (2), l'effort au centre de gravite : <jn — et le coefficient

definissant la finesse : a -
i

Considerons maintenant une section rectangulaire dehauteur h et de largeur b

et exprimons l'excentricite enfonction de la largeur du noyau central, de sorte

que p m^.Onaura: k= 'j \Jg et e.k 0,577 m i/ln
Enfin. ä partir de l'equation (8) nous obtenons, pour le plus grand bras de

levier, correspondant ä la charge P, au milieu de la barre et en tenant compte
des valeurs ci-dessus :

^ il/m2cos2a + 12- .sin2^ (11)h b V ffn 2 v '

Prenons comme module d'elasticite E 22.100 kg par mm2, valeur qui
correspond ä Lacier de construction de qualite ordinaire et que nous supposerons
tout d'abord constante.

En partant des points ci-dessus, on obtient pour l'equation (2) et pour le

rapport y1 des familles de courbes qui sont representees sur la tigure (2) et qui

correspondent ä differentes valeurs de m. Chacun des points de ces graphiques
donne, pour l'excentricite correspondante, les valeurs correspondantes de c„,

Am
X, oLet — qui impliquent l'equilibre.

La figure 2 a, pour m 0, correspond ä une charge axiale. Dans ce dia-
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gramme, l'echelle des X ne correspond ä celle des autres diagrammes que
jusqu'a la charge de flambage. A partir de ce point, et pour une charge constante
[<jn constant), ä un plus grand angle a correspond un plus grand coefficient de
finesse X. Laccroissement AX est toutefois porte a une echelle cent fois plus
forte que celle des X eux-memes.

Les figures 2b ä 2f montrent que, pour une valeur donnee de m, chaque
courbe <jn est asymptote ä la verticale correspondant au Xk pour lequel le flambage

se produit avec une charge axiale. Pour une section de la barre
correspondant ä une charge de dn au centre de gravite et pour de faibles excentricites,
les deformations restent tout d'abord faibles. Elles augmentent brusquement
ä l'approche du degre de tinesse correspondant au flambage axial.

Pour des excentricites plusimportantes, l'influenee predominante du moment
provoque, pour un degre de finesse croissant, une augmentation rapide des
valeurs de a et de fm. Toutefois, la zone correspondant au degre de finesse

critique est moiris accusee.
Pour le module d'elasticite E choisi et pour une limite de proportionnalite

correspondante <rp 19 kg par mm2 on atteint rapidement, avec les courbes
individuelles, la limite pour laquelle ap se trouve depassee dans les fibres
peripheriques du cote comprime, et ä partir de laquelle l'element sort partiellement

de la zone elastique.
On a trace les lignes representant les valeurs de <jp pour des excentricites de

m 0,50 — 1,0 — et 3. Par leur intersection avec une courbe <rn, on obtient
le coefficient de finesse pour lequel la valeur de ap sera en meme temps atteinte
dans la fibre peripherique du cöte comprime. Ce n'est qu'aux valeurs corres-
pondantes de a, X et cn qui se trouvent au-dessous de la courbe <rp qu'il existe
des cas de charge pour lesquels la barre entiere travaille dans la zone elastique.
Au-dessus de cette courbe ap nous avons affaire ä des cas de charge pour
lesquels l'element travaille soit integralement, soit partiellement, en dehors de
la zone elastique. Nos familles de courbes ne sont donc valables que jusqu'a la
courbe <jp.

Pour les memes valeurs de m, on a egalement trace les courbes de (j^r. Ce
sont les efforts critiques au centre de gravite, pour lesquels, suivant les resultats

experimentaux de Ros, il se produit un flambage de la barre charge
excentriquement, ou, d'apres les considerations que nous avons exposees au debut,
une instabilite.

Pour les trois cas d'excentricite envisages, et pour les finesses admissibles
dans la pratique, les etats d'instabilite se manifestent dans des zones pour
lesquelles l'element travaille partiellement ou integralement en dehors du
domaine elastique. Meme pour de tres faibles valeurs de m, il est impossible
que la courbe de <Tkr pnsse au dessous de la droite <yp.

Pour pouvoir mieux nous rendre compte de la distributiondes efforts dans le

cas d'une compression excentrique,nous nous proposons encore de determiner
les efforts qui se trouvent mis en jeu. Nous nouslimiterons au calcul des efforts
maxima sur les bords de la section rectangulaire situee au milieu de la barre.

-Z-v±l£-i—(,±ttS) (,2)

F represente la section et J le moment d'inertie.
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Les efforts maxima et minima au milieu de la barre peuvent egalement

s'ecrire comme suit : <jm a„( 1+X -7 i /-' .K) (13)
nun \ y ffn /

On a determine d'apres l'equation (13) differentes valeurs des efforts pour
m=0,5, 1 et 3 pour chacun des coefficients de finesse de 100, 150 et 200
et pour une charge croissante P as. F.

Ces valeurs ont permis d'etablir les courbes des figures 3a, 3b et 3c.
Sur les ordonnees cjui correspondent aux differentes charges, on a porte les

r
efforts, les deviations a et les valeurs des flechissements -^-

as, designe l'effort au centre de gravite.
er' l'effort peripherique au milieu de la barre, dans les fibres comprimees;
ay/ — — dans les fibres tendues;

ces deux efforts etant consideres sans tenir compte de la deformation de Taxe
de la barre ;

ffmax et amin designent resp ctivement les efforts effectifs peripheriques dans
les fibres comprimees et dans les fibres tendues, en tenant compte d'une maniere
precise de la deformation de cet axe. Les differences (amax — O et (smin— O
representent Tinfluence du flechissement de l'element, qui parait dependre
largement de m et de X.

L'intersection de l'horizontale <rp avec la courbe de <jmax donne la charge P

pour laquelle les fibres exterieures du milieu de la barre depassent la limite
de proportionnalite. Ce passage est indique dans les figures par un trait ver-
tical double. A gauehe de ce trait double, l'element travaille dans la zone
elastique, et ä droite, il travaille partiellement en dehors de la zone elastique.

L'intersection de l'horizontale correspondant ä un ettbrt admissible
(J/z= 15 kg par mm2 avec la courbe <jmax donne la charge pour laquelle on
atteint dans les fibres peripheriques le taux de <rz. Sur les figures 3 sont encore
indiquees :

1) l'effort de flambage de lYlement j^ pour une charge axiale ;

2) l'effort admissible au flambage ak/ pour un coeflicient de securite de 2,5;
3) l'effort critique <j\ pour un element charge excentriquement, suivant Ros;
l) l'effort admissible apkz avec un meme coefficient de securite de 2,5.
Les indications fournies par les figures 3 nous montrent les influences de m

et de X sur la rep.irtilion des efforts et des flechissements dans la section du
milieu de la barre et nous constatons ici encore, de meme qu'il est resulte des

figures 2, que l'instabilite des elements doues d'une certaine finesse est con-
ditionnee par le moment oü le materiau de cet element commence ä sortir de la
zone elastique.

IV. Calcul de l'öquilibre pour des matäriaux partiellement
ou intögralement plastiques.

Nous avons deja signale, des le debut, quil est extremement dillicile
dInterpreter analytiquement la maniere dont se comportent les parties d'ouvrages
dont les deformations sortent, en totalite ou en partie, du domaine elastique,
du fait que la mecanique actuelle de la plasticite ne peut pas encore mettre ä
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notre disposition des relations süres, basees sur des recherches experimentales,
entre les ellbrts et les deformations.

Pour Lexecution pratique des calculs, nous supposons, pour toute la barre,
un module d'elasticite E constant, auquel correspond une Variation lineaire
defforts reduits comme suit : pour pouvoir tenir compte de la Variation effective
du module E d'une fibre a Lautre, nous reduisons les valeurs des sections suc-
cessives, de teile sorte que les resultantes des efforts internes effectifs soient
Äquivalents a ceux qui sont determines par les efforts et sections reduits.

Si, a un endroit donne, la largeur d'une fibre est Z>7j et si l'effort effectif
correspondant atteint ar,, il leur correspond, apres la reduction (voir figure 5),
la largeur reduite brr\ et l'effort reduit s\. On doitavoir brr zi\=bvi\. crn doü Ton

deduitla largeur reduite correspondante d'une fibre de la section : b\=bt[. —-

La section initiale F se trouve remplacee par une section reduite Fr.
La figure i repivsente l'etat d'une barre soumise a une charge excentrique

et articulee a ses deux appuis d'extremite, dansle cas oü cette barre travaille
partiellement ou integralement en dehors de la zone elastique. L'axe statique
qui doit etre pris en consideration dans les presentes recherches theoriques
passe par les centres de gravite des sections reduites. Cet axe statique accuse

par rapport a laxe geometrique un ecart er.
Considerons ä nouveau la section rectangulaire, en introduisant toutefois,

comme variable pour le rayon de courbure, l'element d'arc ds de Taxe statique
et l'angle ©correspondant. Sur la figure 5, on a porte, pour une section rec-
tangulaire, le diagramme des allongements et des tensions, de meme que la
section reduite.

Considerons maintenant deux allongements sd et sz de fibres peripheriques ;

nous en deduisons, par le diagramme des allongements, les efforts correspon-
dants ä la Peripherie jj et <jÄ, de meme que les valeurs des efforts reduits ard

et ar7. Nous determinons la largeur reduite des fibres particulieres et, pour
toute la section reduite, la valeur Fr, la position du centre de gravite Sr, ainsi

que le moment d'inertie Jrs de la surface Fr par rapport au centre de gravite Sr.

Au centre de gravite de la section reduite, on a l'allongement sn suivant
Taxe statique et les efforts correspondants <rn ou ar„. De la figure 5, il resulte
enfin, pour le rayon de courbure, la relation :

1 *±^-1 (16)
p h

de sorte que nous pouvons fixer egalement la position de laxe neutre de la
section au moyen de la relation : s p. £„.

Un allongement quelconque ä une distance rt du centre de gravite est donne

par : £T| e„ + -1 s
En partant du module conslant E, des efforts reduits et de la section reduite,

nous pouvons maintenant effectuer le calcul suivant Navier et nous obtenons
les relations concernant les efforts exterieurs :

P 71nF» (17; et M —s (18)
9

Le bras de levier par rapport a Taxe statique de la barre est enfin donne
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par y M : P. Si pour une section determinee, on connait le point d'appli-
cation de la charge, on atteindra l'equilibre lorsque l'effort P deduit des

allongements consideres pour les fibres peripheriques concordera avec la

charge effective et y er-| — avec l'intervalle entre le point d'application

de la charge et Taxe statique de la barre (voir figure 5).
Pour la determinatiön exacte de Taxe de la barre, il faut maintenant pro-

ceder d'une maniere analogue a ce qui a ete fait pour le materiau elastique, en

integrant l'equation differentielle : I _ il _
P cos V

p ds E Jrs

dans laquelle y j ds sin <p. Comme le moment d'inertie Jls varie avec

l'angle 9, l'integralion ne peut etre effectuee que graphiquement.
Nous sommes donc maintenant en mesure d'etablir des diagrammes d'equilibre

pour un diagramme d'allongement donne. Pour une charge P determinee
P

(ou pour un effort correspondant crn au centre de gravite), considerons

tout d'abord differentes valeurs de £d et de sz. Ces valeurs doivent etre choi-
sies telles que : P 7p„.Fr. Pour chaque cas, nous determinons eT et s ainsi

E J's
que le moment M des efforts interieurs : M= —|—¦ (s(1— sz).

Enfin nous avons pour le bras de levier de la charge exterieure P par rap-
M F

port a l'axe statique de la barre : y _ __ i_ jr^ /£<J £ \

Si Ion considere des elements d'arc iinis A s, on a pour la Variation de

l'angle correspondant : A? As
w<1 d'oü Ton peut determiner progressi-

vement Taxe de la barre et les modifications correlatives de y.
Pour la conduite pratique des Operations, on pourra etablir des graphiques

pourdifferentes valeurs de P (oude jn); pour toutes determinations ulterieures, on
obtiendra les valeurs demandees par interpolation des courbes des graphiques.

II faut maintenant determiner la position d'equilibre qui correspond ä une
charge donnee appliquee a une barre donnee. Determinons tout d'abord si le
milieu de cette barre se comporte plastiquement. Comme, avec les hypotheses
que nous avons faites, nous ne connaissons que l'angle de devialion de Taxe
de la barre en son milieu pour m 0, il faut commencer par tracer la courbe
de flexion. Admettons tout d'abord un bras de levier ?ym, sans perdre toutefois
de vue que cette valeur comprend non seulement le flechissement de l'axe de
la barre, mais egalement l'excentricite initiale ; determinons les valeurs corres-
pondantes de la devialion de Taxe de la barre A o a partir des resultats
graphiques obtenus precedemment et pour un As fini. Nous obtenons ainsi pour
un ecart A s du milieu de la barre, un point de son axe ainsi que la valeur
correspondante y' du bras de levier. Pour ce nouveau bras de levier, determinons

ä nouveau la Variation A 9 correspondante pour un nouveau A s, nous
obtenons le bras de levier y" qui correspond ä 2 A s et ainsi de suite. En arri-
vant a Textremite de la section de la barre, nous devons obtenir la valeur y0
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qui, etant donne le e0r connu, doit nous conduire au point d'application de la
charge a l'extremite de cette section. Sinon, il conviendra de choisir une autre
valeur de depart ym jusqu'a ce que l'on arrive ä un resultat exact. Dans la

pratique, la section du milieu de la barre seule travaillera en dehors de la zone
elastique, le reste pouvant etre calcule sur la base de l'elasticite.

Si nous devons enfin rechercher quelle est la charge critique d'instabilite,
nous devons partir des valeurs limites pour le moment dans le milieu de la
barre, ou des maxima possibles du bras de levier et determiner la courbe de
flexion comme precedemment. C'est cette courbe de flexion de la barre qui
servira de point de depart, pour toutes les excentricites possibles du point
d'application de la charge a l'extremite de la barre. Cette courbe de flexion une
fois etablie, nous sommes en mesure de determiner les longueurs critiques de
la barre qui correspondent ä une charge donnee et ä une excentricite initiale
arbitraire, et d'etablir la valeur limite precise ä partir de laquelle il y a insta-
bilite.

Le procede de calcul developpe dans les lignes qui precedent s'applique,
independamment des charges excentriques, ä tous les systemes de charge axiale,
lorsque Ion se trouve en presence de flechissements provoques par des causes
quelconques ayant conduit ä un depassement de ap. Si, en definitive, la resistance

ä. la flexion se trouve depassee au milieu de la barre, on se trouve en

presence du cas de l'instabilite d'une barre soumise ä une charge axiale, et
qu'il ne faut pas confondre avec le flambage. Notre methode permet egalement
de prendre en consideration le cas du flambage des barres trapues lorsque,
suivant l'esprit de notre definition, le calcul est base sur la consideration de

Linstant oü l'axe de la barre, de droit, devient incurve, en tenant compte de
la reduction de la charge sur le cöte tendu.

Cette methode de calcul se rattache etroitement, pour les cas de plasticite
partielle, au calcul exact applicable dans la zone elastique, et naturellement
Penglobe. Elle permet de suivre exaclement les deformations et les efforts de
section en section, meme pour des cas de charge compliques.

V. Ätudes expgrimentales.

Les considerations qui ont ete exposees jusqu'a maintenant nous amenent ä

envisager la verification des hypotheses et des resultats obtenus. Les etudes
cxperimentales ont deux objectifs : Tun de caractere theorique, l'autre de

caractere pratique. Ce dernier consiste a determiner les charges critiques,
telles qu'elles se presentent en pratique, dans les differents elements utilises en
construction, afin de permettre l'etablissement de formules et de diagrammes.

C'est en ce qui concerne les barres chargees sgcialement que l'on possede le

plus de resultats pratiques. Ces resultats ont permis de determiner les courbes
des efforts de flambage, donnant les valeurs critiques des efforts au centre de

gravite, pour lesquelles le flambage se produit.
Les essais pratiques pour la determination de la resistance au flambage des

töles d'äme et des ailes des poutres, etc.. n'ont pas encore ete etablis en
nombre süffisant pour pouvoir servir de base aux recherches theoriques.

La question de l'instabilite des barres chargees excentriquement a ete suivie



Stabilite et resistance des pieces travaillant a la compression et ä la flexion 51

tout particulierement par Ros au Laboratoire Federal d'Essai des Materiaux ä

Zürich. A la suite de nombreux essais, on a determine pour des excentricites
variables, les courbes des tensions critiques au centre de gravite, analogues aux
courbes des efforts de flambage. On a envisage des marges de securite equi-
valentes a celles qui ont ete adoptees pour les recherches sur le flambage.
Cette methode est evidemment pratique, mais eile ne permet pas de traduire
l'influence des moments flechissants, dont l'importance est pourtant preponde-
rante en ce qui concerne l'apparition de l'etat d'instabilite. II n'est pas possible
de determiner pour quelles relations entre les moments et les efforts (excentricites)

il faut proceder ä un calcul d'instabilite et pour quelles autres on peut
se contenter d'une simple etude portant sur les efforts. II ne faut d'ailleurs pas
perdre de vue que les questions concernant l'importance de la marge de securite

doivent etre traitees d'une maniere concordante dans les deux cas.
On ne possede encore que tres peu de resultats experimentaux, susceptibles

d'interesser la technique pratique de la construction, en ce qui concerne les
efforts s'exercant excentriquement sur les dalles, les ämes, les ailes des poutres,
etc.. (les cas de charges groupees n'etant toujours pas consideres).

Nous pouvons donc constater que ce domaine tres interessant de la stabilite
et de la resistance des barres et des dalles comprimees et flechies offre encore
aux recherches experimentales un champ tres vaste.

II convient donc tout d'abord de poursuivre des effets d'ordre scientilique,
afin de degager les bases de la question. Seules de telles investigations per-
mettront de mieux saisir la maniere dont se comportent les barres, les dalles,
etc.. dans le domaine plastique. Correlativement, ces recherches apporteront
egalement leur contribution a Tetude des questions d'ordre statique et
dynamique dans lesquelles le probleme que pose l'entree de certains elements de
construction dans le domaine plastique conduit non pas ä envisager le point
de vue de la marge de securite, mais l'adoption, pour l'ensemble du Systeme
statique, de dispositions plus rationnelles.

L'execution de tels essais de base, portant sur des elements de construction
travaillant dans le domaine plastique, deniande des installations particulieres.
Suivant la vitesse de deformation, les frottements internes, suivant Lallure du
diagramme des allongements, etc., l'apparition des deformations considerables
dans le domaine critique est plus ou moins rapide ; il ne doit pas en resulter
la plus petite repercussion sur la charge (c'est-ä-dire sur la machine d'essai),
pas plus que de la deviation de Taxe de la barre ou du plan des töles, si l'on
veut que l'essai soit effectue dans les conditions desirables de precision.

Dans ces recherches, les possibilites d'augmentations progressives aussi
faibles que possible de la charge, ainsi que le temps, jouent un röle important;
il sera par exemple interessant de pouvoir determiner, en correspondance avec
le diagramme des allongements, dans quelles conditions on pourra, apres
depassement d'une zone d'instabilite determinee, realiser une nouvelle position
d'equilibre.

II est en outre necessaire de contröler l'influence des charges statiques repe-
tees (avec depassement de la limite de proportionnalite), ainsi que Linfluence
des charges de nature dynamique, sur ces questions d instabilite.

Pour l'etude experimentale des questions ainsi indiquees, il conviendra de
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travailler sur des modeles de barres et de dalles prepares avec les materiaux
utilises en pratique, ou avec d'autres materiaux appropries admettant des dia-
grammes d'allongement nettement determines.

L'auteur a concu, ä l'Institut pour la Statique de la Construction de l'Ecole
Polytechnique Federale de Zürich, differents appareils et dispositifs, permettant
l'etude systematique des questions importantes de la statique qui viennent
d'etre indiquees.

Concretisons les considerations precedemment exposees par la discussion de

quelques essais effectues. La serie de photographies de la figure 6 se rapporte
ä l'application d'une charge excentrique avec m 3, sur une barre preparee
avec un materiau experimental particulier. Le quatrieme cliche ä partir de la
gauche represente un cas typique d'equilibre, dans des conditions integralement

elastiques. Pour une faible augmentation de la charge (cliche 5) il se

produit dans le milieu de la barre un fort flechissement, tandis que les extremites

de cette barre accusent un commencement de redressement. On a alors
une position d'equilibre correspondant a un travail partiellement plastique pour
le milieu de la barre. Si, apres de telles conditions de charge, on supprime
la charge, le milieu dela barre accuse un flechissement permanent (cliche 6).

La serie inferieure des cliches de cette meme figure se rapporte ä un essai
effectue sur une barre en acier de construction et pour m 3 egalement. Le
quatrieme cliche ä partir de la gauche concerne encore un travail entierement
elastique. Sur le cinquieme cliche, on arrive au moment oü, par suite d'une
legere augmentation de la charge, l'etat d'instabilite apparait. On constate, la

encore, que pour une meme charge, la deformation se localise au milieu de la
barre, tandis que ses extremites accusent un redressement. Apres enlevement
de la charge, aucune nouvelle position d'equilibre n'ayant ete atteinte, la
deformation estrestee localisee au milieu dela barre, les extremites restant
entierement droites, suivant le cliche 6.

L'essai de la figure 7 a ete effectue sur une barre trapue en acier doux et
egalement pour w=3. On ne peut pas suivre aussi bien, sur ces cliches, les formes
d'equilibre tout d'abord entierement elastique, puis partiellement plastique,
par suite de l'aspect plus ramasse de la figure. Le deuxieme cliche represente
la position extreme d'equilibre ä partir de laquelle la barre commence ä s'in-
flechir pour une faible augmentation de la charge. Le cliche inferieur de gauche'
montre que seul le milieu de la barre participe ä la deformation ulterieure, tandis

que les extremites subissent un redressement. Le dernier cliche represente
enfin la barre apres suppression de la charge.

La figure 8 represente deux barres, apres la suppression de la charge. L'une
de ces barres est tres mince et allongee et lautre plus courte et ramassee ; on
peut observer tres nettement le mode de deformation apres depassement de la
limite d'instabilite.

Les exemples qui viennent d'etre exposes montrent que pour les barres, les
dalles et les dispositions complexes de formes et de charges, l'instabilite se

manifeste toujours et exclusivement dans une zone partiellement inelastique.
II est extremement important d'etudier d'une maniere precise le travail des

systemes de construction, dans ce domaine, tout particulierement en vue des

ouvrages que l'on fait sortir intentionnellement de la zone elastique, sans faire
intervenir l'instabilite.
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Zusammenfassung.

Werden Stäbe mit gerader Achse durch Druckkräfte, oder werden ebene
Platten durch Momente und Querkräfte in ihrer Schwerebene beansprucht
(Zentrische Belastung), dann bleiben die Stabachsen gerade und die Platten
eben, bis bei allmählichem, statischem Anwachsen die kritische Belastung,
die Knicklast, erreicht wird. Stäbe und Platten nehmen gebogene Formen an,
die neuen Gleichgewichtslagen entsprechen. Zu den ursprünglichen äusseren
Lasten treten noch Biegemomente und Querkräfte hinzu, die senkrecht zur
Stabachse oder senkrecht zur Plattenebene wirken. Aus der reinen Druckbelastung
des Stabes wird eine kombinierte Druck-Biegebeanspruchung, und aus dem
ebenen Spannungsproblem der Platte ein räumliches. Nach dem Wechsel
der Gleichgewichtslage verhalten sich ausgeknickte Bauglieder bei weiterer
Belastung wie solche mit anfänglichen Biegemomenten. Knicken ist somit nur
dann möglich, wenn die ursprüngliche Belastung bei gerader Stabachse oder
ebenen Platten zentrisch wirkt.

Sind Stabachsen oder Schwerebenen von Platten von Anfang an gekrümmt,
oder wirken ausser anderen Lasten Kräfte, die infolge von Deformationen
Biegemomente hervorrufen, so haben wir es mit kombinierter
Druck-Biegebeanspruchung zu tun. Hiehergehören : exzentrischer Druck, Druck mit Quer-
belastuug, zentrischer Druck nach Überschreiten der Knicklast usw.

Die Ausbiegungen, und Spannungen nehmen infolge der von den Deformationen

abhängigen Biegemomente schneller zu als die Last; jedoch entspricht
jeder Last eine Gleichgewichtslage, solange wir unbegrenzt elastisches Material

voraussetzen. Die Materialeigenschaften der Baustoffe bedingen, dass bei
Eintreten grösserer örtlicher Verformungen die Biegesteifigkeit erschöpft
wird und zunächst an der Stelle des ungünstigsten äusseren Momentes die
inneren Kräfte nicht mehr im Stande sind, Gleichgewicht mit der äusseren
Belastung herzustellen. Wir erhalten eine Änderung in der statischen Gliederung

des Bauteiles und damit eine Umlagerung des Spannungsverlaufes. Ist
nach der teilweisen oder gänzlichen Ausschaltung von Teilen des Tragsystems

eine neue Gleichgewichtsform möglich (kontinuierlicher Träger bei
Überschreitung der Fliessgrenze über einer Stütze, ausgesteifte Stegbleche von
Biegeträgern nach teilweisem Ausbeulen der Stege usw.), so ist diese bei der
Prüfung der Tragfähigkeit nach weiterer Laststeigerung den Untersuchungen zu
Grunde zu legen. Treten die Einschränkungen der Biegesteifigkeit jedoch an
Stellen auf, die nicht gestützt sind, beispielsweise die Mitte eines exzentrisch
gedrückten Stabes, und daher ausweichen können, so ist keine neue stabile
Gleichgewichtslage mehr möglich. Wir sprechen in diesem Falle von Instabilität;

der Bauteil ist gänzlich unbrauchbar geworden.
Instabilität von auf Druck und Biegung beanspruchten Bauteilen kann demnach

nur eintreten, wenn nach Überschreiten der Proportionalitätsgrenze in
einzelnen Teilen unelastisches Verhalten auftritt. Die Form des Spannungs-
Dehnungs-Diagrammes ist von grundlegendem Einfluss. Das Problem selbst
kann als Gleichgewichtsaufgabe oder als Spannungsuntersuchung behandelt
werden.
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Die genaue rechnerische Behandlung der geschilderten Belastungsfälle ist
im elastischen Gebiet ohne weiteres, im unelastischen nur nach gewissen
Annahmen möglich. Um der Praxis wirtschaftliches Dimensionieren von Baugliedern,

die auf Druck und Biegung beansprucht werden, zu ermöglichen und
um genügende Sicherheit gegen das Erreichen von Instabilität im unelastischen

Bereich zu gewährleisten, ist das Verhalten der Baustoffe im plastischen
Gebiet zunächst auf wissenschaftlich-versuchstechnischer Basis eingehend zu
erforschen. Über die speziellen Aufgaben der « Stabilität und Festigkeit von
auf Druck und Biegung beanspruchten Bauteilen » hinaus müssen die Grundlagen

geschaffen werden, die eine praktische Berechnung der Bauglieder im
unelastLschen Gebiet ermöglichen, um eine Reihe von wichtigen Fragen der
Statik und Dynamik ihrer Lösung entgegen führen zu können.

R6sumö.

Si l'on soumet des barres ä axe rectiligne ä des efforts de compression, ou
des dalles planes ä des moments et ä des efforts tranchants s'exercant dans le

plan du centre de gravite, les axes des barres restent rectilignes et les dalles
restent planes, jusqu'a ce que la charge, augmentee progressivement, atteigne
la valeur critique, c'est-ä-dire la charge de flambage. Les barres et les dalles
accusent ensuite des flechissements qui correspondent ä de nouvelles positions
d'equilibre. Aux charges exterieures initiales s'ajoutent encore des moments
flechissants et des efforts tranchants, qui s'exercent perpendiculairement ä

Taxe de la barre ou au plan de la dalle. A partir de la charge de compression
simple dela barre, prennent naissance des systemes combines d'efforts de

compression et de flexion. L'etude de la dalle devient un probleme interessant les
trois dimensions. Apres modification du Systeme d'equilibre, les elements
flechis se comportent, pour les nouvelles augmentations de la charge, comme
des elements soumis ä des moments flechissants initiaux. Le flambage n'est
ainsi possible que lorsque la charge initiale s'exerce axialement, tant dans les
barres rectilignes que dans les dalles planes.

Si les axes des barres ou les plans des dalles ont subi un flechissement
initial, ou si ces elements se trouvent, enoutre, soumis ä des charges qui se tra-
duisent, par suite des deformations initiales ci-dessus, par des moments flechissants,

nous aurons alors affaire a un Systeme combine d'efforts de compression
et de flexion. A ce cas appartiennent : les charges appliquees excentriquement,
les compressions avec efforts tranchants, les compressions axiales apres
depassement de la charge de flambage, etc..

Par suite de l'intervention des moments flechissants resultant des deformations,

les flechissements augmentent plus rapidement que les charges. Toutefois,
ä chaque charge correspond une position d'equilibre, tant qu'il s'agit de materiaux

ayant une elasticite illimitee. Les caracteristiques propres des materiaux
employes conditionnent le depassement de la resistance ä la flexion, lorsque
de plus grandes deformations locales entrent en jeu ; c'est d'elle que depend
la possibilite d'un equilibre entre les efforts internes et la charge exterieure, ä

Tendroit oü le moment s'exerce de la maniere la plus defavorable. II en resulte
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une modification dans la conception statique des elements de la construction
et un regroupement des efforts. Si, apres la mise hors de cause partielle ou
totale de certaines parties du Systeme porteur, une nouvelle forme d'equilibre
est possible (cas des poutres continues apres depassement de la limite d'ecoule-
ment au-dessus d'un appui, etanconnement des poutres travaillant ä la flexion
apres flambage partiel de läme, etc..\ cette nouvelle forme doit servir de

point de depart pour le contröle de la capacite de charge, pour de nouvelles
augmentations de la charge. Si toutefois la resistance ä la flexion se trouve
depassee ä des endroits non soutenus, par exemple au milieu d'une barre
comprimee excentriquement, endroits qui sont par consequent susceptibles de

flechir, on ne pourra plus trouver une nouvelle position d'equilibre stable.
Nous dirons alors qu'il y aapparition de l'etat d'instabilite; l'element est com-
pletement mis hors service.

L'instabilite des elements soumis a des efforts de compression et de flexion
ne peut donc se produire que lorsque certains elements sortent de la zone
elastique, par suite du depassement de la limite de proportionnalite. La forme du
diagramme des allongements est lä d'une importance determinante. Le probleme
peut etre traite comme une question d'equilibre ou comme une question d'efforts.

L'etude rigoureuse des cas de charges indiques est possible immediatement
dans le domaine elastique ; mais eile ne peut etre abordee, en dehors de ce
domaine, qu'en partant de certaines hypotheses. II importetout d'abord d'etu-
dier d'une maniere approfondie, theoriquement et experimentalement, la
maniere dont se comportent les materiaux utilises en construction ; cette question

est necessaire si l'on veut pouvoir arriver, pour les differentes parties de
la construction, ä des dimensions economiques et si l'on veut realiser des

marges de securite süffisantes, par rapport ä l'instabilite dans le domaine
plastique. Pour pouvoir resoudre toute une serie de questions capitales, en
statique et en dynamique, on devra mettre sur pied les bases d'une etude
speciale de la « Stabilite et dela resistance des elements travaillant simultane-
ment ä la compression et ä la flexion », etude destinee ä permettre le calcul
pratique des elements dans le domaine plastique.

Summary.

If members with straight axes are submitted to compression, or ifflat plates
are stressed by moments and transverse forces in the plane of their centre of
gravity (central loading), the ends of the members remain straight and the
plates flat, until through gradual static increase the load reaches the critical
(buckling) load. Members and plates then assume bent shapes, corresponding
to the new positions of equilibrium. In addition to the original external loads,
there come into play also bending moments and transverse forces, which act
perpendicular to theaxisof the member or perpendicularto. the plane ofthe plate.
The purely compression loading ofthe member becomes a combined compression
and bending stressing, and the problem of the stresses in the plate is in three
dimensions instead of in two. After the position of equilibrium has altered,
buckled structural members when still further loaded behave as members
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with initial bending moments. Bückling is consequently only possible, when
the original load acts centrally in the case of a member with straight axis or
in the case of a flat plate.

If the axes of members, or the central planes of plates, are initially bent, or
if in addition to other loads forces act which cause bending moments in
consequence of deformations, we have to deal with combined compression and
bending. To these belong : eccentric pressure, compression with transverse
loading, central pressure after the buckling load has bse:i exceeded, etc.

The deflectionsand stresses, in consequence ofthe bending moments depending
on the deformations, increase more quickly than the load; but to every load
there is a corresponding position of equilibrium, as long as we assume unlimi-
ted elasticity of the material. From the properties of the structural material it
results that, when larger local deformations occur, the resistance to bending
becomes wreak and at first at the place where the external moment is most
unfavourable the internal forces are no longer able to bring about equilibrium
with the external loading. We get a change in the stalic conditions of the
structural part and therefore a change in the run of the stresses. If, after
partial or complete elimination of parts of the System, it is possible to have a

new form in equilibrium (continuous girders with the elastic limit exceeded
over one Support, stiffened webs of plate girders after partial buckling ofthe
web, etc.), this has to be taken into consideration when testing the carrying
capacity after further increase in load. If however the reductions in the resistance

to bending occur at places which are not supported, — for example in
the middle of an eccentrically compressed member, — and may consequently
give way, a new stable position of equilibrium is no longer possible. In this
case we speak of instability ; the system will be destructed.

Instability of structural parts submitted to compression and bending can
accordingly only occur if inelastic conditions result after the limit of propor-
tionality is exceeded in individual parts. The shape ofthe stress-strain diagram
is of fundamental significance. The problem itself may be treated as a problem
in equilibrium oras an investigation of stresses.

The exact mathematical treatment of the described cases of loading is quite
possible in the elastic zone; in the inelastic zone certain assumptions must
first be made. In order to make possible in practice to obtain economical
dimensioning of structural members which are submitted to compression and
bending, and in order to ensure sufficient safety against reaching instability in
the inelastic zone, the behaviour of the structural material in the plastic zone
must first of all be thoroughly investigated scientifically and technically. For
the special problems of the " stability and strength of structural members
subjected to compression and bending ", one must search for principles which
will enable to make practical calculations for structural members in the
inelastic zone, in order to solve a series of important questions in statics and

dynamics.
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LA STABILITE DES BARRES COMPRIMEES
PAR DES FORCES EXCENTREES

KNICKUNG EXZENTRISCH BELASTETER STÄBE

BÜCKLING OF ECCENTRICALLY LOADED BARS

Dr.-Ing. h. c. M. ROS,

Professeur ä LEcole Polytechnique Federale et
Directeur du Laboratoire Federal d'Essai des Materiaux, Zürich.

Ce memoire est une extension et un complement des publications suivantes
parues ä l'occasion des deux premiers Congres internationaux de construction
des ponts et charpentes :

« La resistance au flambage des barres articulees aux deux bouts » (Zürich,
1926) et

« Le dimensionnement au flambage des barres comprimees par des forces
axiales et excentrees » (Vienne, 11)28).

Tous les essais ont ete executes au Laboratoire Federal d'Essai des Materiaux

sous la direction du Prof. M. Ros et celle du Dr J. Brum^ek. Ce dernier
s'est charge, d'autre part, de l'execution et de la surveillance des essais ainsi
que de la mise en valeur des resultats.

C'est aussi sous la direction immediate du D1' Bkunner qu'ont ete executes les
essais de flambage

sur le bois de construction, par le Dr Christen Osteinfeld, Copenhague. Danemark

;

sur la fönte, par le Prof. Tomovasu Yuki de l'Ecole Polytechnique de Sen-
dai, Japon ;

sur l'acier ä haute resistance (Ac 52), par le Prof. Shizuo Ban de l'Universite
imperiale de Kyoto, Japon, et

sur le beton arme, par l'Ingenieur dipl. 0. Baumanis de Baden, Suisse.

L'ingenieur diplöme A. Eichinger, collaborateur scientifique du L. F. E. M.,
a pris part aux discussions theoriques.

I. Suppositions.

Les suppositions sur lesquelles se basent les recherches theoriques et les
considerations developpees au cours de ce memoire sont les suivantes :

1) la barre est ä äme pleine, de section invariable et rectangulaire (F) ;
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2) Taxe de la barre est rectiligne;
3) la barre est articulee aux deux bouts;
4) les sections restent planes;
5) la courbe des fleches est une sinusoide qui repond ä la fonction

6) le diagramme tension-allongement estconnu ;

7) lallegement des fibres comprimees suit la loi elastique ;

8) la force de compression P croit d'une facon constante, mais toutefois pas
trop lentement, jusqu'au moment oü eile atteint la charge de flambage P^
(essais statiques de flambage) ;

9) la force P agit parallelement ä Taxe rectiligne de la barre lorsque le flambage

se produit sous l'action de forces excentrees.

II. Processus du flambage.

Le flambage est un probleme de stabilite. Tous ces problemes de stabilite* se
basent sur les diagrammes tension-deformation et, dans la regle, sur les dia-
grammes compression-raccourcissement; dans certains cas on utilise aussi les
diagrammes tension-allongement des materiaux de construction.

Le moment interieur Mj, du, lors de la compression axiale, ä un flechissement

lateral, virtuel et infiniment petit, est en relation avec le moment däve-
loppe par la charge exterieure.

Ces moments sont donnes par les formules :

moments interieurs
dans le cas de la compression axiale

Ms=^ (1)

dans le cas de la compression excentree

M,-j| A (2)

moments exterieurs
dans le cas de la compression axiale

Ma-Pk./' (3)

dans le cas de la compression excentree

M. Pk.(p + /f) (4)

Au moment du flambage la relation existant entre le moment interne Mi et
le moment exterieur Ma correspond ä un etat d'equilibre instable. Cette relation

d'equilibre ne peut pas etre assimilee au cas oü on atteint une tension
determinee de la fibre exterieure (limite d'ecoulement, resistance ä la rupture).

Ce n'est que dans le cas oü l'elancement - ne depasse pasun certain chiffre cri-



La stabilite des barres compnmees pai des forces excenlrees

tique, dependant lui-meme de la loi de deformation du matenau solhcite a la

compression, que le probleme de stabilite devient un probleme de resistance a

l'ecrasement.

Charge de Ptambernent^^x x* d Euler

Charge maximum

Pbtnt de depassement de la bmite
de proportionnal te"

Effet de GnashoF

Fleche

ChargeP

\\ i

-
flecher

MomentMt

Drotte des moments exteneurs
^Md=Pf

(corresponda la Charge max

Courbe des moments
mteneursMi

(correspond a la Charge de
Pfamoamenr d Euler)

Courbe dela
Charge centree

Point de

// Charge max/mum

depassement de la Imite
de proporhonnal te

Fleche P

ChargeP
1

j^-txcentrtc/tep

f/ec'heP
Moment Mt

oes moments exteneurs

(corresponda la Charge max

Courbe des moments
inteneursMi

(correspond a la mite
de proportionnai te)

flechef fxcenfreite F/eche

Fig 1

Principe du proce sus de flambement par chaige centiee
Prinzip des Knickvorganges bei zentrischer Bela«tunö

La*vS governing buckhng under a central load

Fig 2

Principe du processus de flambement par chaige excentree
Pnnzipe de*> Knickvoi ganges bei exzentnschei Belastung

Laws governing buckhng undei a eccentne load
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m. Compression centree et excentree.

Le flambage du k des forces centrees ne peut avoir lieu que dans des conditions

ideales qui ne se realisent en pratique qu'extraordinairement rarement;
dans la tres grande majorite des cas, ces conditions ne sont pas remplies. En
realite, le point d'application des forces est excentrique.

Comme causes d'excentricite on peut citer :

le fait que Taxe de la barre n'est pas, geometriquement parle, absolument
rectiligne (dressage);

le fait que la structure du materiau n'est pas partout absolument la meme
(manque d'homogeneite) ;

le fait que la resistance et les deformations du materiau ne sont pas partout
exactement egales (anisotropie) et enfin

le fait qu'il est pratiquement impossible de centrer parfaitement les forces
(frottements, encastrements et finalement l'excentricite primaire).

Le probleme du flambage par compression excentree ne peut etre mis en
doute, il existe de droit.

Les fig. 1 et 2 representent, ä une echelle reduite, les conditions de stabilite,
telles qu'elles se presentent pour une barre tres elancee, comprimee par des
forces centrees et excentrees.

Pour les barres dont l'elancement est le meme que celui qu'on rencontre dans
la construction, les degres distingues dans les graphiques :

charge de flambage d'EuLER,
effet de Gkashof,
depassement de la limite de proportionnalite,
charge maximum

sont tres rapproches et, pratiquement, coincident. Ceci provient du fait que, des
le debut, la limite de proportionnalite est dejä depassee ou que, lors du
flechissement, succedant ä la premiere phase de stabilite, on ne constate qu'une
tres faible elevation de la charge critique.

Lors du flambage du a des charges excentrees, la barre flechie se trouvera
toujours dans une position d'equilibre, ä supposer que le materiau dont eile se

compose soit absolument elastique ; en realite, on constate qu'une fleche rela-
tivement petite occasionne dejä un etat d'equilibre instable.

La theorie du flambage par forces centrees s'appuie directement sur les

travaux d'EiNGESSER et de v. Kärmän.
Pour le flambage par forces excentrees, M. Ros et J. Brunner ont

developpe une theorie speciale qui est rappelee brievement ci-dessous.

La relation (2) Mi y T. A. permet de tracer la courbe des moments internes

Mj pour une tension de base determinee. L'excentricite critique depend de
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l'elancement de la barre sollicitee par ladite tension de base. On determine
graphiquement cette excentricite en deplacant la ligne Ma des moments ext£-
rieurs jusquau moment oü eile est tangente ä la courbe M,. Le point de con-
tact est le point de stabilite critique ; l'abscisse de ce point represente l'excentricite

critique, (ig. 3.

tnctmaison de ti droite Ma dependant **
du degre d'Aancement l i *>

P'Fd0

Excentricite crihmep

Droite des moments
exteneurs rla

y

rieche

P'F0o

Courbe des moments inteneurs

pour une tension de Oase mogenne Oq

Absasses fteches et excentricites

* crtt/gue

Fl«
La tangente ä la couibc des moments Interieurs M,, correspondant a une chaige et a un degie

d'elancement donnes, determine 1 excentricite culiquc par son mtersection avec Taxe des
abscisses.

Die Tangente an die Kurve der innern Momente Mi, entsprechend einer gegebenen Last und einem
gegebenen Schlankheitsgrad, bestimmt die kritische Kxzenln/itat durch ihren Abschnitt auf dei
Abscissenachse

The tangent to the curve of internal moments M,, coiresponding to a given load and a given
slcnderness ratio, dctermines the cutical eccentricity by lts mtersection with the abcis^ae
axis
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4£.
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(flambementpar Force centree
barpes trapues)

F.g i

cole de surcharge
Suivant la courbe tension -

deformation

\%-T'

\\\La distribution\
Imeaire deremp/ac,
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\donnelemodule 7i.\

I La WStribur on \
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rieche effective, reelle Ld /tmit-
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(ft3mbprn°rif[.jr furc excentree)

Deteiminahon du module Tk pour le flambage sous charge centree et excentree.
Bestimmung des Knickmoduls Tk für zentnsche und exzentrische Last

Determination of modulus Tk (or buckhng under central and eccentne load

La fig. 4 permet de se rendre compte schematiquement de la determination
du module TK. Ce dernier est, pour des flechissements virtuels infiniment petits
(flambage par forces centrees), dependant de la tension de base et du
diagramme tension-deformation du cote charge et du cote allege. Pour des
flechissements de grandeur finie, tels qu'ils se produisent lors du flambage par
charges excentrees, le module Tk depend de la tension initiale uniformement
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repartie et de la difference algebrique des allongements A des fibres extremes
due ä la flexion.

Les precedentes publications du L. F. E. M. contiennent un graphique ayant
servi de base pour le calcul des courbes Mi, fig. 5, et qui illustre la relation
entre Tk et A pour des tensions initiales de grandeur differente et pour l'acier
de construction. Les publications sus-nommees renferment par ailleurs tous
les details interessant la question.

Difference des deformations spe'ciPiques d=Ag -A;

\2500kgicm2 Tension dans
to Fibre extreme ^^/<? £ mMj igmAmg£

2500
2300

2000

2700kgtcm2 Tension dans
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favant ecoulement)
150<

4\ I
Fi—v$mvm, r^i'-T

T. dx
dT

Largeur b^fo»
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K^
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ecou/em.
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(apres ecoutemenf)
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M
ftifference des dePormaiions spectfiques d

Fig. 5.

Module Tk en fonction des differences des deformations spöcifiques A en °/00
des fibres extremes et de la tension de base.

Modul Tk als Funktion der Differenz der Randfaserdehnungen und der Grundspannungen in °/oc

Tk modulus as a function of the original tension and of the specific deformations differences A
of the outside fibres.

II faut relever, comme le Prof. E. Chwalla La fait dans le compte rendu du
congres de Vienne, que la maniere dont on applique la force, dans le cas du
flambage par charges excentrees, joue un röle au point de vue theorique. On
peut appliquer la force axialement et proiuire le deplacement apres coup pour
atteindre l'excentricite voulue ou bien faire augmenter la charge dejä excentree
des le debut. On a prouve par ailleurs, pendant la discussion, que cette
difference n'est sensible que pour des barres tres trapues qui ne sont, pour ainsi
dire, pas utilisees en pratique. Au cours de la meme discussion, on a aussi
traite ä fond la question de l'influence que joue la courbe admise de la barre
(sinusoide) sur les resultats de la charge theorique de flambage et du flechissement.
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1) Acier de construction.
Valeurs de resistance caracterisant le materiau

crp=l,90 t./cm2
ßz 4,00

af 2,70 t./cm2
E =2.150 »

Le rapport publie ä l'occasion du Ier congres international de construction
des ponts (Zürich, 1926) : « La resistance au flambage des barres articulees
aux deux bouts » illustrait l'application ä l'acier de construction, de la theorie
esquissee ci-dessus et relatait les essais executes pour en confirmer Pexacti-
tude. Nous reproduisons ci-apres les courbes permettant de determiner imme-
diatement les tensions de flambage pour les degres d'excentricite m 0
jusqu'a m 6 (fig. 6).

4.0

^ 30

\ \! w Dp "2,7 t/cm

^>25

-£LfOt/tm

& 15

777
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Degre d'eiancement L:i

Fig. 6.

Courbes theoriques de flambage pour l'acier de construction. Degres d'excentricite m 0 ; m 6.

Theoretische Knickspannungkurven für Baustahl. Exzentrizitätsmasse m.
Theoretical buckling curves for structural steel. Degrecs of eccentricity m.

2) Acier de construction au silicium.
Valeurs de resistance caracterisant le materiau

ap 2,80 t./cm2
%¦¦ 5,40

af=--3,80 t./cm2
E-2.070 »

Par la suite, la theorie a ete appliquee ä l'acier de construction au silicium
comme il a ete indique dans le rapport du congres de Vienne (1928), intitule :

« Le dimensionnement au flambage des barres comprimees par des forces axiales
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et excentrees ». Les courbes theoriques pour ra 0, m 1 etm—-2 ont ete
determinees ä l'aide d'une methode d'approximation. Pour les barres elancees
oü la tension au flambage 7k^<rp, les courbes de l'acier de construction
sont valables du fait que les coefficients d'elasticite sont les memes ; pour

l'elancement - =35, la valeur de la tension de flambage augmente proportion-

nellement aux limites d'ecoulement <jf.

Les valeurs intermediaires sont determinees par interpolation [ü^;. 8).

Le procede suivant, convenant tres
bien en pratique, donne une approxi-
mation plus grossiere mais qui four-
nit des valeurs utilisables pour les
sortes d'aciers les plus differentes :

lhyperbole d'Euler est valable pour
^k ^ ^p ; on relie par une droite le

point crp au point <jf dont Lordonnee

est reportee pour l'elancement -

35. Cette droite est valable, dans
le sens de l'elancement decroissant,

„ l .„ //jusqu a

£_l

35 -

% 3.0

£
* 25

m

& 20

m 0.5
*7Hceht}'kexc.

11
S '.5

0550lkcenff^
d'fu/er

m
0.4001exe kceti,

m
033kexc keery,

35 |

I I 1

10 Pour des

50
f

IOO

gre' d'eiancement L:l

Fig. 7.

Acier de construction. Lignes approximatives des
tensions de flambage.

Degres d'excentricite m 0 0,5 1,0 2,0 et 3,0.

Baustahl. Angenäherte Knickspannungslinien.
Exzentrizitätsmasse m.

Structural steel. Approximate buckling tension-
lines. Degrees of eccentricity, m.

i \a
elancements plus faibles on trace
une horizontale d'ordonnee ßz ßd

(fig. 7).
En partant des courbes theoriques

sk (i\^;. 6) pour le flambage par
compression excentree, on peut calculer,
avec une exaetitude largement
süffisante en pratique, les lignes <rkpour
le flambage par compression excentree

en appliquant les coefficients de
reduetion suivants :

pour m=-=0,5 : <jkexc. =0,70 C7kcenlr.

m 1 '. » 0,55
m 2 0,40
m 3 » 0,33

(fts

En vue de la redaction du present rapport pour le Congres des ponts et

charpentes de 1932 ä Paris, on a applique, pendant les annees 1929 ä 1931, la
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theorie du flambage par compression axiale et excentree aux materiaux de
construction les plus differents en se basant sur leurs diagrammes tensions-defor-
mations ; en outre, on a execute de nombreux contröles experimentaux. Les
essais executes au Laboratoire Eederal d'Essai des Materiaux comprenaient
l'examen de

barres ä äme pleine
en acier de construction ä haute resistance (Ac 52);
en tubes d'acier pour avions;
en fönte grise ;

en metaux legers;
en bois de construction et
en beton arme

de barres ä chässis en acier au silicium et de

barres ä treillis en acier de construction.

\ r Cff380

^r"\
\ \' i4i

• \ u
30

\
'•

'
'

>C -4t
1

\ Y *

9 u ^S2>
1

'

1
mif

1
r

-

\ \
- \»

0 ,-»,
Oegre d'e'ancement l i

Fi8. 8.

Acier de construction au silicium. Courbes theoriques de flambage
pour charges centree? et excentrees. Valeurs dessais. Degres d'excentricite m 0 0,5 et 1,0.

Siliziumstahl. Theoretische Knickspannungskurven. Versuchswerte. Exzentrizitätsmassc m.
Structural Silicon steel. Theorctical buckling curves for central and cccenlric loads. Test values.

Degrees of eccentricify, m.

Toutes les barres etaient articulees aux deux bouts de facon ä etre mobiles
dans la direction du plus petit rayon de giration, respectivement de l'excentricite.

Le centrage et la mise en place excentrique ont ete mis au point geo-
metriquement; les positions furent ensuite verifiees et corrigees ä l'aide de

mesures de tensions.
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3) Acier de construction ä haute resistance (Ac 52)

Valeurs de resistance caracterisant le materiau

crp 2,9 t./cm2
f. 5,8 »

Les essais ont ete executes sur des barres

Op=390

¦ Cours dpproximatiF de id courbe

tension-dffongement <?

Is decharge.

*On- 290t/cm?

%2p

E-2150 t/cm2

S 10

Raccourcissemenl specifique en %o

Fig. 9.

Diagramme tension-deformation pour l'acier de
construction a hautes resistanecs. (AG.52).

Spannungs-Dehnungs-Diagramm für hochwertigen
Baustahl. (St. 52).

Tension-deformation diagram forhigh grade structural
steel. (St. 52).

cf 3,90 t./cm2
E 2.150 »

prelevees sur des profus normaux
I P N 20 et P N 30. La V^. 9

montre le diagramme compres-
sions-raecourcissements, tandis
que la fig. 10 represente gra-
phiquement les lignes theoriques

de tensions au flambage et
les valeurs d'essai pour m 0

(compression centree) et m 1

(compression excentree, agis-
sant sur le perimetre du noyau
central). Les resultats d'essais
et les courbes theoriques des
tensions de flambage presentent
une tres bonne concordance.

4) Tubes en acier pour
avions.

Valeurs de resistance
caracterisant le materiau :

tubes ä l'etat de livraison

tubes apres traitement thermique

*p l,50 t./cm2 cf 3,9 t./cm2
ß, 5,20 » E 1.890 »

ap 4,37 » <jf 5,2 »

ß, 5,50 » E 1.940 »

Les essais furent executes avec des tubes d'aeier etires, ä l'etat de
livraison et apres un traitement thermique approprie. La fig. 11 represente

les diagrammes caracteristiques tension-deformation.
Les tubes ä l'etat de livraison presentent, par rapport ä l'acier de construction

une limite de proportionnalite tres basse ensuite du phenomene de Bau-
schinger du ä l'etirage

acier de construction ^ 1,90 t./cm2
tubes ä l'etat de livraison ap=l,50 »

Par contre, la limite d'ecoulement <jf 3,90 t./cm2 est plus elevee que celle de
l'acier de construction <jf 2,70 t./cm2. Conformement ä ces valeurs d'essai,
les points sont groupes plus ou moins pres de la courbe du T. K. V. S. B.

pour l'acier de construction, tracee lä ä titre de comparaison.
Grace au traitement thermique des tubes on a eleve la limite de proportionnalite

jusqu'a 4,37 t./cm2 et la limite d'ecoulement jusqu'a 5,20 t./cm2. En
reportant les valeurs d'essais jusqu'a cette haute limite de proportionnalite, on
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Fig. 10.

Acier de construction ä hautes r^sistances (AG. 52). Courbes theoriques de flambage
pour charges centrees et excentrees. Valeurs d'essais. Degres d'excentricite : m — 0 et m 1.

Hochwertiger Baustahl (St. 52). Theoretische Knickspannungslinien,
Versuchswerte, Exzentrizitätsgrade m.

High grade structural steel (St. 52 Theoretical buckling curves for central and ccccutric loads.
Test values. Degrees of eccentricity m.

?%o' Limite elastiqueapparente
/dp* 5,20pour eprouvettes tnaitees
t 'thermiquemenf^~-

Limite de proportionnalite I*-~~~~~^1.37

2 %o'Limite elastique apparente \

3SO pour fyrouvettes u l'etat dehrraison

%3.0

5' /my_ Op-(50t/c 77? Limitf ie proportionnalite
ie Irrraisonletatdelivra.pour eprourettes

t~\ 1890

Di;

' 2 3 4 5 6
Deformation speciFique ('raecourcissementj en °/oo

Fig. 11.

grammes tension-deformation pour les tubes en acier.
Spannungs-Dehnungs-Diagramme für Stahlrohre.

Tension-deformation diagrams for steel tubes.



M. Ros

s'apercoit que les points ne s'eloignent guere de l'hyperbole d'Euler et qu'ils
tendent vers la limile d'ecoulement lorsqu'on atteint =33 (fig. 12 et 13).

öp 5,20 pour eprouyeltes
*Tl traite'es thermiouemBpf

ffp ^J/pour eprouvettes
l * traiteesIhermiquemenr

Courbe d'Euler
pour B- 2/50

pour £= WO

\pour eprouvettes 1 \
ä l'e'lalde livraison \ \

-5 3.0

Gn-Z70

E 25

CourbeUV.S.Ä^\\\
pour acier de construction^^

£ 2.o

/j

o Eprouvettes a I 'etat de /tratst)/?

• Eprouvettes traitees thermiqvement

I I I
i i i *y i

150

Cfp 1,90 pourac/erde
construction

Ö~p=t,5Q pour eprouvettes <3

r^ ~l'e'lat de livraison

I

SO 100

Degre'd'elancemenl L'l
12 13

Fig. 12.

Essais de tubes en acier :

a) Eprouvetles ä l'etat de livraison : h) Eprouvettes traitees thermiquement.
Courbes dessinees : Courbe d Euler et courbes T.K.V.S.B. pour acier de construction.

Versuche mit Stahlrohren :

a) Stäbe im Anlieferungszustand ; h) Stäbe thermisch behandelt.
Gezeichnete Kurven : Eulerkurvc und T.K.V.S.B. Kurven für Baustahl.

Steel tube tests :

a) Specimens as reeeived; b) Specimens thermally treated.
Curves drawn : Euler curve and T.K.V.S.B. curves for structural steel.

Fig. 13.

Essai de flambage sur un tube en acier. Distance entre les appuis-pointes 122 cm. Diametre

exlerieur 2,8 cm. Degre d'eiancement - 130.
l

Knickversuch mit Stahlrohr. Spitzencnlfernung, Aussendurchmcsser, Schlankheitsgrad -
Bückling lest on a steel tube. Distance beetween bearing points. Outside diameter. Rate of

slenderness —
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5) Fönte grise.
La fönte grise utilisee avait les valeurs de resistance suivantes :

ßz =-2,10 t./cm2
ßd 8,80 » E-1.250 t./cm2
?b 4,70 »

Les essais furent executes sur des barres de section rectangulaire dont le
diagramme tension-deformation est represente sur la (ig. 14. On peut remarquer

&v
&<&

"Cours epproximatiF
de la courbe\tension -
dlfongement a - -
la de'charge^

Compression

Limite deproportionha/ite
wement m
hflque
10 5 C

—dp-r.?5-
C. i2SO t/cm2

<fn\045

ston

20 30 40 50
Rdccourcissemenl specifique en c

Fig. 14.

Diagramme tension-deformation pour la fönte grise.
Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Gusseisen.
Tension-deformation curve for grey cast iron.

que pour la fönte, le diagramme tension-allongement presente des valeurs tres
differentes de Celles du diagramme compression-raccourcissement, tandis que
pour tous les autres metauxexamines, ces deux diagrammes peuvent etre consi-
deres comme semblables dans la zone qui entre en consideration. Cette parti-
cularite se repercute aussi sur la forme des lignes theoriques des tensions au
flambage. Les valeurs d'essais pour m 0 (compression centree) ; m \ (point
d'application de la force au bord du noyau) ; m 3 (point d'application de la
force a une distance egale ä 3 fois la grandeur du noyau), sont groupees aux
abords immediats de la ligne theorique des tensions (iig. 15 et 16).

6) Metaux legers.
Duraluminium, avional et anticorodal.
Valeurs de resistances caracterisant les materiaux :

Duraluminium et avional

Anticorodal

ff|> l,80 t./cm2
E 730

ap 2,1 t./cm2

?z 4,20 t./cm2

ßz 4,30 t./cm2

On a execute un grand nombre d'essais sur des barres de section rectangu-
laire et de section circulaire ainsi que sur des tuyaux. Les diagrammes ten-
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sion-deformation pour le duraluminium et l'avional ne presentent que des
differences peu importantes, tandis que les valeurs pour l'anticorodal sont un peu
plus elevees (fig. 17).

La lonjrueur des barres destinees aux essais de flamba°'e varie de 1 iO a

2.(HO mm., leur diametre exterieur de 10 ä 86 mm. et l'epaisseur de leur paroi
de 1 ä i mm.

-m

r Wd

100

Oegrp ü'elancemenl l

15 16

Fig. io.
Fönte grise. Courbes theoriques de flambage pour charges centrees et excentrees.

Valeurs d'essais. Degres d'excentricite : m 0 1,0 et 3,0.
Gusseisen. Theoretische Knickspannungslinien, Versuchswerte. Exzentrizitätsmasse m.

Grey cast iron. Theorelical buckling curves for central and cccenlric loads. Test values
Degrees of eccentricity m.

Fig. 16.

Hssai de flambage sur une barre de fönte grise. Distance entre les appuis ä couleau 105 cm.
Degre d'eiancement — =r 132, degre d'excentricite in =3.

Knickversuch mit einem Gusseisenstab. Spit/enentfernung, Schlankheitsgrad —

E.xcentrizitätsmass m.

Buckling test on a gi'ey cast iron bar. Distance between knife-edjye Supports. Rate of slenderness
Degrce of eccentricity, m.
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La fig. 18 represente graphiquement la ligne theorique des tensions de llam-
boge pourla cjmpression axiale ainsi que les valeurs d'essais correspondantes.

o~o*iMt/cm?

%'*

liVcm?6' • no

Cours approximat/F de fa courbe ters/on -

a/tongement a ta decharge

Raccourassemenl specifique en °/oo

Fig. 1".

Diagramme tension-deformation pour metau\ leger».
Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Leichtmetalle.

Tension deformation diagram for light mctals.

tt Duralumin/um
o Avional
• Anticorodal

Courbe t

ffp 270

fc 25

^ 20 acter
180

2150

% 1.5
t/cm273L

£ 10

' companatson pour
construction

f/cm?, Öß (90

50
^

too
Degre d'eiancement l i

150 200

Fig. 18.

Metaux lcgers. Courbes theoriques de flambage pour charge centree. Valeurs d'essais.
Leichtmetalle. Theoretische Knickspannungskurven für /enti ische Last. Versuchswerte.

Light metals. Thcorctical buckling curves for central load. Testvalues.

Les 22 valeurs dessai des barres de duraluminium et davional sont tres
proches de la ligne theorique des tensions de flambage. Par contre, les 14 valeurs
d'essü pour les barres d'anticorodal sontsituees, dans la zone plastique, un peu
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plus baut, conformement au diagramme compression-raccourcissement determine

pour ce materiau.
Relativement ä la ligne des tensions de flambage, on peut remarquer les par-

licularites suivantes : jusqu'a la tension de flambage ^k jp (en moyenne
1,80 t./cm2), on obtient une ligne correspondant ä l'hyperbole d'Euler mais

X 3.0

s- ps

p>< PO m -- O.Z5

ß 177 0,5
m ' i

'5050 100
Degre d'e'lancemenf l:i

19 20

Fig

Metaux legers. Courbes theoriques pour charges excentrees. Valeurs d'essais.
Degres d'excentricite m 0.25 0.5 1,0 et 3,0.

Leichtmetalle. Theoretische Knickspannungskurven für exzentrische Last.
Versuchswerte. Exzentrizitatsmasse.

Light metals. Theoretical buckling curves for eccentric loads.
Test values. Haies of eccentricity m.

Fig. 20.

Essai de flambage sur une barre d'anticorodal a section carree de 2 cm. d'arele. Distance entre
les appuis-pointes 46 cm. Degre d'eiancement— 80. Charge de flambage P— 5,0 t.

Knickversuch mit einen Anticorodalstab. Viereckiger Querschnitt Spitzenentfernung,
Schlankheitsgrad, Knicklast.

Buckling test on an « anticorodal » bar, 2 cm Square. Distance between bearing points.
Rate of slenderness. Buckling load.

tracee en se basant sur un coefficient d'elasticite de 730 t./cm2. De ce fait, la

force de flambage des barres dont l'elancement - > 100 est environ 3 fois plus
i

faible que celle des barres d'aeier de construction, de qualite normale, pour
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lesquels E 2.150 t./cm2; lorsque l'elancement s'abaisse, la courbe des
tensions de flambage des metaux legers se rapproche de celle de l'acier de
construction et atteint presque cette derniere lorsque l'elancement est tres
faible.

JOO{ 1
¦ ¦ -ßj. 280

250

&M <% 'MOjig/rmyLmitede___
proportionnalite

SIOO

I 50
E-105000

Cours approximat/F
dela courbe tension -
d/longementd la decharge

15 20 25
Raccourussement spec/fique en °/oo

Fig. 21.

Diagramme tension-deformation pour le bois de construction.
Spannungs-Delmungs-Diagramm für Bauholz.

Tcnsi« n-deformalion diagram for timber.

300

X?50

V.
$200

-f£ 150

?000 50 100

Degre d elancement l' i

Fig. 22.

Bois de construction. Courbes theoriques de flambage pour charges centrees et excentrees.
Valeurs d'essais. Degre d'excentricite m 0 et m 1.

Bauholz. Theoretische Knickspannungskurven. Versuchswerte. Exzentrizitätsmasse m.
Timber. Theoretical buckling curves for central and eccentric loads.

Test values. Degrees of eccentricity m.

On a execute, en outre, un grand nombre d'essais avec les excentricites
suivantes : ra 0,23, 0,3, 1,0 et 3,0. Les courbes theoriques ont ete etablies par
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approximation en reduisant les valeurs trouvees pour le flambage par force
centree. On a utilise pour la reduction les rapports determines a l'aide des
courbes pour l'acier de construction. Les resultats d'essai montrent que ces
facteurs de reduction permettent de determiner aussi pour les metaux legers,
des valeurs parfaitement utilisables en pratique (fig. 19 et 20).

ßt, 280 kg./cm2
430 »ßb

7) Bois de construction (sapin blanc).
Valeurs de resistance caracterisant le materiau

ap=140kg./cm2
ßz 600

Ed= 105.000 kg./cm2.
II etait aise de concevoir l'application de la theorie developpee ci-dessus au

calcul du bois de construction. Dans
ce but on a execute environ 90 essais
de flambage sur des poutres de bois,
toutes prelevees d'un seul gros tronc
afin qu'elles soient de meme qualite.
La fig. 21 represente le diagramme
compression-raccourcissement, la fig.
22 la ligne theorique des tensions de

flambage ainsi que les valeurs d'essais

pour m 0 et in 1.

Pour le calcul de la resistance au
flambage des bois de construction
dont on connait la resistance ä la
compression des prismes debout pßd,
la limite de proportionnalite <rp et le
coefficient d'elasticite E (valable
jusqu'a Gp), on peut utiliser la methode
d'approximation suivante qui fournit
des valeurs satisfaisantes pour les
tensions de flambage.

Tant que la tension de flambage
ak ne depasse pas la limite de

proportionnalite dp, Thyperbole d'Euler
est valable

ßd

f 0.55 ff. f'kexc cenlr^150

Wbcentrtinc

9>

Degre'd'älancetnent l:i
Fig. 23.

Bois de construction. Lignes approximatives
de tension de flambage. Degre d'excentricite
m 0 1,0 et 3,0.

l'auholz. Angenäherte Knickspannungslinien,
Exzentrizitätsmassc.

Timber. Approximate buckling tension lines.
Degrees of eccentricity m.

(Tk

2

K2
(0

E.

A partir de la limite de proportionnalite cp, la ligne des tensions de flambage
se reduit ä une droite qui relie le point <jpau point ßd dont Tordonnee est repor-

tee pour l'elancement - 20 (7 =6). Le choix d'un elancement critique -.

20 est justifie du fait que les poutres de bois plus trapues n'aecusent aueune
difference sensible de la resistance ä la compression ßd (fig. 23).
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Fig. 24.

Diagramme tension-deformation pour le beton.
Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Beton.
Tension-deformation diagram for concrete.
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DegFe delancemenf Li
Fig. 25.

Courbes theoriques de flambage du beton arme.
Resistance ä la compression sur prisme pßd 225 kg/cm-, Pourcentage d'armature 1 °/„

Theoretische Knickspannungslinicn für armierten Beton.
Prismendruckfestigkeit — Armierungsgrad.

Theorctical buckling curves for reinforced concrete. Crushing strength on prism.
Percentage of rcinforcement.
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C'est dans le domaine interessant specialement la pratique, cest-ä-dire dans

le cas de barres trapues ou d'eiancement moyen f- <100 que la chute des

tensions pour le flambage par compression centree, par suite de l'excentricite
du point d'application, est la plus considerable. Elle est en moyenne de 45°/0
pour m 1 et de 65 °/0 pour m 3. Les relations suivantes assurent une exac-
titude süffisante pour le calcul des constructions dans le cas de flambage par
compression excentree :

pour m 1 <7k e>centr. 0,55 <jk axial

pour m 3 Skexcenlr. 0,35 ak axial- (%• 23).

Pour les barres tres elancees - > 100 L Tinfluence de Texcentricite devient

de plus en plus faible (fig. 23).

8) Beton arme.
ChifTres caracterisant la composition et la resistance du beton :

dosage en ciment 300 kg./nv\ consistance plastique (H20 7,5 °/0) ;

resistance des prismes debout a la compression pßd= 225 kg./cm2 ;

Erf= 330.000 kg./cm2;
pourcentage d'armature ~ 1 %.

La figure 24 represente le diagramme compression-raccourcissement, tandis
que la fig. 25 donne une image des courbes theoriques de tension au flambage
pour

m 0, compression axiale ;

m= 1, point d'application de la force sur le perimetre du noyau ;

m 2, point d'application de la force ä une distance de deux fois la gran-
deur du noyau.

Les 18 valeurs d'essais sont aussi reportees sur la fig. 25 apres reduction
elfectuee en admettant une seule resistance a la compression des prismes
debout pßd= 225 kg./cm2. La concordance entre les valeurs theoriques et
experimentales est tres satisfaisante.

II apparait nettement que l'excentricite du point d'application de la force,
dependant aussi du pourcentage d'armature, diminue de facon tres sensible la
stabilite au flambage.

La methode suivante est ä conseiller en pratique pour l'etablissement des

lignes de tensions de flambage.
La formule d'Euler reste valable pour les elancements oü la tension au

centre de gravite ne depassc pas a= ^ ~ ap (ä peu pres la limite de

proportionnalite)

TZ*

iy
E.

Si la determination du coefficient d'elasticite n'a pas lieu experimentale-
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ment, on peut en calculer la valeur, avec une exactitude süffisante, a l'aide de
la lelation

Ekg /cm.= 0,75 x 550 000
0

"f"

Le coefficient 0,75 a pour but de tenir compte des deformations permanentes

qui apptirnissent, meme si la tension a la compression ne depasse pas ^
V pfo

eoo

^-tso

3
<Z>

m- T

°kexc =0^% Centn
IOO

pßj&>
ifBs

Ol £^> mw%exc 0™%cenfr

s??

I I UJ I I I I I I I I

150 200

£=075 550000 i ,r„\js' Pßd'/50

50 IOO

Degre de/äncement l c

Hg 26

Beton aime Lignes appioximatives de tension de flambage Degie d excentricite m-010 et 20
Armierter Beton Angcnahcite Knickspannungslinien Exzentiizitatsmasse

Reinforced conci ete Appioximate buckling tension lincs Degiees of eccentricity m

P3d
Le point repondant a l'ordonnee gv I a,, - V est rehe par une droite a un

/ l
second point dont 1 ordonnee est pßd et l'abscisse - 35 (conespondant a -

10)
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Si l'elancement - est plus petit (jue 35, la resistance ä la compression des

prismes debout ,,ß,| est valable.
Si on a des forces excentrees paralleles ä Taxe de la barre, on reduit les

lignes zi pour la compression axiale dans les proporlions suivantes :

excentricite m= 1

m=2
^kexcenlr.— 0,45 Ckaxial

*k excentr. 0,25 ak axial (<ig. 20, 27, 28 et 2!)).

J*

27 28

Fig. 27

Essai de flambage sur une barre de beton arme. Distance entre les appuis ä couteau 3,30 m.

Degre d'eiancement - =114, degre d'excentricile in 0.
i

Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung. Schlankheilsgrad,
Exzentrizitätsmasse in =0.

Bückling lest on a reinforced concrete bar. Distance between knife-edge supporls.
Sleiiderness ratio, degree of eccentricity.

Fig. 28.

Essai de flambage sur une barre de beton arme. Distance entre les appuis ä couteau (J,00 m.

Degre d'eiancement 112, degre d'excentricile m l.
i

Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung, Schlankhcitsgrad,
Exzenlrizitätsmass.

Bückling lest on a reinforced concrete bar. Distance between knife-edge Supports. Sleiiderness
ratio, degree of eccentricity.



La stabilite des barres comprimees par des forces excentrees 79

IV. Flambage dans le cas d'une charge transversale invariable
agissant au milieu de la barre.

Les elements de construction ayant ä supporter, en plus d'une charge
axiale de flambage, une force laterale agissant en leur milieu ont des

rapports communs avec les barres sollicitees par des forces excentrees, aussi bien
au point de vue theorique (calcul) qu'au point de vue pratique (construction).

Fig. 29.

Essai de flambage sur une barre de beton arme. Distance entre les appuis a couleau 3,00 m.

Degre d'eiancement i 42. Degre d'excenlricite m l.
Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung, Scldanklieitsgrad,

Exzentrizitätsmass.
Buckling test on a reinforced concrete bar. Distance beUveen knife-edge Supports,

Sleiiderness ratio, degree of eccentricity.

Notre rapport, presente au Congres de Vienne, contient un tableau gra-
phique calcule pour l'acier de construction et verifie experimentalement.
Ce graphique permet de lire immediatement les valeurs determinantes des
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charges de flambage avec force laterale, en pourcent des charges de flambage
sans force laterale (fig. 30).

D'une facon generale on peut determiner la charge portante au flambage des
barres, chargees transversalement en leur milieu par une force H, a l'aide du
graphique etabli pour les barres comprimees par des charges excentrees
(fig. 6). Cette maniere de faire, tout en ne donnant que des valeurs approximatives,

presente une exactitude süffisante dans la plupart des cas pratiques.

e &m
Charge wer*Sj 00

S 60

HO 150 200ISO

Pkred.

80
t

IOO 120
•gre' d'eiancement l '

Fig. 30.

\PVkred.

Courbes reprcsentant la diminution de la force de flambage par suite
d'une charge transversale. Acier de construction voirfig. 6.

Kurven der Knickkraft-Abminderung durch Seitenlast. Baustahl.
Curves showing decrease in buckling strength ovving to a transverse load.

Structural steel.

L'excentricite (/>) du point d'application de la force est donnee par la relation

M «{iVl * ,_.
P= p =5 (7)

r k red l k red

Par tätonnements on recherche, pour un elancement determine, la concor-

dance entre Pkrcd et m= j De cette maniere il est possible de determiner la

diminution de la charge au flambage des barres comprimees axialement et sol-
licitees lateralement par rapport a la charge au flambage des barres comprimees

axialement, mais sans sollicitation transversale.
La meme methode d'approximation est applicable aux barres comprimees

par une charge excentree, parallele a Taxe de la barre et sollicitee simultane-
ment par une force transversale agissant en son milieu.

V. Flambage des barres ä axe de courbure continue

Tout en etant certain d'une exactitude süffisante, on peut traiter et calculer
les barres courbes, sans tension initiale, comme des barres comprimees par
une charge parallele ä Taxe de celles-ci. On introduit dans le calcul l'excentricite

p e, respect. p c+Pi (hg- 31)-
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VI. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force
est excentrique et la direction du flambage perpendiculaire

au plan de la force.

Supposons une barre comprimee par une force excentrique situee sur un des

axes prineipaux de la section. La force portante subira une diminution, non
seulement dans cette direction de flambage, mais encore dans la direction de

flambage perpendiculaire au plan de la force si certains elements de la section

Jxe desy

Charge
centree

Charge
excentree

~£u>

IvlLrtn.>j^~

m

± 130
Tensiondt base

ö~ 2650
4, ' $0 °/oo

Mesure* 208 %o

Courbe des tensions
Poml dapplcat

oe la Charge64t

Droite des deformations

-9?

<4xe des X

Pour Tm 1700

Zß^-ddt

\-J?roite des deFormations

4? • 07°loo
rlesure * 072 °loo/500 t7cm*

31
Fig. 31.

Bai res d'axc courbe — Stabe mit gekrümmter Achse. — Bars with curved axis

Fig. 32

Flambage sous charge excentree, direction du flambage perpendiculane au plan de la charge.
Bepartition des tensions pour la charge de flambage esaluce a Pk 6 4 t charge determinee

au mo\en du module Tk 1700 Pk =6i / (Conformca re\aluation.)
charge de flambage mesuree (essai) Pk 60 t.

Knicken bei exzentrischem LastanguIT, Knickrichtung vxinkelrecht zur Laslebene
Spannungsverteilung lur die geschätzte La«t, gemessene Knicklast.

Buckling under ecccntric load; direction ot buckling peipendicular to load plane Distribution
of tensions lor buckling load estimated, bockhng load measured at tests.

sont sollicites au-dessus de la limite de proportionnalite par le moment du a

l'excentricite initiale et a la lleche. Le module de flambage de ces zones subit
de ce fait une diminution.

La determination de la force de flambage se fait a l'aide de la repartition
effective des tensions dans la section flambee. La fig. 32 represente une repartition

semblable des tensions et la Variation du module de flambage dans les
differentes zones. Le tableau 1 qui suit rassemble les valeurs des forces de

llambage obtenues lors d'une serie d'essais dans lesquels le flambage a tou-
jours eu lieu perpendiculairement a la direction de l'excentricite.

6
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T a 1) 1 e a u 1.

Flambage perpendiculaire au plan de la force. Section : rectangle de 40 X 160 mm.

Forces de flambage

elancement -. 63

;nx 0

132 t

mx 1

102 83 I

elancement - =130
i

7)1,1 1

60

Hlx =3
51

Fig. 33.

Essai de flambage sur une barre rectangulaire 16 x & cm.
I

Dislance entre les appuis a couteau 1,52m - — 130, 7n,= 2, m, =0.
Knick vci sucli mit Rechteckeisen. Schneidenentfernung, Schlankheitsgrad, Exzenlrizilätsmass

Bückling- teston rectangular bar. Distance between knifeedge Supports,
Sleiiderness ratio, degree of eccentricity.
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VII. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force
est excentrique par rapport aux deux axes principaux.

Lorsqu'une barre est comprimee excentriquenieni par rapport aux deux axes
principaux, il n'est pas admissible d'examiner d'abord sa securite au llam

¦$-45 mr, Axedesy jD/p NgM
Point d'application Tension de base\

initial dela Force

4, 8,2 °/oo
tiesure' S.l "foo

dp/bpe extreme

Charge mesuree 55

2.800

-

ite des dePoftnatwns\
Courbe des tensions

r,brt8xlrime ZWO

¦

rleches mesurees

/ixe deSÄ
* im

34 35

Fig. 34.

Flambage sous charge excentree par rapport aux 2 axes principaux. Reparation des lensions
pour la charge de flambage evaluee : Pk 53 Charge de flambage mesuree (essai) Pk 55 f.

Knicken bei nach beiden Hauptachsen exzentrischem LastangrilT. Spannlingsverteilung
für die geschätzte Last, gemessene Last.

Buckling under eccentric load with reference to the two main axes. Distribution of tensions for
buckling load estimated. Bückling load mesured at test.

Fig. 35.
Essai de flambage sur un I DilT. N° 22. Distance entre les appuis-pointes 2,38 m

T 50, m„ 1, 7nv 1.
i

Knickversuch mit I Diff. N° 22. Schneidenentfernung, Schlankcilsgrad, Exzentrizitatsmass.
Bückling test on a 1 Dill'. X" 22. Distance between knife-edge Supports.

Sleiiderness ratio, degree of eccenlricilv.
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bage par rapport ä un des axes puis ensuite par rapport a l'autre, du fait que
les deux excentricites sinfluencent reciproquement.

Lors des essais, le flambage s'est produit essentiellement dans la direction
perpendiculaire ä Taxe y. La force de flambage est, d'autre part, influencee

Tableau 2.

Flambage dans le cas oü le point d'application de la force est excentrique
par rapport aux deux axes principaux.

Nogaüxet
points d'applicdh'on

de ta charge i i -14^ p/77-f

Negio d'eiancement - zrz4">

Excentricite />/x 0 m^ — 0 '»X
m>=_0 ms _^ 1 rns

mx:

l oree au flambage
mesuree. I l)ip. N° 14

i-:o 79 03 y.) i

Tciisiioii de flambage
mo\onne 2,72 1,78 1,43 1,2:» l/cm2

I 100 | 01)

Degre d'eiancement -. T>0

Excenh icite mx —0
ms=Q

//ixt_0 mK— 1

t)^ 1

Force au flambage
mesuree. I. D.ff. N° 22

20J 117 100 88

l\'i.hi(Ui »le llamb.ige
mo\ enne 2,o0 l.U 1,21 1,07

I 100 | 49

Degre d'eiancement -^60

Excentricite
ms 1 ///,:= I

!,.>

Force au flambage
mesuree. I Di ff. N° 18

110 8t G4

Tension de flambage
moyenne

2,3:i 1,40 1 22 1,00

| 100 | 00 l | 46

/
Degre (rölanccment- —80n i

Excentricite //*x— 0 mx_ 0
ws 1

mx — 1

m, -1
mx_ [,.}

Foice au flambage
mesuree. I Dip. N° 14

94 r»8 47 43

Tension de flambage
moyenne

2,13 d,3l 1,00 0,97

I 100 Ol DO 40
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aussi par Texcentricite dans la direction de Faxe des x lorsque certains
elements de la section sont sollicites en dessus de la limite de proportionnalite.
Le materiau possede donc dans ces zones un autre module de flambage. On peut
voir sur la fig. 3i la repartition d'une de ces tensions dans un profil en X.
Par tatonnements on determine la stabilite.

Le tableau 2 resume les resultats au flambage, obtenus avec des barres a X,
dont les elancements atteignaient 45, 50, 60 et 80, c'est-a-dire appartenaient
iia domaine interessant specialement la pratique. Le tableau donne les valeurs
('es tensions au flambage par charges axiales ainsi que la diminution produite
0fv trois excentricites differentes. Cette diminution est aussi notee en °/0
de teile facon qu'on peut, par interpolation, determiner des valeurs
directement utilisables dans les bureaux de

construction, en tenant compte d'un coefficient
de securite n.

*xe de gravite'-^

de la Charge
m-f

*'*

Point d'application
de la charge

m-t

VIII. Profils asym6triques.
Influence de la forme de la section.

La tension de flambage est, avant tout, fonc-

tion de l'elancement -. Dans les cas extremes,

il peut cependant arriver qu'il laille executer
des calculs precis, c'est alors que la theorie,
aussi bien que les essais, montrent clairement
que la forme de la section, quoique n'etant
pas determinante. joue cependant un röle
(fig. 36).

^La fig. 37 represente les essais avec des
poutrelles a T. Sous une charge axiale, le fer a

T flambe du cote de la semeile avec une
tension de flambage plus faible qu'un profil rec-
tangulaire de meme elancement. Si on oblige
la poutrelle ä flamber du cote de Tarne, on
remarque au contraire que la tension de flambage

est plus elevee que celle du profil rectan-
gulaire.

Si la charge est excentree — m 0,5 et m 1 — il est ä noter qu'on doit
determiner l'excentricite relative, c'est-a-dire le degre d'excentricite m, ä l'aide
du rayon du noyau inverse (rayon oppose au point d'application de la force).
Les resultats sont reportes sur la fig. 37; ils permettent de se rendre compte
qu'il y a bonne concordance entre theorie et essais.

On a observe que les charges au flambage des profils symetriques en forme
de X sont un peu plus faibles que Celles des profils rectangulaires; cette
difference est sans grande importance au point de vue pratique.

Noyau. ravons du noyau et ellipse
d'inerlic. Points d'application de
la charge correspondant au\
rayons invcrses du noyau.

Kern, Kernweiten und Träglieits-
ellipse. Druckmittelpunktc mit
den verschrankt gemessenen
Kennt eilen.

Gore, core radii and inertia ellipse.
Points of application of load
corresponding- to inverscd core
radii.
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IX. Calcul des barres ä treillis et ä, chässis.

Pour calculer les assemblages des barres comprimees — diagonales, mon-
tants, töles de liaison — il faut connaitre la grandeur de l'effort tranchant au
flambage. Cette derniere est donnee par la formule

Qmax Pk- /k« T (8)

Qmax depend donc de la valeur du flechissement fy qu'on introduit dans la
formule. Dans le cas d'une charge centree, le flechissement /k est theoriq^^%

Charge cenfre'e Charge excentree

Direction de
Flambement

Axe de gravite
Direction de — ^
Flambement P0,nkd'applicanbnV

Ä
Cote semelle de lacharge

h\ *.

Ragons du noyau
ih/erses

m=t

Cote ame

^JO
2.70

^25
*>.

^O
^2.0 190

*>§'5

^>V^ Iß

150 175

Courbes theoriques
section rectangulaire

IOO 125

>qre d'eiancement L:,
200

Fig. 37.

Influence de la forme de la section. Profils dissymetriques. Essais avec charges centrees,
flambement : libre du cote de la semelle et contraint du cote de l'äme.

Essais avec charges excentrees du cote de Tarne et du cote de la semelle.
Degres d'excentricite m 0,5 et m 1,0.

Einfluss der Querschnittsform. Unsymetrische Profile. Versuche mit exzentrischer Last.
Kuickrichtungen : frei nach der Flanschseite und erzwungen nach der Stegseite.

Versuche mit exzentrischer Last nach der Stegseite und nach der Flanschseite. Exzentricitätsmassc.
Influence of section shape. Unsymetrical profiles. Tests with central loads; buckling :

free on the Hange side and constrained on the web side. Tests with eccentric loads,
botli web and Hange. Degrees of eccentricity.

ment egal ä zero. Si l'on admet par contre certaines excentricites p, on peut
recourir a la methode du T.K.V.S.B. pour determiner la fleche critique j\
de la force de flambage Pk.

En tenant compte de diverses excentricites, on forme les produits Pk. j\,
necessaires ä la determination de l'effort tranchant. Lorsque l'excentricite croit,
la force de flambage diminue et le flechissement augmente ; on s'apercoit qua
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partir du degre d'excentricite m 0,25, les produits P^. /\ atteignent une
valeur a peu pres constante qui fournit le point d'appui desire pour les calculs.

Pour rendre l'application de la methode independante de la section, on
divise Fexpression, qui donne la valeur de Fetfort tranchant, par la section F
de la barre, de facon a obtenir le quotient

P^5 _ Q
(9)

/. F F '

Si on reporte graphiquement ce quotient en fonetion de l'excentricite et de

l'elancement, on s'apereoit qu'il ne varie pas beaueoup, meme quand excentricite

et elancement varient dans de larges limites (fig. 38).

t/cm2 Formu/e de Krohn -^

Degre d'eiancement — 30

0055

0.050

0.025

Yöleurs&ff^ 0020 -70

-^=1200.015

0.010

0005-
1.0 zo

d'excentricite' m= -£-
k

Rago.

\du noyau^

rSoudure
electrique

Fig. 38.

Valeurs y pour diflcrcnls degres d'eiancement et d'excentricite. — Acier deconstruetion.

Werte r: für verschiedene Schlankheüsgradc und verschiedene Exccntrizitäten — Haustahl.

Q
rr values for various slcnderness ratios and degrees of eccentricity. Structural steel.

Si l'on reporte sur le graphique la valeur de la formule de Krohn Q — —

Q 1
le quotient — — 0,035 t/cm2 se trouve etre une droite parallele aux abs-

cisses. Quoique la formule de Krohn donne des valeurs trop elevees et que les
deduetions sur lesquelles eile se base ne soient pas a l'abri de toute critique,
eile touche le fond meme du probleme.

Une fois l'effort tranchant trouve, on sait que la force de cisaillement pour
une barre ä äme pleine repond ä la formule

J

oü / longueur d'un panneau.
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Supposons qu on ait un profil a treillis compose de deux feis a U on peut
S l

poser pour la Aaleur y le quotient y dans lequel h represente la distance

—i
d£>

Membrures
CAPI4

R vets
11 mm

IOO /Q\'er p at
JA 6

Com eres

fOO \§S

wo \$s
1 90

55

00 ä?

wo ^y
I. 30

Degre delancement 90 55 50
Charge de flambage
theorique m f 47'

425

55*

595

66-t

68°Charge de flambage
mesuree m 1

fleche theor que 40 cm I95cm 090cm

Fleche mesuree 49 215 0 94

Tension theor que dans
la dagona/e ext en e 075 c/r7' 080t/crn* 090 t/cm*

Tension mesuree dans

j d^gonale sa! ime 060 065 065

lig 30

l
Hai res a ti eillis Degres d'eiancement - — 30, 5o et 90

l l
Gitteistabe Schlankheitsgrade - — 1 attice bars Hates of slendeiness-
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des centres de gravite des deux profils. On obtient, apres ce remplacement

T-Q.-J.

L'effort dans une diagonale est donne par

D= ; <x — angle que forme la diagonale avec la membrure.
cosa 01

Si la barre est assemblee par des töles de liaison, l'effort de cisaillement T
cree un moment

M T. -£ ; h0 ecartement des rivets (resp. 4-=^/?

des lignes de soudures) des töles de liaison.
Lors de ces calculs, on suppose que les

membrures sont tres rigides par rapport aux
töles de liaison, c'est-a-dire que les töles sont
maintenues paralleles le long de leur intersec- Herne.

1 ° 120/100.

tion avec les membrures.
Nous renvoyons a la fig. 3 pour l'examen

detaille de la determination du flechissement.
Le graphique indique aussi la fleche critique
A au point critique de stabilite.

Afin de pouvoir dessiner le graphique de la

fig. 38, on a calcule comme indique ci-dessus

les quotients pour un grand nomore

d'elancements en tenant compte pour chacun
d'eux d'excentricites variables. Pour Facier de

construction, la fig. 38 donne les valeurs

Membrures

._ 240/80/tO

J-.ji

Acier de construction
au silicium

P /* —

—
' iw

de facon qu'il est possible sans autres

indications de determiner TefTort tranchant.
On peut consulter sur le tableau de la fig. 39

les resultats des mesures executees sur des
barres a treillis en acier de construction. Les
tensions mesurees sur les diagonales du treillis
sont legerement inferieures aux valeurs
theoriques. 11 faut remarquer a ce propos que mon-
tants et diagonales ne possedent pas des nceuds

articules, parfaitement mobiles, meine lorsque
Fassemblage n'est assure que par un seul rivet
et que, d'autre part, les membrures des poutres sont continues. II en resulte
que l'ensemble agit un peu comme une serie de cadres qui aide a re*partir
les efforts. En calculant selon la theorie developpee ci-dessus, on obtient un
treillis un peu plus leger que p. ex. en calculant suivant la formule de

Krohn; toutefois les valeurs trouveas se rapprochent mieux de la realite.

m*Q5 Charge de flambage theorique « tffJ r
m*0.5 Charge de Cfambage mesuree { 'BO f.

Liernes extremes ;
Tension theorique dans la fibre extreme

- t35t.tr;2

Jension mesuree dans la fibre extreme
(moyenne) -1,50 I. 'cm -

Fig. 40.

Harre ä chässis. Degre d'elan-

cemcnt - 40.
i

Rahmenstab. Schlankhcits;;r.id.
Frame bar. Slenderness ratio.
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A propos du tableau de la fig-. 40, nous faisons remarquer que les barres ä

chässis sont en acier au silicium avec toles de liaison soudees electriquement.
Par cornparaison avec les valeurs theoriques, on s'apercoit que les forces de

flambage mesurees sont legerement plus faibles, les tensions aux aretes un peu
plus elevees ; ceci s'explique du fait des forces additionnelles et des tensions
dues ä l'action des cadres. D'ailleurs les differences constatees sont sans importance

pratique.

SSE

-

45

I

I
41 42

Fig. -il.
Essai de flambage sur une barre a chässis. Distance entre les appuis ä couteau 3,30 m.

Degre de l'elancement - iO ; dcgrci d'excentricite m 0,5.

Knickvei'sucli mit Ralimenslab. Schneidenentfernung, Schlankheitsgrad, ExzentriziläUmass.
Bückling test on a frame bar. Distance between knife-edge Supports ;

sleiiderness ratio, degree of eccentricity.
Fig. 42.

Vue de detail de la barre flambee.
Einzelheit zum ausgeknickten Stab.

Illustration of a buckled bar.



La stabilite dos barres comprimees par des forces excentrees 91

La limite de proportionnalite de l'acier au silicium est plus elevee que celle
de l'acier de construction. Les tlechissements correspondants a des charges

43 44

Fig. 13.

Essai de flambage sur une barre a treillis. Degre d elancement - ,i5.

Premiere phasc : Flambage de la barre cnliere.
Knickversuch mit Gitterstab. Erste Phase : Stab als Ganzes ausgeknickt. Schlankheitsgrad.

Buckling test on a lattice bar. Sleiiderness ratio. First phase : Buckling of whole bar.

Fig. ii.
Essai de flambage sur une barre a treillis. Degre d elancement - 55.

Deuxieme phasc : Flambage local de la membrure.
Knickversuch mit Gitterstab. Schlankheitsgrad. Zweite Phase : Gurtungsstab

örtlich ausgeknickt.
Bückling test on a lattice bar. Slenderncss ratio.

Second phase : Local buckling of the component parts.
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<j -p > Up acier construcL i sont plus petils que ceux de l'acier de construction

; par contre, la force portanle au flambage est plus elevee. Les produits
VA

/
determines pour l'acier de construction, sonl aussi, comme les essais le

montrent, valables approximativement pour ces dernieres barres.

45

ä *
"Wj d

¦¦ ä ar

"mA *
ß -*40

mSa
Sa

*A

¦^_|

46

Fig. 45.

Vue de detail de la barre flambec.
Einzelheit zum ausgeknickten Stab.

Illustration of a bucklcd bar.

Fig. 46.

Essai de flambage sur une barre ä treillis. disposee horizontalement.

Distance entre les appuis a couteau 5.18 m. Degre d'eiancement - 90.

degre d'excentricite m I

Knickversuch mit Gitterträger, waagrecht gelagert. Schiieideneatferiiung,
Schlankheitsgrad, Exzentrizitatsmass.

B ickling test on a lattice liar, placed horizontally. Distance between knife-edge Supports
sleiiderness ratio, degree of eccentricity.

Les barres ä treillis et ä chässis qui furent examinees avaient ete dimen-
sionnees de (eile sorte que, theoriquement, ellcs devaient flamber comme une
barre simple et non localement, ce qui est d'ailleurs arrive lors des essais.
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Ce n'est qu'apres avoir atteint la charge de flambage, lorsque la barre compo-
see continue de flechir, que la membrure la plus sollicitee, situee du cote con-
cave, a flambe dans le sens du moment d'inertie minimum. Le processus de

flambage des barres ä treillis est represente sur les fig. 43- i6, celui des barres
a chässis sur les fig. il et 42.

Resum£.

A. Sommaire.

I. Suppositions.
II. Processus du flambage.
III. Compression centree et excentree :

1) acier de construction ;

2) acier de construction au silicium ;

3) acier de construction ä haute resistance (Ac 52);
4) tubes d'acier pour avions ;

5) fönte grise;
0) metaux legers (duraluminium, avional, anticorodal) ;

7) bois de construction;
8) beton arme.

IV. Flambage dans le cas d'une charge transversale invariable agissant au
milieu de la barre.

V. Flambage des barres a axe de courbure continue.
VI. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force est excen¬

trique et la direction du flambage perpendiculaire au plan de la
force.

VII. Flambage dans le cas oü le point d'application de la force est excen¬
trique par rapport aux deux axes principaux.

VIII. Profils asymetriques. Influence de la forme de la section.
IX. Calcul des barres a treillis et ä chässis.
X. Resume et conclusions.

B. Conclusions.

1) La methode de calcul appliquee pour la determination de la force de flambage

des barres comprimees par des forces excentrees a, si on tient compte
des suppositions faites, une valeur d'ordre tout ä fait general.

Elle se base sur la connaissance du diagramme tension-deformation d'un
materiau de construction et presuppose que les conditions d'equilibre et de

deformation, exprimees par l'equation dilferentielle de la ligne elastique de la
barre flechie, sont remplies.

Cette methode rend possible la determination de la fleche correspondant a la
charge de flambage.
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2) Les lois qui regissent le flambage par charges excentrees, dans les
domaines de l'elasticite et de la plasticite, ont ete examinees theoriquement
et verifiees experimentalement pour

l'acier de construction,
l'acier de construction au silicium,
l'acier de construction a haute resistance (Ac 52),
les tubes d'acier pour avions,
la fönte grise,
les metaux legers,
le bois de construction et
le beton arme.
Les resultats theoriques et les verifications experimentales presentent une

concordance tres satisfaisante. Les ecarts constates restent dans les limites des
variations des chilfres de resistance et de deformation du materiau examine.

3) L'excentricite du point d'application de la force est cause d'une diminution

de la charge de flambage. L'influence de cette excentricite est plus a

craindre pour les barres trapues et a elancement moyen (-< 100 j que pour

les barres elancees et tres elancees I -. > 100

Lorsque l'excentricite augmente, la diminution de la force de flambage est
plus faible en comparaison de l'augmentation du degre d'excentricite.

4) Gräce a 1'encastrement des deux extremites des barres d'eiancement
moyen, on constate une augmentation de la force de flambage qui varie
suivant le materiau de construction mais qui est en general peu importante. Si
les extremites de la barre encastree ont un peu de jeu ou subissent de petites
deformations, l'augmentation de la force de flambage peut etre annulee.

5) On considere comme points caracteristiques du diagramme compression-
raccourcissement :

la limite de proportionnalite <7p,

la limite d'ecoulement sf et
la resistance a la compression des prismes debout p ßd.

A l'aide de ces valeurs et du coeflicient d'elasticite E, correspondant ä la
limite de proportionnalite. il est possible de determiner approximativement la
ligne des tensions de flambage pour la compression axiale en fonction de
l'elancement.

Jusqu'a la limite de proportionnalite la tension au flambage peut etre calcu-
lee ä l'aide du coefficient E, d'apres Euler.

(-'

Entre la limite de proportionnalite <jp et la limite d'ecoulement <jf (c'est-a-dire

avec une approximation süffisante, pour t 35, s'il s'agit d'un acier de

construction), la ligne des tensions de flambage se reduit a une droite. Elle est
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valable jusqu'aux elancements suivants correspondant ä la resistance ä la

compression des prismes debout :

pour les aciers de construction- - 10
1 i

» le bois de construction t - 20
i

» le beton arme - ~ 35

11 ^

a i

G-)
Dans le domaine de la resistance ä la compression des prismes (pßd), la ligne

des tensions de flambage est parallele ä Taxe -. Pour les aciers de construction,

on remplace la resistance a la compression des prismes debout par la
lesistance a la traction calculee pour la section initiale, non deformee.

Lorsque le diagramme tension-allongement ne presente pas une limite
d'ecoulement bien caracterisee — bois, beton arme —? la ligne des tensions de

flambage se trouve etre la droite qui relie la limite de proportionnalite ä la
resistance a la compression des prismes debout.

Dans le cas du flambage par charges excentrees des materiaux de construction

les plus importants :

acier — bois — beton arme,
on se sert des coeflicients de reduction suivants pour calculer les valeurs des
tensions de flambage. On pose dans ce cas <jk centn§ 1,0.

Materiau Degre d'excentricile

de construction
m 0 m i m 2 m 3

Acier i,0 0,55 0,40 0,33

Bois 1,0 0,55 — 0,35

Beton arme 1,0 0,45 0,25 —

(flg. 7, 23 et 20)

G) Une charge transversale agissant au milieu, et perpendiculairement a

Taxe de la barre, diminue la force de flambage de cette barre comprimee par
des forces centrees ou excentrees. Le graphique de la fig. 30 donne les valeurs
de la charge de flambage avec charge transversale en pourcent de la charge
de flambage par force centree sans charge transversale pour l'acier de
construction. Ce graphique peut rendre en pratique des Services tres appreciables.

Le graphique de la fig. 6, se rapportant a l'acier de construction, permet de
determiner les valeurs des forces de flambage avec une precision bien
süffisante pour la pratique. L'excentricite (/>) du point d'application de la force au
milieu de la barre est determinee a l'aide de la relation

l
II. 4

P= ö*k ml.
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7) Si une barre est comprimee par des forces excentrees avant leur point
d'application sur un des axes principaux, la force de flambage, dans la direction

perpendiculaire au plan d'excentricite, subit une diminution des que la
limite de proportionnalite est depassee. L'importance de cette diminution
depend de la forme de la section de la barre, de la grandeur de l'excentricite
du point d'application de la force et de l'allure du diagramme tension-allongement.

Les barres en acier de construction qui ont ete examinees fournissent
des renseignement tres precieux en pratique.

8) Les barres sollicitees a la compression, au-dessus de la limite de
proportionnalite, par des forces excentrees par rapport aux deux axes principaux
presentent une diminution considerable de leur force de flambage. II n'est pas
possible d'etablir des regles generales, chaque cas particulier doit etre examine

pour lui-meme. La Classification sous forme de tableau des resultats d'essais
obtenus avec l'acier de construction, peut rendre de precieux Services lors d'une
premiere estimation.

9) Lorsqu'on connait la fleche de flambage /k, il est possible de determiner
P /* —

l'effort tranchant Qmax —'' correspondant a lacharge de flambage, et par

la de dimensionner les liaisons — treillis, töles de liaison — des barres comprimees

par des forces excentrees. Les barres a treillis ou a chässis, comprimees

par des forces excentrees, peuvent de ce fait etre composees de teile
maniere qu'elles aient une charge portante de flambage equivalente ä Celles
des barres ä äme pleine. On admettra pour les membrures d'une barre a chässis

un degre de securite au flambage plus eleve que pour la barre entiere, du
fait quo les membrures ont ä supporter des sollicitations additionnelles.

10) Lorsqu'on connait les modules de flambage pour differentes tensions au
centre de gravite — tension initiale uniformement repartie ou tension de
base — et diverses differences des deformations specifiques des fibres extremes
— courbure de la ligne de flexion —, par exemple pour l'acier de construction
suivant la fig. 5, il est possible de calculer :

a) la deformation des poutres sollicitees en dessus de la limite de
proportionnalite a la flexion seule ou ä la flexion avec force longitudinale;

b) la stabilite au flambage des barres sollicitees a la compression ou ä la
compression et ä la flexion, meme dans le domaine de la plasticite.

En lieu et place du coefficient d'elasticite E, on introduit le module de flambage

Tk.
La concordance de l'integration de l'equation differentielle de la ligne de

flexion
ei2!/ _ M
</./2 " Tk. J

avec la ligne de flexion admise selon le procede de Mohr-Vianello permet la
Solution du probleme.
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Zusammenfassung.

A. Inhaltsverzeichnis.
I. Voraussetzungen.

II. Wesen des Knickens.
III. Zentrisches und exzentrisches Knicken.

1) Baustahl
2) Silizium-Baustahl
3) Hochwertiger Baustahl St 52

4) Stahlrohre für Flugzeugbau
5) Gusseisen
6) Leichtmetalle — Duraluminium, Avional, Anticorodal
7) Bauholz
8) Eisenbeton.

IV. Knicken bei einer in der Stabmitte wirkenden unveränderlichen Quer¬
belastung.

V. Knicken von Stäben mit stetig gekrümmter Axe.
VI. Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, Knickrichtung winkelrecht zur

Kraftebene.
VII. Knicken bei einem nach beiden Hauptaxen exzentrischen Kraftangriff.

VIII. Unsymmetrische Profile. Einfluss der Querschnittsform.
IX. Berechnung der Gitter- und Rahmenstäbe.
X. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen.

B. Schlussfolgerungen.
1) Das angewandte Berechnungsverfahren für die Bestimmung der Tragkraft

exzentrisch gebrückter Stäbe besitzt, unter Beachtung der gemachten
Voraussetzungen, allgemeine Gültigkeit.

Es stützt sich auf die Kenntnis des Spannungs-Dehnungs-Diagrammes eines
Baustoffes und die Erfüllung der durch die Differentialgleichung der elastischen
Linie des gebogenen Stabes ausgedrückten Gleichgewichts- und Verformungsbedingung.

Es ermöglicht die Bestimmung des der Knicklast entsprechenden
Biegepfeiles.

2) Die Gesetzmässigkeit des exzentrischen Knickens im elastischen und
plastischen Gebiet wurde theoretisch untersucht und durch Versuche überprüft

für
Baustahl,
Silizium-Baustahl,
hochwertigen Baustahl St 52,
Stahlrohre für Flugzeugbau,
Gusseisen,
Leichtmetalle,
Bauholz und
Eisenbeton.
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Die Uebereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Theorie und der
Versuche ist gut. Die Abweichungen liegen innerhalb des Streuungsgebietes
der Festigkeitseigenschaften und des Verformungsvermögens der untersuchten
Baustoffe.

3) Die Exzentrizität des Kraftangriffes vermindert die Knicktragkraft. Der
Einfluss des exzentrischen Kraftangriffes wirkt sich bei gedrungenen und

mittelschlanken Stäben - < 100 verhängnisvoller aus als bei schlanken und

sehr schlanken Stäben (-.- > 100

Mit wachsender Exzentrizität fällt das Tragvermögen in vergleichsweise
geringerem Masse ab als das Exzentrizitätsmass selbst zunimmt.

4) Durch die Einspannung der Stabenden wird für das Gebiet der
mittelschlanken Stäbe die Knicktragkraft für die verschiedenen Baustoffe in verschieden

hohem, zumeist geringem Masse erhöht. Kleine Nachgiebigkeiten der
elastisch eingespannten Stabenden können die Erhöhung der Tragkraft verwirken.

5) Als charakteristische Punkte des Druck-Stauchungs-Diagrammes gelten
die Proportionalitätsgrenze ap
die Fliessgrenze af und
die Prismendruckfestigkeit pß(i,

welche mit dem der Proportionalitätsgrenze zugeordneten Elastizitätsmodul E
die angenäherte, für die Praxis sehr wertvolle Bestimmung der Knick-
spannungslinie für zentrisches Knicken, als Funktion des Schlankheitsgrades

ermöglichen.
Bis zur Proportionalitätsgrenze gilt die mit E berechnete Knickspannung

t:2
ffk -^-2- E.<crp

Zwischen der Proportionalitätsgrenze <jp und der Fliessgrenze <jf, welcher

bei Baustählen im Mittel und genügend genau ein Schlankheitsgrad von - 35

zugeordnet ist, wird die Knickspannungslinie durch eine Gerade begrenzt,
welche bis zu den der Prismendruckfestigkeit pßa noch entsprechenden
Schlankheitsgraden

für Konstruktionsstähle -. - 10

für Holz

für Eisenbeton 4-35 (- 10

(H)
~ 20 (- 6

\a
gilt-

Innerhalb des Bereiches der Prismendruckfestigkeit pßd weist die

Knickspannungslinie zur - -Axe parallelen Verlauf auf. Bei den Baustählen ist die
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Prismendruckfestigkeit durch die Zugfestigkeit, bezogen auf den ursprünglichen,

unverformten Querschnitt, zu ersetzen.
Zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm keine ausgesprochene Fliessgrenze

— Holz, Eisenbeton — so gilt die die Proportionalitätsgrenze mit der
Prismendruckfestigkeit verbindende Gerade als Knickspannungslinie.

Für exzentrisches Knicken gelten für die wichtigsten Baustoffe
Stahl — Holz — Eisenbeton

nachfolgende Abminderugs-Koeffizienten, bezogen auf die Knickspannungs-
werte für zentrisches Knicken, 7r zentrisch gleich 1,0 gesetzt.

Exzenlrizitätsmass
Baustoff

m ü m 1 m 2 m =_ 3

Stahl 1,0 0,55 0,40 0,33
Holz 1,0 0,55 — 0, 35

Eisenbeton 1,0 0,45 0,25 -
Abb. 7,23, und 20).

6) In der Stabmitte winkelrecht zur Stabaxe wirkende Querbelastungen H
vermindern die Tragkraft auf Knicken von zentrisch und exzentrisch gedrückten
Stäben. Das Graphikon der Abb. 30, welches die Knicktragkräfte mit
Querbelastung in Prozenten der zentrisch wirkenden Knicktragkräfte ohne
Querbelastung für Baustahl angibt, leistet für den praktischen Gebrauch sehr
schätzenswerte Dienste.

Für die Praxis ausreichend genaue Werte der Knicktragkräfte lassen sich
für Baustahl anhand des Graphikons der Abb. fi ermitteln. Dia Exzentrizität
des Kraftangriffes/) in Stabmitte wir daus der Beziehung.

p= p—rKieil
ermittelt.

7) Bei in einer der Hauptaxen exzentrisch gedrückten Stäben wird bei
Ueberschreitung der Proportionalitätsgrenze die Knickkraft auch für die zur
Exzentrizitätsebene winkelrechte Richtung abgemindert. Das Mass der Abmin-
derung hängt von der Querschnittsform des Stabes, der Grösse der Exzentrizität
des Kraftangriffes und vom Verlauf des Spannungs-Dehnungsdiagrammes ab.
Die untersuchten Stäbe aus normalem Baustahl liefern für die Praxis wertvolle
Anhaltspunkte.

8) Nach beiden Hauptaxen exzentrisch gedrückte und über die
Proportionalitätsgrenze beanspruchte Stäbe weisen einen sehr starken Abfall der
Knick-Tragfähigkeit auf. Allgemein gültige Regeln lassen sich nicht aufstellen ;

jeder Einzelfall ist zu untersuchen. Die tabellarische Zusammenstellung der
gewonnenen Versuchsergebnisse für normalen Baustahl leistet wertvolle Dienste
für die angenäherte, erste Einschätzung.

9) Die Kenntnis des Knickbiegepfeiles /k ermöglicht die Bestimmung der
PkA-der Knicklast zugeordneten Querkraft Qmav

/
und dadurch die lk
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messung der Verbindungen — Vergitterungen, Bindebleche — von exzentrisch
gedrückten, gegliederten Stäben.

Exzentrisch gedrückte, vergitterte Stäbe oder durch Bindebleche verbundene
Rahmenstäbe können somit derart ausgebildet werden, dass sie in ihrer
Tragfähigkeit auf Knicken den vollwandigen Stäben praktisch gleichwertig sind.
Bei Rahmenstäben ist zufolge zusätzlicher Beanspruchungen der Gurtungen,
deren Knicksicherheitsgrad höher zu wählen als für den Rahmenstab als
Ganzes.

10) Die Kenntnis der Moduli Tk für verschieden hohe Schwerpunktspannungen
— Grundspannungen — und verschiedene Differenzen der

Randfaserdehnungen — Krümmung der Biegelinie — z. B. für Baustahl entsprechend
der Abb. 5 ermöglicht die Berechnung der Verformung von auf reine Biegung
oder Biegung mit Längskraft über die Proportionalitätsgrenze beanspruchten
Trägern, sodann
die Bestimmung der Knickstabilität von beliebig auf Druck oder Druck und
Biegung auch im piatischen Bereich versagenden Stäben.

An Stelle des E-Moduls tritt der Tk-Modul.
Die Uebereinstimmung der Integration der Differentialgleichung der

Biegelinie

d*ij M
rf"*5"" TkJ

mit der angenommen Biegelinie nach dem Verfahren von Mohr-Vianello gibt
die Lösung des Problems.

Summary.

A. Contents.
I. Assumptions.

II. Mode of buckling.
III. Buckling under central and eccantric loads.

1. Structural steel.
2. Structural silicon-steel.
3. High grade structural steel (st 52).
4. Steel tubes for aircraft construction.
5. Cast iron.
6. Light metals—duralumin, avional, anticorodal.
7. Timber.
8. Reinforced concrete.

IV. Buckling under a constant transverse load acting in the middle of the
bar.

V. Buckling of bars having a continuous bending axis.
VI. Buckling in the case of eccentrically applied load, the direction of buck¬

ling being perpendicular to the plane of the load.
VII. Buckling in the case where the load is applied eccentrically with reference

to the two main axes.
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VIII. Unsymmetrical sections. Influence of the shape ofthe section.
IX. Calculation of trellis and frame bars.
X. Recapitulation and conclusions.

B. Conclusions.

1) Under the assumptions made in the foregoing, the method of calculation
followed for determining the resistance of bars to a load applied eccentrically
may be taken to apply in the generality of cases.

It is based upon the information derived from the tension-extension diagram
of structural materials, and depends upon compliance with the equilibrium
and deformation conditions that ensue from the differential equation of the
elastic line of the bent bar.

It allows the deflexion corresponding to the buckling load to be determined.

2) The occurence of eccentric buckling in the elastic and plastic realm has
been investigated theoretically and confirmed by tests for.

Structural steel;
structural Silicon steel
high grade structural steel (St 52] ;

steel tubes foraircraft construction;
cast iron ;

light metals ;

timber and;
reinforced concrete.
There is good agreement between the findings of theory and the test results.

The deviations lie within the normal Variation limits in the figures defining the
strength properties and the deformations capacity ofthe material dealt with.

3) Eccentricity in the application of the stress decreases the buckling
load. The influence of the eccentric stress in the case of stout and medium-

sized barsl t < 100 jappears to be greater than in that of thin and verv thin

bars^ >100

With increasing eccentricity, the buckling load decreases proportionately
slowerthan the increase in eccentricity.

4) By clamping the two ends of the bar the buckling strength, in the case
of medium thin bars of the various materials, is increased to a varying but
mostly small extent. A slight yielding at the elastically clamped bar ends may
have a counteracting etfect upon an increase in resistance.

5) The pressure-compression diagram is characterised by
the limit of proportionality <rp ;

the limit of flow <jf;
and the crushing strength of aprism pc(l which, with the modulus of elasticity
E coordinated to the limit of proportionality, allow a close determination of
the buckling tension-line for central compression as a function ofthe slender-
ness ratio, this being of great value in actual practice.
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The buckling tension calculated with E from Euler's formula orw -7^-2^ — ffp

applies up to the limit of proportionality.
Between the limit of proportionality crp and the limit of flow <jr, which in

the case of structural steels corresponds to a sufficiently approximate average

value of- =35 the buckling tension-line is limited by a straight one which

still applies to the values - that correspond for the crushing strength of a prism

for structural steels to

for timber to

for reinforced concrete to -
1

- 10
1

20

35

a

ä

Within the sphere of prism crushing strength, the buckling tension-line

shows a parallel run with reference to the .-axis. In structural steels, the prism

crushing strength is to be replaced by the tensile strength referred to the
original non-deformed section.

When the tension-expansion diagram has no marked limit of flow (Timber,
reinforced concrete), then the straight line connecting the limit of proportionality

with the prism crushing strength serves as buckling tension-line.
In the case of an eccentric load and for the most important structural materials

;

steel, timber, reinforced concrete,
the following, diminishing coefficients. referred to the buckling tension values
for a central load, apply, taking (7k central 1,0

Structural Degree of eccentricity
Material ro 0 ,m=l m 2 m 3

Steel

Timber

1.0

1.0

1.0

0.55

0.55

0.45

0.40

0 25

0.33

0.35

Beinforced concrete

(fig. 7, 23 and 26).

6) The transverse loads H which act in the middle of the barat right angles
to the bar axis decrease the buckling resistance of centrally and eccentrically
loaded bars. The diagram, fig. 30, which illustrates the buckling loads with
transverse loading in per cent. values of the centrally operating buckling
loads without transverse loading for structural steel, gives valuable data in
practical work.
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For structural steel sufficiently accurate values for buckling resistance
figures and for practical purposes can be derived from the diagram fig. 6. The
eccentricity (/>) of the elfect of load in the middle of the bar is obtained from
the equation

P ö* k 10.»

7) In the case of bars eccentrically loaded, the overstepping of the limit
of proportionality in one of the main axes decreases the buckling load for the
eccentric plane in a right angle location.The measure of decrease depends upon
the shape of the bar section, the extent of eccentricity, the Operation ofthe load
and the run of the tension-expansion diagram. The bars of structural steel
experimented with provide valuable Information for practical work.

8) In the case of bars which have been eccentrically loaded in regard to
bath main axes and over the limit of proportionality, there is a very heavy
drop in buckling load. Rules for general application cannot be arrived at ;

everv instance must be considered separately. The data in tabular form yield-
edby the test salready made for structural steel are most serviceable for making
a first approximation,

9) When knowing the buckling detlection Fk one can determine the trans-
Pk.Fk.z

verse load Qmav —— - coordinated tho the buckling load and hence the

dimensions max. of connexions, such as lattice work and junction plates, of
bars under an eccentric load.

Bars arranged in lattice work or frame bars connected by junction straps,
and subjected to an eccentric load, can be so designed that in resistance to
buckling they are practically equal to füll plate bars. In frame bars, owing to
the additional stress, the buckling safety coefficient of the straps should be
selected higher than for the frame bar in itself.

10) When knowing the buckling moduli for differently high centre of gra-
vity stresses (initial stresses) and various differences in the elongation of the
outside fibres — curvature of the bending line — for example in the case of
structural steel (see fig. 5) it is possible to calculate the deformation of girders
subjected to pure bending or bending under longitudinal force above the limit
of proportionality, then to determine the buckling stability of bars which fail
under pressure, or pressure and bending, also in the plastic ränge.

The E modulus is replaced by the Tk one.
The agreement of the integration ofthe dilferential equation of the bending

line
r/8// _ _M
7ix~* ~ TT.1

with the bending line according to the Mohr-Yianello process gives the Solution

of the problem.
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Designations

Bezeichnungen

M, Moment interieur Inneres Moment Internal moment
Ma Moment exterieur Aeusseres Moment External moment
P Force ou charge Kraft oder Last Force or load
Pk Force de flambage Knickkraft Buckling load
E Module d'elasticite Elastizitätsmodul Modulus of elasticity
Tk Coefficient de flambage Knickmodul Modulus of buckling
F Section Querschnitt Section
J Moment dinertie Trägheitsmoment Moment of inertia
i Rayon de giration Trägheitsradius Radius of gyration
°v Limite de proportionProportionalitätsgren - Limit of proportiona¬

nalite ze lity
<7f Limite d'ecoulement Fliessgrenze Limit of flow
% Resistance ä la traction Zugfestigkeit Tensile strength
ßd Resistance ä la com¬

pression
Druckfestigkeit Compression strength

ßb Resistance ä la flexion Biegungsfestigkeit Bending strength
pßd Resistance d'un prisme PrismendruckfestigCrushing strength of

ä la compression keit prism
ff Tension Spannung Tension
ffk Tension de flambage Knickspannung Buckling tension
1 Longueur, longueur au Länge, Knicklänge Length, collapsing

flambage length
h Hauteur, hauteur de la Höhe, QuerschnittsHeight, height of sec¬

section höhe tion
a Largeur Breite Width
P Rayon de courbure Krümmungsradius Radius of curvature
A Difference des allongeDifferenz der RandfaDifference in elonga-

ments des fibres exserdehnungen tion of outside fibres
tremes

f Fleche Pfeil Deflection
fk Fleche au flambage Knickpfeil Buckling deflection
P Excentricite Excentrizität Eccentricity
k Grandeur du noyau

central
Kernweite Core dimension

Degre d'eiancement Schlankheitsgrad

m= Degre d'excentricite
k

Excentrizitätsmass

Sleiiderness ratio

Degree of eccentricity
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DIE STABILITÄT DÜNNER WÄNDE
GEDRÜCKTER STÄBE

LA STABILITK DE I/AME KT DES AlLES DES BARRES COMPRIMKES

STABILITY OF THE WEBS AND THF FLANGES OF COMPRESSED BARS

Dr. Ing. Friedrich BLEICH,
Zivilingenieur, Wien.

Die gedrückten Bauteile der Stahlbauten, wie Fachwerkstäbe, Stützen u. ä.
werden in der Regel nur hinsichtlich ihrer Knicksicherheit als ganzer Stab
untersucht. Nun bestehen diese Stäbe aber vielfach aus dünnen, plattenförmi-
gen Elementen, die für sich genommen oft noch lange bevor der Stab als

ganzer ausknickt, in einen unstabilen Gleichgewichtszustand geraten können,
sie beulen aus. Da derartige plattenförmige Teile besonders im Brückenbau
eine hervorragende Rolle spielen, so erscheint die Frage nach einfachen Regeln
und Formeln für die Bemessung dieser Einzelteile äusserst wichtig, umso-
mehr, als durch die zunehmende Verwendung von hochwertigem Stahl im
Brückenbau, das Bestreben dahin gehl, die Wandstärken immer mehr zu
verringern.

Die Aufgabe dieses Berichtes wird daher folgendermassen umgrenzt : Auf
Grund der bekannten Theorie der Stabilität gedrückter Platten sind einfache
Regeln für das Verhältnis der Plattenstärke zu den übrigen Wand- und
Stababmessungen aufzustellen. Das Referat beschränkt sich auf die dünnen Wände
gleichmässig gedrückter Stäbe. Das analoge Problem für den dünnen Steg von
Biegungsträgern ist dem Referat des Herrn Prof. St. Timoschenko vorbehalten.

Die Frage der Stabilität gedrückter rechteckiger Platten ist erstmalig von
Bryan 1891 1 behandelt worden. Später haben sich Reissnek-, Timoschenko3
und Lilly'1 mit dem Problem beschäftigt. Einfache Anwendungsformeln für
den Stahlbau hat der Berichterstatter aufgestellt5.

1. G. K. Bryan. On the Stability of a Plan Plate under Thrusts in its own Plane with
Application on the « Bückling» of the Sides of a Ship. London, Math. Soc. Proc, 1891,

p. 54.
2. H. Beissner. Ueber die Knicksicherheit ebener Bleche. Zentralblatt der Bauverwaltung,

1909, S. 93.
3. S. Timoschenko. Sur la stabilite des systemes elastiques. Ann. des Ponts et Chaussees,

1913. Ueber die Stabilität versteifter Platten. Der Eisenbau, 1921, S. 147.
4. W. E. Lilly. Web Stresses in Plate Girders and Columns. Engineering, 1907, p. UiG.
r>. F. Bleich. Theorie und Berechnung der eisernen Brücken. Berlin, 1924.
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Die Untersuchung geht von dem in Abb. 1 dargestellten Gleichgewichtsfall
der rechteckigen Platte von der Stärke c, deren Seiten x — ~ und x= -f :

a ^
durch gleichmässigen Druck c. B belastet sind, aus. Die Ränder x ±- sind

b *
frei drehbar befestigt, während für die Ränder y ± ^ folgende Fälle in

Betracht zu ziehen sind.

___ £$£

fc T
^=I/7vf TCTÖ H
ä.J

jTI
I
JC

KiK.

Fall I. Die Rändery — ± ^ sind elastisch eingespannt

Fall II. Der Rand y + * ist elastisch eingespannt, der Rand y — * ist

vollständig frei.
aDer Einfluss der Befestigungsweise der Ränder x ziz r auf das Ergebnis

ist in Fällen, wo a gross gegen b ist, und bei Druckstäben ist a immer ein
Vielfaches von A, geringfügig, sodass man berechtigt ist, für die Befestigungsweise

dieser Ränder jene Annahme zu treffen, die zu einer möglichst einfachen
Berechnungsweise führt.

Die Theorie nimmt ihren Ausgang von der Differentialgleichung der
Ausbiegung dünner Platten, die in einer Richtung durch <?c gleichmässig gedrückt
sind. Diese Differentialgleichung lautet :

D\^* + 2z^*^ + w\+°°d7*=ti
Unter der Voraussetzung, dass das Material bei Ueberschreiten der

Elastizitätsgrenze anisotrop wird, d. h. dass in der Druckrichtung x der mit 7
veränderliche Kärmänsche Knickmodul T, inder darauf senkrechten Richtung?/ aber der
unveränderte Young'sche Elastizitätsmodul E gelten, hat Bleich die aus der
Elastizitätstheorie bekannte Differentialgleichung (1) durch Beifügung der Bei-

Hierbei bedeutetwerte t und \J7 verallgemeinert

T
E
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t ist gleich I, solange 7 nicht die Elastizitätsgrenze <jE überschreitet, und ist
kleiner als 1, wenn 7 über 7E ansteigt. Unter D ist in Gl. (1) die Biegungsstei-
figkeit

EJ ES3

»=T^=nTT^) (^=°,3 für Stahl)

zu verstehen. Die Zulässigkeit des Ansatzes (1) wird durch die Uebereinstim-
mung der berechneten kritischen Werte der Druckspannung 7 mit den bei
Versuchen beobachteten Werten von 7 erwiesen.

a
1. Fall. Die Platte istum die Ränder x ± „ frei drehbar gela-

1 b
gert und ist an den beiden anderen Rändern x= ± ~ elastisch

eingespannt.

Die Lösung der Differentialgleichung (1) nimmt hier mit Rücksicht auf die
Symmetrieverhältnisse die Form

n ~~ x
(o cos—^- [A cosh kxy + Ccos/f2?/] (2)

a

an, wobei kL und k2 durch die Gleichungen

deliniert sind \ A und C sind Konstanten, die aus den Bedingungen an den

Rändern j=±- bestimmt werden, n gibt die Zahl den Halbwellen an, in
b

der die Platte in der Richtung x ausbeult. Entlang den beiden Rändern y =2 ± -
gelten die Randbedingungen

ic 0 und M v -—,

wo M das Biegungsmoment am Rande und v ein Proportionalitätsfaktor ist,
der von der Grösse der Einspannung abhängt. Da aber nach der Elastizitäts-

0 2 wtheorie an den Rändern der Platte wegen w 0 und —- 0

EJ d*tc
Af — i-vrdy"

so reduzieren sich die beiden Randbedingungen auf

^— 4- - * ^2?r

<; ist eine Konstante, die von der Art der Einspannung abhängt. Bei frei
drehbarem Rand ist ; oo, bei fest eingespanntem Rand ist ; 0. Führt man die

Lösung (2) in die Bedingungen (3) ein, so gewinnt man 2 homogene Gleichungen

für A und G, die nur dann von Null verschiedene Wurzeln liefern, wenn
ihre Determinante verschwindet. Damit ist aber die Knickbedingung in der
Form

io 0 und -_+;--_i=:0 (3)

UrVni/: T'- *?* Vfl V/P+l ZV,
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mit den Abkürzungen
4/- a a \2 3

gefunden. Aus der transzendenten Gleichung (4) kann p und damit nach (4')
die kritische Spannung 7k ermittelt werden.

Der durch Gl. (4) dargestellte transzendente Zusammenhang zwischen der
v nGrösse p und — lässt sich nun mit sehr grosser Genauigkeit durch eine alge-

braische Gleichung von der Form

p'-i+'(£)'+*U)4 <5>

ersetzen./? und q sind hierbei Funktionen der Einspannungszahl $. Im besonderen

gilt :

für frei drehbare Ränder : p 2 q 1 ;

für fest eingespannte Ränder : p 2,50 gr 5.

Vereinigt man Gl. (4') und (5), so erhält man für die kritische Spannung 7k

die Beziehung

«-[("),+'+'(r.n4^i(D"-
Aus —— 0 findet man schliesslich den Kleinstwert von 7k, der für die Bemes-

v n
sung massgebend ist zu

-=H$^(j;)V2W) (6)

Will man schliesslich die Wandteile der Druckstäbe so bemessen, dass die
einzelnen Wände die gleiche Sicherheit gegen Ausbeulen bieten wie der ganze
Stab gegen Knicken, so muss die Spannung 7k, die das Ausbeulen bewirkt,
gleich der kritischen Spannung sein, bei der der Stab mit dem Schlankheitsgrad
l '
- als ganzes knickt. Es gilt daher die Verknüpfung

-2e- *2ev/t /ax2/ r,

aus der folgende Regel für das Verhältnis - d. i. Plattenstärke zu Plattenbreite,

folgt, nämlich

*. ^ (})_».*v;ü7g(j), m

Gleichung (7) lässt die wichtige Tatsache erkennen, dass das Verhältnis -

wächst, wenn die Schlankheit-. wächst. Je schlanker der Stab,

umso dünner können seine Wände gemacht werden.
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Gleichung (7) liefert für die beiden Grenzwerte, die in Abb. 2 a und b

dargestellt sind, folgende Sonderwerte : In einem Druckstab aus 4 gleichbreiten
und gleichstarken Wänden verhalten sich die einzelnen Wände so wie Platten,

die an beiden Rändern biegungsfrei gelagert sind, da die Platten gleich-

,J

i I

i fc" il
; »\

aj

J
\ »
/
/

17—~

Fig. 2.

V

ö'^=

cj

zeitig ausbeulen und keine die andere durch Einspannung entlasten kann.
Man erhält aus Gl. (7), wenn man für diesen Fall wie oben angegeben p= 2,

q J, einführt, - \ ,_ t 1 Allgemein muss bei verschiedenen Breiten b

c3b'
und b' der beiden Wände, Abb. 2 c die Steifigkeitszahl ;= —- 1 sein, wenn

o Jj

man die Plattenränder als frei drehbar betrachten will. Sind andererseits zwei
Wände sehr steif gegenüber den beiden anderen, so nähert sich das

Verhältnis - dem Grenzwert für feste Einspannung, d. i. mit/> 2,o, q =5,
b 0,800//\ „ 3»A' _
- L t In diesem balle ist z tttt "• Abb. 2 b.
3 v/t y/ * 5'3/>

In praktischen Fällen wird ¦: im allgemeinen zwischen 1 und 0 liegen ;

Fig. 2 c. In diesen Fällen genügt es, zwischen den beiden Grenzwerten -—
V7" l

und —]—— -. die sich ja nicht allzu sehr voneinander unterscheiden, linear
V" '

einzuschalten. So gelangen wir zu der folgenden einfachen Formel für
geschlossene Querschnitte

*«(.,,_.,{£); <»,

s3Z>'
Hierbei sind £ und b die Abmessungen der schwächeren Wand, ^-jj ist also

immer kleiner als 1.

Die Zahl t lässt sich nun für jede Stahlsorte aus dem Spannungsdehnungs-

diagramm als Funktion der Schlankheit - darstellen. Für gewöhnlichen
Baustahl von 37-45 kg/mm2 Festigkeit schlage ich folgende Formel vor l :

44=
y =33 + 0,67^

v/;
giltig für !< 100.

i. Die folgenden Beziehungen wurden mit Hilfe der Tetmajersclien Getadenformel für
gewöhnlichen Baustahl abgeleitet.
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Für > 100 gilt ~ 1.

F. Bleich

Damit geht Gleichung- (8) iu folgende zwei Formeln über

lfür ;< 100
i

*. (33 + 0,67 l-\ 0,8

/

S3 b' \

für, > 100
i
>9b'\ l-0 2 —'8'»/./ i

(»')

Die Wände eines Stabes nach Abb. 2 a beulen in Wellen aus, deren Länge
bei schlanken Stäben gleich der Plattenbreite b ist. Im Falle 2 b sind die Wellen

noch kürzer, nämlich 0,67 b. Es hätte daher keinen Sinn, die Ausbeulung
durch Querschotten verhindern zu wollen, da diese so eng gesetzt werden
müssten. dass ihre Anordnung unwirtschaftlich wird. Bei gedrückten
geschlossenen Druckstäben hat daher die übliche Anordnung von Querschotten
in Absländen von dem Mehrfachen der Breite der schwächeren Wandplatten
keine Erhöhung der Tragfähigkeit zur F'olge.

Gleichung (8') findet Anwendung auf die in Abb. 3 a-d im Querschnitt
dargestellten Drucksläbe, wobei in den Fällen 3 c und 3d die Stege sich wie frei

b'-

V

LJ
*J

7*1 r
6'

J
v

T
ö

Ji.i

r
L

TJ^F

Jl
e) dj

Fig. 3.

drehbar gelagerte Platten verhalten. Für diese beiden Stabformein gelten
sonach die einfachen Formeln

l
für ;< 100.

1
| =20 + 0,4^; l "=0,6-|.für-. > 100.

1

Bei Walzträgern und C- Eisen Hegt das Verhältnis - ungünstigsten Falles bei
c I

28, so dass ein Ausbeulen bei Druckstäben mit einem Schlankheitsgrad > 20
ausgeschlossen ist. *

2. Fall. Die Platte ist an beiden Rändern xz=z±- frei drehbar

gelagert. Am Rande ?y + — ist sie elastisch eingespannt, am

anderen Rande vollständig frei.

Die Integration der Ditferentialgleichung (1) führt auf ähnlichem Wege wie
beim ersten Fall auf folgende Gleichung für die kritische Belastung Gk

5

^=12(1—>)(g) ,/' + 2X'/» (9)
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Diese Gleichung zeigt den gleichen Bau wie Gl. (0), nur haben/) und q andere
Werte. Es ist jetzt :

wenn ein Rand frei drehbar ist : p 0,425 q 0 ;

wenn ein Rand fest eingespannt ist : p 0,570 q 0,125.
Bei elastischer Einspannung liegen die Werte p und q zwischen den beiden
eben angegebenen Grenzen.

Soll gleiche Sicherheit gegen Ausbeulen der Wände wie gegen Ausknicken
des ganzen Stabes bestehen, so muss wieder die Beziehung

z2Et_ ~2Ey/7
Z\2 ~ 12(1

0i (p + Wv)

gelten, aus der die gleiche Formel wie oben

b
_

y/p + Vy
2y/3(l —.,.2

sG)

hervorgeht. In den beiden in Abb. 4 a und b dargestellten Grenzfällen erhält
man folgende Ergebnisse

-ess&sssss

öo I J J'
i_z_J

LJÜfL1J
y c*j

Fig. 4.

Freie Drehbarkeit des einen Randes, Abb. 4 a. p 0,425, q 0

b _ 0,197 / 0,20 l,
}~ v^ J~ \r* ':

Feste Einspannung des einen Randes, Abb. 4 b. p 0,570, q 0,125
b 0,342 /

_ 0,34 l
(/t '" \r^'

Für elastische Einspannung ergibt sich demnach, wenn man als Mass dersel-

ben ^-r einführt, siehe Abb. 4 c, bei linearer Einschaltungl'zb

-£(••»-•.»;£){ (10)

Aus dieser Gleichung erhält man unter Benützung des oben angegebenen

linearen Zusammenhanges zwischen t und -. die beiden folgenden Bemessungs-

formein :

-'<100 : *=(33 + 0,67J)(o,34-0,U^) (10')
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Tafel

Bemessungsformeln für gewöhnlichen Baustahl

Nr Stabquersclinitt — Coupe
Section § } erforderlich

necessaire

t m r *—,

il^
/3Jaj

;<ioo

?)-=(»+•¦»}) (»•8-»'2?S
>100

8/erf V 83A/ l

TT

J
a,J

J"TT

t<100

-'>ioo

hX =20 + 0,4:
erf l

\0/erf l

l
-.<100

(i)-=(»+•¦« !)(».'-»••:-;)

:<100

^tC ^jlr+- [4^ > 100

^6,6+-0,134 ^

O/erf l

r^p ^1 ir

<100

»)„=(»+*"!)(<,-»-0'«s3)

->100

„-(•"-••«SSM
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Tableau — Table

Formules pour Acier doux — Formulae for Soft Steel

Anmerkung — Annotation
Remark

ö3 // Querschotten nur an den Stabenden.
8'3 b ^ Weitere Schotten erhöhen nicht die Tragfähigkeit.

Entretoisements transversaux seulernent aux extremites de la barre. Des entretoisements
supplementaires n'augmentent pas la resistance.

Diaphragms only at the ends of the bar. Intermediate diaphragms don't increase the
strength.

Querschotten im Falle a) nur an den Stabenden. Weitere Schotten erhöhen nicht die
Tragfähigkeit.

Pour la barre a) entretoisements transversaux seulernent ;iux extremites. Des entretoisements

supplementaires n'augmentent pas la resistance.
In case a) only end diaphragms. Intermediate diaphragms don't increase the strength.

Querschotten nur an den Stabenden.
Weitere Schotten erhöhen nicht die Tragfähigkeit.
Entretoisements transversaux seulernent aux extremites de la barre. Des entretoisements

supplementaires n'augmentent pas la resistance.
Diaphragms only at the ends of the bar. Intermediate diaphragms don't increase the

strength.
Säumt man den Querschnitt am freien Rande mit Winkeln, so können die nach

nebenstehenden Formeln errechneten Verhältnisse -zweimal so gross genommen werden.

Lorsque les bords libres des töles sont renforces par des fers cornieres, les coefficients

- peuvent atteindre le double de la valeur indiquee.
8 b

When bordering the free edge of the web with angle iron, - may increase up to its

double value.

83 b'
Wird rjjy < l [schwache Deckbleche], so ist es zweckmässig Scholtenbleche anzuordnen.

I
Ist ihr Abstand a, so beträgt für - < 100 :

83/)'
Pour -~-tt <1 [semelles faibles], des entretoisements intermediaires sontä recommander.

ö «*/>

Si la distance entre elles est a, on Irouve pour ?<$J 100 :

83Z>'
When ^7-; <1 [thin booms], intermediate diaphragms are desirable. If their distance

ü3 b

is a, and ^< 100, then will be :

(t)..,=(<° + °-ä0v/n + »-'3
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(10')

Ist der eine Plattenrand frei drehbar gelagert, so beult die Platte, gleich-
giltig welche Länge sie hat, in einer Halbwelle aus. Ist die Platte einerseits
eingespannt, so bilden sich bei genügender Länge a mehrere Halbwellen aus.
Es ist daher in dem in Abb. 4 dargestellten Fall zweckmässig, Querschotten
einzubauen, um die Tragkraft der Stäbe zu vergrössern. Ist die Entfernung
der Schotten a, so gilt folgende Gleichung 5

/

b
8

giltig für .<100.
(l0 + 0.2-J) ^A+0,42 (11)

Die Formeln (10') finden Anwendung .auf die in Abb. 5 dargestellten Quer-

r- o-

Jl

=*—Mr

Fig. 5. Fig. 6.

schnittsformen. Sie liefern bei kleinen Schlankheitsverhältnissen - grössere

Blechstärken als man gewohnt ist auszuführen. Die itn Brückenbau gebräuchlichen

Erfahrungsregeln geben bei gedrungen gebauten Stäben nicht die nötige
Sicherheit gegen Ausbeulen.

Will man grössere Steghöhen erzielen, dann ist es unbedingt notwendig,
den freien Rand der Bleche durch Winkel zu säumen und diese Winkel durch
Querschotten gegen seitliches Ausweichen zu sichern. Die Stegverformung
wird dann etwa so wie in Abb. 6 dargestellt erfolgen. Der Steg ist einerseits
elastisch eingespannt, andererseits frei drehbar gelagert. Man kann daher
einen aus Formel (8') errechneten Mittelwert

\ (33 + 0.67J) (0,7-0,1^) (12)

benützen, Formel (12) gilt für-. < 100.

Wd dL^

V
LI

Die freien Stege der in Abb. 7 im
Querschnitt dargestellten Stäbe verhalten
sich so wie Platten, die entlang des einen
Randes frei drehbar gelagert sind. Hierfür
ergibt sich die einfache Formel

Fi«
t<100 £ (6,6 + 0,134$). (13)
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Für den praktischen Gebrauch bei der Bemessung der dünnen
Wände von auf zentrischen Druck beanspruchten Stäben werden
daher die in der Tafel zusammengestellten Formeln und Regeln
vorgeschlagen.

Vergleich der theoretischen Ergebnisse mit Versuchswerten.

Laboratoriumsversuche an einzelnen in ihrer Ebene gedrückten Platten zur
Feststellung ihrer Stabilität sind meines Wissens bisher noch nicht durchgeführt

worden. Doch habe ich in den Veröffentlichungen über Versuche mit aus
Platten zusammengesetzten Stäben, die den im Brückenbau verwendeten
Stabformen nachgebildet waren, einzelne Fälle gefunden, die ganz gut geeignet
sind, die oben abgeleiteten Formeln auf ihre Richtigkeit hin zu überprüfen. Es
sind dies Versuche, die in den Jahren 1912 und 1913 mit Stäben aus gewöhnlichem

Baustahl auf Veranlassung der Board of Engineers gelegentlich des
Neubaues der Quebecbrücke durchgeführt wurden 1.

Zwei Versuchsgruppen, bei denen deutlich die Zerstörung des Stabes durch
Ausbeulen der Stabwände ersichtlich ist, kommen hier in Betracht.

Das verwendete Material hatte eine mittlere Streckgrenze von 3,01 t/cm2
und eine mittlere Festigkeit von 4,58 t/cm2 bei 23 °/0 Bruchdehnung.

1. Versuchsgruppe. Für die Nachrechnung kommen 4 gleiche Stäbe von
2,87 cm Knicklänge nach Abb. 8 in Betracht. Versuche Nr. TC 1,1 TC 1,2

-2860
ftjsr.

rhTr TTT--M'103.105.150 %.

355.15,9 S 508.12,7

-Jl—Ih==L

12,7sf. 103.103.150 101,6.76,2.9,5
3048

559.12,7 m.11.1 W
-1 ra.)622

\559
Coupe SS
Schnitt SS
Section S 'S

J 3La
I «2ff<01

cc
292 260 mmqr^\178x~

3,7 -L-JLjr-l-+
\y

Wt »
5,1

260292 W
Fig. 8. Fig. 9.

TG 2,1 TG 2,2. Die Stäbe bestanden aus zwei Blechen 559.15,9 und 4

Gurtwinkeln 103.15,9. Die beiden Wände waren durch Flacheisenvergitterung
verbunden. Die Bemessung der Wände dieser Stäbe hätte nach Fall 2 in der
oben stehenden Tafel zu erfolgen.

1. Dr. Ing. Rudolf Mayer. Die Knickfestigkeit. Berlin, 1921, S. 421 ff.
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Mit den Querschnittswerten F 296 cm2, i 20,55 cm, l =286 cm findet

man - 14 und daher nach der in der Tafel unter 2 angegebenen Formel

l'b\ _ „ l
20+ 0,4-'=25,6.

\0/erf l
55 9

Das tatsächliche Verhältnis war aber *' 35,2.

Es mussten daher alle Stäbe dieser Bauart vorzeitig durch Ausbeulen der
Bleche zugrunde gehen. Tatsächlich beträgt die Knickspannung nach Tetmajer
a 2,94 t/cm2, während die 4 Stäbe bei 2, 60, 2,74, 2,70 und 2,68 t/cm2;
i.M. also bei 2,68 t/cm2 vollständig durch Verbeulen der Stege versagten.

Zur Ueberprüfung der Richtigkeit der hier in Betracht kommenden Formel
(6) für die kritische Spannung au führen wir folgende Rechnung durch :

Für frei drehbare Plattenränder ist p 2, q 1 daher

4*2Ey/4^2Ey/T /S\2 777ru/-/o\2*k=12(l-(Mz) =im^[b) •

Stellt man t nach der bekannten aus den Versuchen Tetmajers abgeleiteten
Formel Engessers

<7k /3,1— (Tk\2
T " E \ 0,0358

dar und führt man diesen Wert in die voranstehende Gleichung für ak ein, so
erhält man ak in der Form

(bv
r /r2 \o)

ak 2 _V I "~ 9,G1 mit r 2190.10« + 6'2 ^" l "nd Cm)"

Da ^ 35,2, so folgt
0

jk= 2,67 t/cm2.

Diese kritische Beanspruchung stimmt nahezu vollständig mit der beobachteten

Spannung von 2,68 t/cm2 überein. Die Verformung der Bleche bei Stab
TG 1,1 lässt Fig. 8 gut erkennen.

2. Versuchsgruppe. Die Querschnittsgestaltung der Stäbe war ähnlich

wie vor, siehe Abb. 9, doch hatten die Stäbe 1020 cm Knicklänge. - war hier

50,7. Geprobt wurden zwei gleiche Stäbe, die bei ak 2,55 und ak 2,33 t/cm2
knickten. Der Mittelwert beträgt 2,44 t/cm2.

Für die Wandbleche 559.12,7 war - 44. Damit erhält man nach der glei-
o

chen Formel für ak, die oben benützt wurde.

ak=2,46 t/cm2.

Beide Stäbe gingen durch Ausbeulen der Stegbleche zugrunde. Der Mittelwert
des Versuches 2,44 t/cm2 stimmt sehr gut mit dem Rechnungswert 2,46 t/cm2
überein.
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TRADUGTION

Les parties comprimees des constructions metalliques, telles que, par
exemple, les barres d'un treillis, les poteaux, sont en regle generale
determinees en ne considerant que la stabilite au flambage de la piece entiere. Mais
ces pieces sont souvent constituees d'elements minces et plans qui, pris en

eux-memes, peuvent presenter un etat d'instabilite et se voiler souvent bien
avant que ne commence le flambage de la barre elle-meme. Ges elements ont
de ce fait une grande importance et jouent, particulierement dans la construction

des ponts, un röle predominant. II parait donc indique de disposer de

regles et formules simples pour les calculer, d'autant plus que, par suite de

l'emploi des aciers ä haute resistance, on a toujours tendance ä diminuer de

plus en plus Tepaisseurdes parois.
Cette etude se borne ä resoudre le probleme de la facon suivante : etablir

des regles simples pour proportionner l'epaisseur de la section par rapport aux
autres dimensions des parois et des barres, et cela en se basant sur la theorie
connue de la stabilite des plaques comprimees. On ne considerera dans ce
rapport que des parois minces appartenant ä des barres uniformement comprimees.

Le probleme analogue qui se pose pour Tarne mince des poutres flechies
sera traite dans le memoire du professeur St. Timoschenko.

La question de la stabilite des plaques rectangulaires comprimees a ete trai-
tee pour la premiere fois par Bryan, 18911. Plus tard Reissner2, Timoschenko3
et Lilly 4 se sont occupes de ce probleme. F. Bleich 5 a etabli des formules
pratiques simples pour la construction metallique.

Letude part de l'etat d'equilibre, represente par la figure 1, d'une plaque

rectangulaire d'epaisseur c, dont les cötes x + - et x — ^ supportent une

pression uniforme a.o.

Les bords x dz 4t sont articules, tandis que pour les cötes y ± ~ on con-
2 2»

sidere les cas suivants :

1° Les cötes y +- ~ sont elastiquement encastres.

2° Le cote y + ^ est elastiquement encastre.

Le cote y — - est completement libre.

Dans le cas oü a est grand par rapport ä b, le mode de fixation des bords

1. G. K. Bryan. On the Stability of a Plan Plate under Thrusts in its own Plane with
Application on the (< Buckling » of the Sides of a Ship. London Math. Soc. Proc, 1891, p. 54.

2. H. Reissnek. Über die Knicksicherheit ebener Bleche. Zentralblatt der Bauverwaltung,
1909, p. 93.

3. S. Timoschenko. Sur la stabilite dessystemes elastiques. Ann. des Ponts et Chaussees.
Über die Stabilität versteifter Platten. Der Eisenbau, 1921, p. 147.

4. W. E. Lilly. Web Stresses in Plate Girders and Columns. Engineering, 1907, p. 156.
5. F. Bleich. Theorie und Berechnung der eisernen Brücken. Berlin, 1924.
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x + - a peu d'influence sur le resultat. Dans les barres comprimees, a est

toujours un multiple de 6, on peut donc admettre, pour ces cötes, un genre de
fixation qui conduise ä des resultats aussi simples que possible.

L'etude theorique a pour point de depart l'equation differentielle de
deformation des plaques minces, qui sont soumises, suivant une direction, ä une
compression uniforme a.§. Cette equation differentielle est :

DL^-T+2ä^?v/T+??J+5-s-5^=0- ¦¦• •

Pour generaliser l'equation differentielle (1) on a fait la supposition suivante :

Le materiaudevient anisotrope lorsqu'on depasse la limite d'elasticite, c'est-
a-dire que le module de flambage T de Karman (variable avec a) est valable
dans la direction de la pression a?, alors que le module d'elasticite E
(invariable) est valable dans la direction perpendiculaire y. M. Bleich a de cette
facon generalise l'equation differentielle, bien connue dans la theorie de l'elas-

- T
ticite, en introduisant les coefficients t et sjx 1 oü

L
t 1 tant que a ne depasse pas la limite d'elasticite aE.

t < 1 si a d^passe aB.
T? T T? ^3

Dans l'equation (1), D represente la rigidite : D -.——^ 9 *"—^

(\>. 0,3 pour l'acier).
La proposition (1) est justifiee par la concordance des valeurs critiques cal-
culees de la pression specifique a avec les valeurs de a observees au cours des
essais.

1er cas. La plaque est articulee sur les cötes x +: z et encas-
b

tree elastiquement sur les deux autres cötes ,y= + ~-.

La Solution de l'equation differentielle (1) prend par raison de symetrie la
forme : nr,x[ 1

io cos —-— A cosh kx y + C cos k2 y\ (2)

oü kx et k2 sont determines par les equations *¦ :

v—W*'-*-")
A et C sont des constantes qui sont determinees par les conditions aux appuis

y +: -. n indique lenombre des demi-ondulations dans la direction x quand

la plaque se voile. Le long des deux cötes y=±-^les conditions suivantes

sont valables : ~>w
iv 0 et M v. —

1. F. Bleich. Theorie und Berechnung der eisernen Brücken, Berlin, 1924.
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oü M designe le moment flechissant au bord et v un facteur de proportionnalite,
qui depend du degre d'encastrement.

Comme d'apres la theorie de lelasticite nous avons pour les bords de la

plaque: D>„,
w 0 et —z 0

d x2

EJ d2tr
1 — sv2 d y2

Les deux conditions aux appuis se simplifient de la facon suivante :

w \) et h*«—?=0 (6)
Zy ^2 }y2

v ;

; est une constante qui depend du mode d'encastrement.
J- oo si le bord est articule.

; 0 si le bord est rigidement encastre.
Si on introduit la Solution (2) dans les relations (3), on obtient, pour A et C,
deux equations homogenes qui n'admettent de racines non nulles que lorsque
leur determinantsannule.

La condition de flambage prend alors la forme

tg — Vp-1- t,-- -r=K — - Tr==K (4)
OL 2 \/p-\ « \/9 — 1

oü v, ol et p sont definis par les relations suivantes :

a

/>' * ~\nlz) ' tTD

2

v V^, « t ?•= i .-V (*')

De l'equation transcendante (4) on tire p> et par suite de l'equation (4') Teffort
critique ak.

On peut remplacer avec une grande approximation la relation transcendante
v nentre les valeurs p et — representee par l'equation (4), par une equation
a

algebrique de la forme / x2 / \4?~l+r&+*(ih) (5)

dans laquelle p et q sont des fonctions du coefficient d'encastrement 'C.

En particulier :

Pour les bords articules : p 2, q 1.
Pour les bords rigidement encastres : p 2,50 ; q 5.

En reunissant les equations (4 et (5) on obtient, pour Teffort critique ak, la
relation: \(v.n\2 / a \21 Et;2^ ß\2

de 0, on tire enfin la valeur minimum de ak qui permet de deter-
d —v.n

miner les dimensions :

Et:2\A: /^2
?k -m*a® (>+**) <6>
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Si l'on veut finalement calculer les parois des barres comprimees de teile
fagon que chaque paroi offre par eile-meme la meme securite contre le voile-
ment que celle qu'offre l'element dans son ensemble contre le flambage, la
tension ak qui cause le voilement doit etre egale ä la tension critique sous laquelle
flambe l'element. On a donc la relation :

*2Et ^Ey/7 (Z\2( r
w

-r, etant l'indice de finesse, c'est-ä-dire le rapport de la longueur de l'element

au rayon minimum de giration. On en deduit la loi suivante pour le rap-

port ^, de l'epaisseur ä la largeur de la plaque :

b \/p + 2\i9 fl\ °>303 / 7=. (l\ ,~«=i^=^w-«vr^+^-W--- (7)

r

Cette equation (7) fait ressortir, fait important, que le rapport - croit avec le
l

rapport -r.

Plus la barre est longue et plus sa section est faible, en un mot, plus sa
finesse est grande, plus ses parois peuvent etre minces.

L'equation (7) fournit les valeurs particulieres suivantes pour les deux cas
extremes qui sont representes dans la figure 2 :

Dans une barre comprimee composee de quatre parois d'egale largeur et
d'egale epaisseur, les parois elles-memes se comportent chacune comme des

plaques prenant appui librement sur les deux bords, etant donne que ces parois
se deforment simultanement, sans pouvoir se decharger mutuellement par l'in-
tervention d'un encastrement. Si, dans ce cas, on introduit dans l'equation (7)
les valeurs indiquee ci-dessus, p 2 et q=- 1, on arrive ä :

b 0,606 (l

En general, si Ton considere les bords des plaques comme articules, la valeur
33Z>'

de £ est egale ä -^r pour differentes largeurs b et b' des deux parois.

Si, par contre, deux parois sont tres rigides par rapport aux deux autres, le

rapport - s'approche de la valeur limite pour l'encastrement rigide, qui est
ö

pour p 2,5 ; 7 0:
b 0,800 /Z^

c3//Dans ce cas, £ -^-r 0 (fig. 2 b)— 0 Cfio- 2 h\
*b



La stabilite de Tarne el des ;iiles des barres comprimees 123

Dans la pratique, £ varie en general entre 1 et 0, il suffit d'interpoler lineai-

j ,• -. 0,606 /Z\ t 0,800 /l\ ,.ff.rement entre les deux valeurs limites ' f : 1 et 4/.
I -.), qui ne dillerent

pas beaucoup l'une de Tautre. Nous arrivons ainsi a la formule simple sui-
vante pour des sections en caisson :

(-£(M-.,j£).! (»»

C3Z>'
dans laquelle o et i sont les dimensions de la paroi la plus faible ; ^3-7 est

ainsi toujours plus petit que 1.

La valeur de t peut etre representee comme une fonction de la finesse -. si

Ton se base sur le diagramme des tensions et des deformations correspondant
ä chaque categorie d'acier. F. Bleich propose la formule suivante pour l'acier
ordinaire de construction, ayant une resistance ä la traction de 37 ä 45 kg/mm2 :

J_ { =33+0,67-* pour (<100
V/t ' l l

¦5-= =1 pour t> 100.
\A l

De la formule (8) on tire les deux formules suivantes :

Pour -.< 100
1

^=(33 + 0)67-!)(0,8-0,2^

Pour'> 100
1

(8')

- (•.»-•.» j£).{
Les parois d'un element semblable ä celui de la figure 2 a se voilent en for-

mant des ondulations qui, pour les barres elancees, ont une longueur egale a la
largeur b de la plaque. Dans le cas de la figure 2 A, les ondulations sont plus
courtes, ä savoir egales a 0,67 b. II n'y aurait donc pas lieu de vouloir eviter le
voilement par des entretoisements, car ces derniers devraient etre disposes si

pres les uns des autres que ce renforcement ne serait pas economique. Ainsi,
dans les barres comprimees a section en caisson, la capacite de charge n'est nul-
lement augmentee par la disposition habituellement adoptee d'entretoisements
separes par des intervalles multiples de la largeur de la paroi la plus faible.

L'equation (8) trouve son application pour les barres comprimees dont la
section est representee par les figures 3 a-d. Dans les cas representes par les

figures 3 c et 3 tf, les ames se comportent comme des plaques librement arti-
culees aux appuis. Pour ces deux types d'elements, on a parconsequentles
formules simples suivantes :

Pourf<100. ^ =20 + 0,4
' pourl>100. *

0,6 (8")
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Dans les profiles, y compris les fers en C, le rapport - etant egal ä 28 dans le

cas le plus defavorable, de sorte que le voilement n'est pas a craindre pour les

barres comprimees, pour lesquels l'indice - caracterisant la finesse est superieur

ä20.

2C cas. La plaque est articulee sur les deux bords x db - ; le cote
L 2

y=+-est encastre elastiquement et l'autre cote est complete-
ment libre.

De Tintegration de l'equation differentielle (1) conduite comme dans le
premier cas, resulte l'equation suivante donnant l'effort critique ak1 :

«=if^(f^^ <9>

Cette equation presente la meme structure que l'equation (6) toutefois avec
d'autres valeurs pourp et q ; on a maintenant: siun cote est articule :p 0,425 ;

q 0 ; si un cote est totalement encastre : p 0,570 ; q 0,125. Pour un
encastrement elastique, les valeurs de p etq varient entre les limites ci-dessus.

La securite devant etre la meine contre le voilement des parois et le flambage

de la barre entiere, la relation ci-dessous doit etre satisfaite :

-W 12(1-,2)U) ^ + 2V/^

De celle-ci resulte la meme formule que precedemment :

b \/p + 2\jg II
3 2v/3(l-H.2)V/t^

Dans les deux cas extremes, representes par les figures 4 a et Z>, on obtient
les resultats suivants :

Un des cötes presente un appui articule (fig. ia ; p 0,425 ; 7 0)

b
_ 0,197 l ^ 0^2 l

Un des cotes presente un encastrement rigide (fig. 4A; p 0,570; q
0,125)

b
_ 0,342 / 0^34 l

3 ~ \A
" r \fi ' '

*

lzb'
Pour un encastrement elastique (fig. 4c), si l'on introduit l'expression zi$-r

comme mesure de celui-ci, et si on interpole lineairement, on trouve :

b { l, n, n §3/>'\ //
* \fi\0'u-0Mm)\i) (10)

1. F. Bleich. Theorie und Berechnung der eisernen Brücken. Berlin, 1924.
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De cette equation on obtient, en utilisant la relation lineaire entre 7 et -

indiquee precedemment, les deux formules suivantes :

*/^n. b /A no A Qn l\ /A OI AJ£28APour j < 100 :
*

(o,33 + 0,67 A (o,34 —0,14 ^j j

Pour | > 100 :
* A),34 —0,14 ^j ' j

(10'

Une plaque dont l'un des cötes est articule se voile, quelle que soit sa

longueur, suivant unedemi-ondulation. Dans une plaque encastree suivant l'un de

ses cötes, il se forme plusieurs demi-ondulations si eile est suffisamment
longue. Dans le cas represente par la figure 4, il est indique de disposer des

entretoisements pour augmenter la resistance de la barre. L'intervalle entre les
entretoisements etant a, on a l'equation suivante :

|= (l0 + 0,2!) y/A+0>42 (11)

valable pour - <M00.

La formule (10') trouve son application aux sections du type represente par

la figure 5 ; eile donne pour des degres de finesse - petits des epaisseurs de töle

plus grandes que Celles que l'on emploie habituellement. Les formules empi-
riques employees dans la construction des ponts ne donnent pas la securite
necessaire contre le voilement des parois des barres de courte longueur relative.

Pour des ämes de hauteur relativement grande, il est absolument necessaire
de border le cote libre de la töle avec des cornieres et de disposer des entretoises
afin d'eviter leur deversement lateral. La deformation de Tarne se produira
alors a peu pres comme eile est representee sur la figure 6. Lame est encastree

elastiquement d'un cote et articulee de l'autre. On peut donc utiliser une
valeur moyenne tiree de la formule (8') :

| - (33 + 0.67 {) (0,7-0,1 |^) (12)

valable pour - ^100.
Les ämes libres des barres dont les sections sont representees dans les

figures 7, se comportent comme des plaques articulees le long d'un cote. Dans
ce cas on obtient la formule simple :

2< 100 : ^ (6,6 + 0,134-|) (13)

En pratique, on propose donc d'appliquer les formules et les regles groupees
dans le tableau, etablies pour le calcul des parois minces des barres travaillant

ä la compression sous l'influence d'une charge appliquee suivant l'axe.



12C> K. Bleich

Comparaison entre les resultats theoriques et les valeurs
obtenues expärimentalement.

»

Jusqu'a maintenant il semble qu'aucun essai de laboratoire n'ait ete entre-
pris dans le but d'etudier la stabilite des plaques comprimees dans leur plan.
Toutefois, dans des publications concernant des essais sur des barres compo-
sees par assemblage de töles, telles qu'elles sont connues dans la construction
des ponts, F. Bleich a signale quelques cas particuliers permettant de verifier
l'exactitude des formules developpees dans ce travail. Ces essais avaient ete

proposes par le Board of Engineers ä l'occasion de la construction du nouveau

pont de Quebec et ont ete executes en 1912 et 1913 1.

Deux groupes d'essais doivent 6tre pris ici en consideration, dans lesquels
la destruction de l'element par voilement des parois est nettement visible.

Le metal employe pr^sentait une limite elastique apparente moyenne de

30,1 kg/mm2, une resistance ä la traction moyenne de 45,8 kg/mm2 et un
allongement de 23 % a la rupture.

Groupe d'essais I. Aux fins de verification, on a pris en consideration

quatre elements identiques de 286 cm. de longueur de flambage (fig. 8 ; essais

n° TG 1,1 ; TC 1,2 ; TC 2,1 ; TC 2,2). Les barres etaient composees de deux
töles de 559.15,9, bordees de quatre cornieres 103.15,9. Les deux parois
etaient entretoisees au moyen d'un treillis en fers plats. Les dimensions des

parois auraient du etre determinees d'apres le tableau I, 2e cas.
Pour une section F 296 cm2, un rayon de giration i =z 20,55 cm. et une

longueur l 286 cm., ona-=14 et d'apres la formule correspondant au

2e cas, on a

:20 +0,4-' 25,6.
\ 0 / adm.

55 9
En realite le rapport etait de j^t; 35,2. De ce fait, toutes les barres de

1,59
ce type devaient £tre detruites prematurement par voilement des töles. D'apres
Tetmajer l'effort de flambage <j est 29,4 kg/mm2, tandis que lorsque les

quatre barres ont cede par voilement des ämes, la tension o- n'etait que de 26,
27,4, 27 et 26,8 kg/mm2 ; soit en moyenne 26,8 kg/mm2.

Les calculs suivants verifient la formule (6) qui entre ici en consideration

pour determiner la tension critique ak '. pour une plaque ä appuis articules

p — 2, q 1 et par consequent:

12 (1—y.2) \bj v \b/
Si on remplace par la formule connue d'ENGEssER, deduite des essais de

Tetmajer :

/'3,1 — <7kOk (ö_/\
E\0, 0358

1. Dr. Ing. Rudolf Mayer. Die Knickfestigkeit. Berlin, 1921. P. 421, etc.
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et si l'on introduit cette valeur dans l'equation precedente donnant ak, on
obtient :

/v
r /r2 \ä/

ffk 2-V r~9'61 OÜr 2l9Ö-fF + 6'2

(en t et cm.).

Lorsque - 35,2 on obtient: ak 26,7 kg/mm2. Cette tension critique
o

correspond assez exactement ä la valeur observee de 26,8 kg/mm2. La
deformation des töles de la barre TC 1,1 est representee sur la figure 8.

Groupe d'essais IL La section des barres etait semblable ä celle des barres
du groupe I (fig. 9), mais leur longueur de flambage etait de 1.020 cm. et

r) de 50,7. Deux barres identiques ont ete essayees et ont flambe* sous un

ellbrt de ak 25,5 kg/mm2 et 23,3 kg/mm2, la valeur moyenne etant
24,4 kg/mm2.

Pour les töles des parois de 559.12,7, on avait : - =44. En employant la

meme formule que ci-dessus, on obtient :

ak 24,6 kg/mm2.

Les deux barres ont cede par voilement des töles des ämes. La valeur
moyenne des essais 24, i kg/mm2 correspond bien a la valeur calculee de

24,6 kg/mm2.

Zusammenfassung.

Von der auch für den nicht elastischen Bereich erweiterten Differentialgleichung
der Ausbiegung dünner Platten ausgehend, wird die das Eintreten der

Instabilität kennzeichnende kritische Druckbelastung einer langen, schmalen
Platte, die in ihrer Längsrichtung gleichmässig gedrückt ist, bestimmt.
An den Längsrändern können die Platten frei drehbar oder beliebig stark
elastisch eingespannt sein. Unter der Annahme, dass gleiche Sicherheit für das
Ausbeulen der Wände und für das Knicken des ganzen Stabes bestehen soll,
werden einfache Bemessungsformeln, die die Tragfähigkeit als Funktion von

r ?n—n =r- angeben, für die praktisch wichtigen Fälle des Stahlbaues
b Blechbreite ° r °
abgeleitet und in einer Tafel zusammengestellt.

R6sum6.

Enpartantde l'equation differentielle exprimant la flexion de plaques minces,
etendue ä l'application aux cas non elastiques, on determine, pour une plaque
longue et mince sollicitee uniformement ä la compression dans le sens de sa
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longueur, la charge critique ä partir de laquelle il y a instabilite. Sur leurs
cötes longitudinaux, ces plaques peuvent soit etre montees sur appuis libres,
soit etre encastrees d'une facon plus ou moins elastique. En admettant la meme
securite par rapport au voilement des parois que par rapport au flambage de la
barre entiere, on developpe, pour le calcul des dimensions, des formules

gl -,,/.,.! .3 epaisseur de la'töle
simples qui donnent la capacite en tonction du rapport T —. :—-. —11 L

¦
L L b largeur de la tole

Les formules relatives aux cas les plus importants qui se presentent pour les
constructions metalliques sont reportees dans un tableau.

Summary.

Starting with the differential equation for the bending of thin plates, and
extending it also to the non-elastic field, the critical pressure characterising the
commencement of instability is determined for a long narrow plate, uniformly
compressed in the direction of its longest axis. Along the edges parallel to
this axis, the plate may be left free to turn, or be held quite elastically in any
desired manner. Assuming that the same certainty shall exist for the bulging
ofthe web as for the buckling of thewhole test piece, simple formulae, giving

r el tickness of platethe carrying capacity as a lunction ot 7 -= r-j t are deduced ford ° r J b breadth of plate
important cases occuring in practice in steel construction, and are given in a

table.
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STABILITY OF PLATE GIRDERS
SUBJECTED TO BENDING

LA STABILITE DE L'AME DES POUTRES SOLLICITEES A LA FLEXION

DIE STABILITÄT DER STEGBLECHE VON BIEGUNGSTRÄGERN

S. TIMOSHENKO,
Professor of Engineering, University of Michigan, Ann Arbor.

Introduction.
In the design of a plate girder not only the stresses but also the elastic

stability of the structure should be considered. It is well known x that an I-
beam bent in the plane of the web may prove to be insufficiently stable and
buckle sidewise. The critical value of the load at which such a buckling may
occur depends not only on the lateral rigidity of flanges but also on the tor-
sional rigidity of the beam and on the ratio of the span length to the depth of
the beam. To eliminate this kind of instability an adequate System of lateral
bracing is necessary2.

Another problem of elastic stability which arises in the design of plate
girders is the determination of the thickness of the web and of the spacing of
the web stiffeners. It will often be found that the web thickness must be
increased beyond that calculated for direct shear, on account ofthe tendencv
to buckling. Instead of increasing the thickness ofthe web, adequate placingof
web stiffeners can be used to the same purpose of insuring the stability of the web.

The problems of sidewise buckling of an I-beam and of buckling of the web
of a plate girder are discussed in this article.

I. Lateral Stability of a Girder.
1. Nolations.

In this discussion the following notations are used :

21 is the span of the plate girder.
h is the depth of the plate girder.
Bx EJX is the flexural rigidity of the girder in the plane of the web.
B2 EJ2 is the flexural rigidity ofthe girder in the direction perpendicular to

the web.

1. L. Prandtl. Kipperscheinungen, Dissertation, Nürnberg, 1899.
2. An example of the failure of girders in consequence of sidewise buckling is given by

the bridge disaster near Tarbes, La Revue Technique, November 15, 1897.



IM S. Timoshenko

QCI. is the total load at which the girder becomes unstable and sidewise buck¬
ling begins.

aCi- is the maximum bending stress corresponding to the load Qcr.
C is the torsional rigidity of the girder.

G (2l\2 ma B2(h) «>

0 _B./Ä
H ~ b; \2/

2. Critica 1 Load.
(2)

The critical load in all cases can be represented by the equation l
KV/ß2 c

— —«f

(21)2
(3)

in wich K is a numerical factor depending on : (a) the magnitude of the

quantity a given above by eq. (1) (b) the kind of loading and (c) the manner of
fastening at the ends of the beam. It is seen that Qcr can be easily calculated
if the factor K is known. It should be noted that a change in the magnitude

of C has a comparatively small influence on the critical
load, hence in calculation of C we can use approximate
formulae. In the case of an I cross section shown in
figure 1 we can assume that the torsional rigidity of the
beam is approximately equal to the sum of torsional rigi-
dities of the three rectangular bars into which the beam
can be subdivided, and take :

C G(|Aä» + lA21») (4)

in wich G denotes the modulus of rigidity. In a more general
case C can be calculated by the use ofthe approximate equation of Saint-Venant :

1 A4

c=raj;G p>
P I 13

in which A denotes the cross sectional area and J,, =: *
r

2 is the polar

moment of inertia of the cross section.

3. A Uniformly Loaded Beam Simply Supported at the Ends.
In this case it is assumed that the ends can freely rotate with respect to the

axis of symmetry of the end cross sections, but are restrained from rotating
about the axis coinciding with the axis of the beam. The buckled form ofthe
beam is shown in figure 2. It willbe noted that, owing to the type of end
fastening, sidewise buckling of the beam is aceompanied by twist. This explains
why the stability of the beam depends not only on the lateral flexural rigidity
B2, but also on the torsional rigidity C, as shown by equation (3).

The values of the coefficient K in equation (3) calculated for this case (1) are

given in table 1 as a function ofthe quantity a, defined by eq. 1. If the dimen-

1. S. Timoshenko. Zeitschr. F. Math. u. Phys. Vol. 58, 1910.
S. Timoshenko. Annales des Ponts et Chaussees, 1913-1V.
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sions of the plate girder are known, the values of C and B2 can be easily
calculated. Then a will be found from eq. (1) and the corresponding value of K
obtained from the table. Substituting this value in eq. (3), the critical loadQCI.
is obtained.

ED
f|— i. ji

jHI UHU Mit un it
A

~* / » — / »
3

fOJ

-*-**¦.

~\ U-oirH-tfSr
(ÖJ

Fig. 2

Table 1.

Factor K and criticat stresses in Ib. per sq. in.
for a uniformly loaded beam with simply supported ends.

a 1 1 2 4 6 8 12

K 143 53.0 42.6 36.3 33.8 32.6 31.5
<JCV =Z 8520 9950 11300 13600 15600 17300 20300
a'cr 5510 6810 8070 10300 12200 13800 16800

13200 14500 15800 18000 20000 21500 24500

a 16 20 32 50 70 90 100

K
aP1.

//
a rl. —

30.5
23000
19400
27200

30.1
25200
21600
29100

29.4
31200
27600
35300

29.0
38600
35000
42600

28.8
45300
41600
49200

28.6
51000
47400
55100

28.6
53700
50000
57600

The corresponding' value of the critical stress is

Qcr EM

orby using equations (1) and (2).
8BX

KE „ /—
16 (6)

From this equation the values of acr can be easily calculated provided K is
known. The third line of the table l gives the values of acr calculated from
equation (6) on the assumption that ß 10"4 and E 30.106 lbs. per sq. in.
The critical stresses for a beam with any other value of ß and with the modulus

E, are obtained by multiplying the corresponding number in table 1 by
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It should be noted that the lateral stability of a plate girder varies with the
position of the load. The values of K given in the table 1 are calculated on the
assumption that the load is distributed along the axis of the beam. When a

uniform load is distributed along the upper flange of the beam, the stability
decreases and in accordance with this the values of the coefficient K become
smaller. The corresponding values of critical stresses, denoted by g'cv, are given
in the fourth line of the table 1. Line S of the table 1 furnishes the values of
critical stresses afcr, when the uniform load is distributed along the lower
flange of the beam.

4. Numerical Examples.
Let us consider as a first example a rolled I beam of the following dimensions

: Span 21 20 ft., depth h 24 in., flange width b 7 in., thickness
\

of web ox 5 in., mean thickness of flangesc= x (60 -|- 1.14) 87 in.,

area of cross section A 23.3 sq. in., flexural rigidity Bx 2087E Ib. sq. in.
flexural rigidity B2 42.7 E. The torsional rigidity, from eq. S, is :

C
40 (2087 + 42,7)

3'46 G'

Then from eqs. (1) and (2) we find :

« 3.24; ß 205.10«

Table 1 gives, by interpolation, for a 3.24,

»er 11300 1(13600-11300) 4.24 127001b. per sq. in.
2

This is the critical stress for ß 10-4, in our case the critical stress is :

<jcr =12700 ß 104 26000 Ib. per sq. in.

If, instead of eq. (5), eq. (4) is used in calculating torsional rigidity we find
C 4.07 G. Then a 3.80 and the table 1 gives :

aCT =11300 + | (13600-11300) 1.80 =13400 Ib. per sq. in.

The critical stress for our case then is :

acr= 13400. ß. 104 27400 Ib. per sq. in.
1

whichisabout 5 - per cent greater than the stress obtained previously.

The usual approximate method of calculating critical stresses for laterally
unsupported beams consists in considering the upper compressed flange of the
beam as a column. On account of the fact that the compressive force in the
flange is proportional to the bending moment and follows the parabolic law,
the reduced length L 0.694.20.12 167 in., instead of the actual
length, must be substituted in the column formula. The radius of giration

7 L
of the cross section ofthe flange is r 2.02 in. Therefore, - —83.

2 yd r
For such proportions the Euler's formula gives the critical stress beyond the
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yield point of ordinary structural steel. Taking the usual straight-line formula
we find :

acr 52500-220 h 34300 Ib. per sq. in.

which is a stress 32 per cent greater than that obtained above by the use of
the equation (3).

As a second example let us consider a plate girder consisting of a web

11.plate, 26 by 3/8 in., and for flange angles, 5 by 3 - by - in. The dimensions
2 2

of the beam are :

2/ 480 in., h 26 \ in., A 25,75 sq. in.
2

\\ 3000 E Ib. sq. in. B2 95 E Ib. sq. in.
The torsional rigidity, from eq. (4), is :

C 3.55G.
Substituting- in to eqs. (1) and (2) we find :

a 4.94; ß 0.967. 10-*.

From table 1. by interpolation :

5cr 13600 -\-- (15600-13600) 0.91 145001b. per sq. in.
2

In the case considered :

acr 14500. ß. 104 14000 lh. per sq. in.

In order to show the Variation of critical stresses with changes in ratios

y and - the calculations were made for I beams (fig. 1) with — 2 and -=10.h
21

The values of critical stresses as functions of the ratio -7- for three different
h

kgkm34000
#£LAr/OAf orce/r/cAL 3re£33

TO
B£AM /*eOPO*T/OA/5

3500^4SOOO

8^ *3COOO 2set£ 6*£S^ir0000 ,9t -2000

*&--*| •*•,*.****' *£ — tsoo
H:45> ^^/<aa» 7^4*

¦&;zr—3 — 1000
7a- -54

— §00£000

nr

^^

Fig. 3.

Relation of Critical Stress to Beam proportions.
Relation entre l'effort critique et les dimensions de la poutre.

Beziehung zwischen der kritischen Beanspruchung und den Trägerabmessungen.
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values of the ratio - namely j- 3; - 4 and - 5, are shown in fig. 3

21
by the curves I, II and III. The points corresponding to j- constant, are

connected by dotted lines. It will be noted that, for a constant magnitude of the
21

ratio — the critical stress decreases with an increase in the depth ofthe beam.

This fact is not taken into account in usual approximate method, mentioned
above, in which the compressed flange is considered as a column. In the table
below critical stresses as obtained by the approximate method and from eq. 3

r

are given for comparison for the case when r 3.

2/
b ~~ 54 48 42 36

ffCr approximat. — 17800 22700 30300 33500

<jc, exact. — 14400 16800 20000 25100

With an increase in the ratio - the discrepancy between the exact and approximate

values increases.

5. Stresses beyond the Elastic Limits.
Equation (3) is based on the assumption that the material of the beam

follows Hooke's law ; therefore, the critical stresses obtained from table I, or
figure 3, represent the true values of these stresses only if they are not
greater than the elastic limit of the material. Otherwise, the critical stresses
obtained in this manner will be too large. For an approximate calculation of
critical stress beyond the elastic limit the straight-line column formula may be
used. Assuming, for instance, that the elastic limit for structural steel is
30000 Ib. per sq. in., we conclude that curves I, II and III of figure 3 can
be used only below the points N. For higher stresses the curves should be

replaced by straight lines MN. The crushing compressive stress for the steel
is taken in figure 3 equal to 51000 Ib. per sq. in.

If the stress-strain curve for the material of the beam beyond the elastic
limit is given ; a more accurate determination of critical stresses in the unelas-
tic region is possible. This can be done by taking into account the diminishing
of the lateral rigidity B2 due to the straining of the flanges beyond the elastic

limit. Calculations of this kind y show that the use of straight lines MN
(figure 3) give values on the safe side.

6. Effect of Additional Constraint of Beams.

Any additional constraint of the beam results in an increase of stability, i. e.
in an increase of the factor K in equation 3. Take, for instance, a beam with

1. S. Timoshenko. Amer. Soc. of Civil Engineers. Vol. 87, 1924, p. 12+7.
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built in ends. The deflection curve in
the case of sidewise buckling has the
shape shown in figure 4 (a). The critical

value of the uniformly distributed
load is given by eq. 3. The values of
the factor K and also the critical
stresses acr calculated on the assumption
that E 30.106 Ib. per sq. in. and
ß 10-'* are given in table 2 below.

zi (O)

31 (b)

Fig.

Table 2.

Factor K and critical stresses in Ib. per sq. in.
(ßz=10-\ E 30.i0*) for uniformly loaded beam with fixed ends.

OL 1 1 2 4 8 24 32 50 100

K-— 488 161 119 91.3 73.0 58.0 55.8 53.5 51.2

SCr 19300 20100 21100 22800 25800 35500 39500 47200 64000

In the calculation of the values in this table it was assumed that the load
is distributed along the length of the axis of the beam.

When a beam is laterally supported at the middle of the span in such a

manner that the middle cross section cannot move laterally and cannot
rotate about the axis of the beam, the deflection curve in the case of sidewise
buckling has the form shown in figure 4 (b). The values of the coefficient K
in equation 3 and the values of critical stresses acr, a'cr and a"cr produced by
uniform load distributed 1) along the axis of the beam, 2) along the upper
flange and 3) along the lower flange are given in table 3.

Table 3.

Factor K and critical stresses in lbs. per sq. in. (ß= 10-4, E 30.106)
for a uniformly loaded beam with lateral support at the middle.

a — .1 1 2 4 8 24 32 50

K 673 221 164 126 101 79.5 76.4 72.8

<Jcr 39900 41600 43500 47000 53300 72900 81000 96600

Ger34800 36500 38400 42000 48300 67800 75900 91500

ber 45900 47300 49200 52800 59100 78600 86600 102000

7. Concentrated Loads.

Equation (4) holds also true for a concentrated load, Qcr being then the
critical value of this load. If the load is applied at the middle of the span
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of a simply supported beam, table 4 below gives the values of the factor K and
also the critical stresses for the three different loading conditions: 1) load
applied at the center of the middle cross section, 2) at the supper flange and 3)
at the lower flange.

Table 4.

Faclor K and critical stresses in lbs. per sq. in.
(ß rz 10-'% E —30.10r') for a load concentrated at Ihe middle of a simply supported beam.

a =: .1 1 2 4 6 8 12

K 86.4 31.9 25.6 21.8 20.3 19.6 19.0

*CP 10200 12000 13700 16400 18800 20700 24300

a'cr 6080 7580 9000 11600 13800 15800 19200

tf'rc 17300 18800 20300 22800 25100 27000 30500

a 16 20 24 40 60 80 100

K 18.3 18.1 17.9 17 5 17.4 17.2 17.2

acr — 27500 30300 32900 41600 50400 57900 64500

*'cr 22400 25100 27600 36300 45000 52500 59100

<J er — 33600 36300 38700 47400 56100 63600 70200

With the increase of a the factor K approaches the value K 16.9 which
we obtain for a beam of a very narrow reetangular cross-section. For such a

beam the problem of elastic instability is solved * for any position of the
concentrated load along the length of the beam. If c is the distance of the load
from the nearest support of a simply supported beam, the values of the factor
K are given in the table below

Table 5.

c

2l .50 .45 .40 .35 .30 .25 .20 .15 .10 .05

K => 16.9 17.2 17.8 19.0 21.0 24.1 29.1 37.9 56.0 112

It is seen that the factor K does not change very much if the load remains
in the middle third of the span. Hence if we have several loads acting along
the middle third of the span we can replace them by one load at the middle
and calculate the critical value of this load by using table (4). If concentrated

1. A. Robohoff. Bulletin of the Polytechnical Institute, Kiew, 19H.
A. Dinnik. Bulletin of the Don Polytechnical Institute, 1913.
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loads are distributed throughout the span they can be replaced by a uniform
load and the critical values of this load will be found by using tables 1, 2

and 3.

II. Stability of the Web of a Plate Girder.

8. Experiments.
The first experiments with buckling of thin webs transmitting shearing and

bending stresses were made by Wm. Faibbairn in connection with the
construction of the famous Britania and Conway tubulär bridges. These classical

experiments 1

up to the present time have held great interest for engineers
working with thin walled structures. The Britania bridge is of tubulär form
having a rectangular cross section. The larger tubes have a span of 450 feet
and cross sectional dimensions of 27 by 16 feet. At that time this was ?n
unusually large structure and for determining the safe dimensions of the tube
and the most favorable distribution of the material it was decided to make

experiments with modeis. After considerable amount of preliminary experi-
menting it was decided to test large modeis, one-sixth the lineal dimensions of
the intended bridge. The sides of these model tubes consisted of sheets 3 9"
deep and only .1 of an inch thick. The first experiments showed that at a

comparatively small load undulations in the sides appeared which formed

angels of about 45 with the line of the bottom. " It was evident, from these

experiments, that the tension throughout the bottom and the compression
troughout the top stood in the relation of action and reaction to each other,
the diagonal strain in the sides being the medium of communication \ " A
diagonal wave of puckering clearly exposed the line of severest strain. It was
evident that the sides were exposed to unfair strain from the change of shape

consequent on the tendency of the top and bottom to come together, the
plates being strong enough, if they could but be kept in shape ; and it was
therefore determined, in Ihis experiment, to modify the construction of the
sides. This was done by the addition of pillars of angle-iron throughout, of
the whole height of the sides, riveted to them, having the effect of stiffening
them. and at the same time of keeping Ihe top and bottom in place. They
were prototypes of the T-iron pillars used in the large tubes ". The further
experiments illustrated the importance of the pillars in the sides, as, with a

small addition of metal to the weight of the tube, the top and bottom
remained precisely the same as before, while the breaking-weight was
increased considerably. From these experiments had been learned that 4i as
the depth of a web increased, the precautions requisite for maintaining the
sides in shape become very formidable ". The T-irons, gussets and stiffening
plates for this purpose in one of the Britannia Tubes, weigh 215 tons, or
upwards of one-third of the whole weight ofthe sides.

The experimental tubes were submitted to a concentrated load at the middle
and the shearing force was constant along the length of the span. In the
design of the actual bridge it was taken into account that the maximum

1. Wm. Faibbairn. Conway and Britannia Tubulär Bridges, 1849.
Edwin Clark. Britannia and Conway Tubulär Bridges, London, 1850.
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shearing force diminishes towards the middle, and the weh was taken 1/2 inch
thick in the middle portion and 5/8 inch thick at the ends.

Some experimental work on plate girders was also made at that time '. The
tickness of the web of the model girder was one-quarter inch throughout ;

the over-all depth was 10 feet at the center, and 6 feet at the ends, and
the distance between the bearings was 66 feet. The girder failed by buckling
of the web. Later on the girder was repaired and the vertical web stiffened by
the addition of angle-iron pillars at each Joint in the vertical plates of the web.
In this waj7 the strength of the girder was considerably increased and iinally
it failed at a larger load by a simultaneous collapse of the top and the bottom.

Further experiments with plate girders were made by a Belgian ingenieur
Houbotte2. Two plate girders, 1.50 mt. span length ; 0.5 cm thickness of the
web ; and 30 cm and 49 cm depth, were tested. Loaded at the middle both
these girders failed by buckling of the web, which had no stiffeners. The girder

of large depth failed at smaller load although its section modulus was
twice as great as that of the girder with smaller depth.

In moi'e recent time some work with plate girders has been done by
Professor W. E. Lilly3. A plate-girder ofthe following dimensions was con-
structed : Depth 9 1/2 in. ; length, 5 ft. 3 in. The ilanges were made up of
two plates 2 in. by 3/8 in., and twro angle-irons, 1 1/4 in. by 1/4 in. The
framework of the girder was made in separate halves, and bolted together to
the web. This construction allowed different thicknesses of web to be used in
the experiments. A large number of tests were then carried out with ditl'erent
thicknesses of the web and spacing of stiffeners.

Applying the load at the middle, the wave formation in the web was
obtained. " It was found that the wave-length of the wave formation is nearly
independent of the thickness, if the stiffeners are of great strength compared
with the web. The angle of incliclination of the waves depends upon the

Fig. 5.

distance apart of I he stiffeners and the depth of the girder. The stiffeners
prevent the formation of the wraves, and severe local stresses are set up around
the ends of the stiffeners, causing a crumpling up ot Ihis part of the web ".
Photograph 5 represents the wave formation in the case when the web had
been stiffened only at the middle. where the load was applied.

9. Web Thickness and Spacing of Web Stiffeners.
From the experiments made it may be seen that a plate girder can transmit

the shearing force to the bearings in two different wa}'s : 1) If the load is not

1. Edwin Clahk. Britannia and Conway Tubulär Bridges, London, 18'»0.
2. M. Houbotte. Der Civilingenieur, 1836, vol. 4.
3. W. E. Lilly. The design of plate girders and columns, 1908.

W. E. Lilly. Engineering, vol. 83, 1907, p. 13G.
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sufficient to produce wave formation, the web of the girder transmits the
shearing force by working in shear. 2) In the case of larger loads, which
produce wave formation, one part of the shearing force is transmitted by
shearing stresses in the web, as before, and the other part — as in a truss,
in which the web plate is working as ties and the stiffeners as struts. The
magnitude of the load at which wave formation begins depends on the thickness

of the web and on the spacing and dimensions of stiffeners. In the case
of a sufficient thickness of the web and a satisfactory stiffening, a plate-girder
can carry the total load, for which it is designed, without any buckling in the
web. We usually have such proportions in bridges. On the other hand there
are constructions with very thin webs which buckle at the very beginning of
loading and the total load is practically transmitted as in a truss. We have
examples of such girders in aeroplane constructions 1.

Although buckling of the web does not mean an immediate failure of the
girder the dimensions in the case of bridges are usually taken so as to elimi-
nate buckling under service condition. The usual procedure is to adopt a

certain value for the working stress in shear and on this basis to decide upon
the web thickness-. Then the spacing of stiffeners is determined so as to
enable the web to transmit shearing stresses without buckling.

Observing that in railway girders the total load varies approximately as the

span and assuming the ratio of the depth to the span constant, it may be seen
that the above procedure would result in nearly the same thickness for all
spans. Assuming that this thickness is satisfactory for small bridges it certainly
will be insufficient for larger spans and some increase in the thickness for eli-
minating the possibilitv of buckling of the web becomes necessarv. This
is provided for in some speeifications. For instance, American Railway
Engineering Association speeifications3 require that the thickness ofthe web shall

^ _be not less than ^ y/i, where h represents the distance between flanges in inches.
2\)

Another limitation for thickness is usually obtained from the consideralion
of corrosion and from the fact that too thin plates, if deep and long, are very
awkward to handle. The 3/8 in. thickness is usually considered as the least
thickness permissible to provide against corrosion and ascertain ä satisfactory
handling of material during construction and shipping.

For spacing and dimensioning stiffeners, various speeifications give certain
rules, which to a large extent are of empirical character. American
Speeifications mentioned above, require, for instance, that the distance between
stiffeners shall not be larger than : 1) six feet, 2) the depth of the web, 3) the
distance d given by the formula :

tf=i. (12.000-,)

1. H. Wagner. Zeitschrift für Flugtechnik u. Motorluftschiffahrt, vol. 20, 1929, p. 200.
II. Rode. Der Eisenbau, vol. 7, 1916, p. 217.
Eng. News, vol. 40, 1899, pp. 154, 399.

2. Somelimes the working stress is obtained by using some Variation of Rankine's
formula.

American Institute of Steel Construction Speeifications, New York, 1928, p. 156.
3. American Railway Engineering Association's Speeifications, third edition, 1925.
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in which t is the thickness of the web in inches, and t is the shearing stress in
pounds per square inch at the point considered. If the depth of the web
between the flange angles is less than 50 times the thickness of the web,
intermediate stiffeners may be omitted. Intermediate stiffeners shall be riveted in
pairs to the web of the girder. The outstanding leg of each angle shall be not
less than 2 inches plus one thirtieth of the depth of the girder, nor more than
16 times its thickness. Sometimes the stiffeners are proportioned to make them
to duty as vertical struts in a triangulär girder ; in which case it is sufficient
to ensure that the stiffeners shall, as struts, be strong enough in the aggre-
gate to take the whole shear force at the section considered *.

Being the result of a longexperience, the rules for determining web thickness
and stiffeners spacing usually give satisfactory proportions. At the same time
they are flexible enough and leave considerable freedom for individual judg-
ment wich finally results in a variety of dimensions of plate girders designed
for the same span and the same load. Comparing, for instance, plate girders
with a span 100 ft. and depth 10 ft. we find that the thickness of the web
varies from 7/16 in. to 5/8 in2. A comparison of two plate girders of 90 ft.
span one for an American railway and the other for a British railway 3

shows that in the American type the stiffeners comprise 25 °/0 and in British

40 °/0 of the material in both web and stiffeners.
From the above discussion it is seen that the proportioning of plate girders

is based to a great extent on empirical rules. To get a theoretical basis for the
design it is necessary to go into
a study of the elastic stability of
thin webs. In discussing buckling
of the web we must consider two
extrem cases : 1) Near the
Supports the shearing force is the
most important factor and the
part of the web between two
stiffeners can be considered as a

rectangular plate subjected to
the action of uniform shear (fig. 6). 2) At the middle of the span the shearing
stresses can be neglected in comparison with normal stresses. Then, the part of
the web between two stiffeners will be in the condition of pure bending repre-
sented in fig. 7. In the next articles these Lwo cases will now be discussed.

10. Stability of Rectangular Plates under Pure Shear.

The investigation of the stability of rectangular plates under the action of
shearing forces ((\g. 6) shows that the critical value of shearing stress at which
buckling occurs can be represented in the following form 4

6 u. 1.

1. W. H. Thorpe. Engineering, vol. 78, 1905.
2. II. Rode. Der Eisenbau, vol. 7, 1916, p. 217.
3. H. M. Gfbb. Engineering, vol. 90, 1910.
4. S. Timoshenko. Bulletin ofthe Polytechnical Institute at Kiew, 1910. The translation

of this paper in French is in Annales des Ponts et Chaussees, 1913.

5. Timoshenko. Der Eisenbau, vol. 12, 1921, p. 147.
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*'=kSt <7>

In which K is a numerical factor depending on the manner in which the edges

of the plate are fixed and on the ratio -z between the sides of the rectangle.
Et3

D jctti §\ is the flexural rigidity of the plate.

If h is very large in comparison with (/ • the factor K depends partically only
on boundary conditions along the long sides of the rectangle2. If the plate is
simply supported along these sides, K 5.35. If the longitudinal sides are
clamped, k 8. 98.

If the sides of the rectangle are of the same order, the calculation of K
becomes more complicated 3. Several approximate values of this factor for the
case of simply supported edges are given in the table below 4 :

Table 6.

Values of the Factor K in eq. 7 for simply supported rectangular plates.

^ 1 1.2 1.4 1.5 1.6 1.8 2.0 2.5 3.0
d
K 9.42 8.0 7.3 7.1 7.0 6.8 6.6 6.3 6.1

From equation (7) it may be seen that the critical values of shearing stress

are proportional to f -) Hence stability of a plate rapidly diminishes with
the diminishing of the thickness of the plate.

Applying the values of K given in table 6 to steel plates (E 30. 106 Ib.
per sq. in., »/ .3), and assuming the distance between the stiffeners equal to
5 ft., the critical values of shearing stress for different depths, /*, and different
thicknesses, /, are given in table 7 below :

Table 7.

Critical Shearing Stresses, in Pounds per Square
Inch, for various values of h and /. d= 60 in.

t 3/8 in. 7/16 in. 1/2 in. 9/16 in.

h 60 in. 9980 13600 17700 22400
72 in. 8450 11500 15000 19000
81 in. 7730 10500 13700 17400
96 in. 7500 10100 13200 16700

108 in. 7200 9800 12800 16200
120 in. 7000 9500 10400 15700

1. Such conditions existed, for instance, in Britannia Tubulär bridge menlioned before.
2. R. V. Southwell and S. W. Skan. Proc. of the Roval Society, London, vol. 105, A,

1924.
R. V. Southwell. Phil. Mag. vol. 48, 1924, p. 540.
3. S. Timoshenko. Der Eisenbau, vol. 12, 1921, p. 147.
4. It is assumed that d in equation (7) denoted the smaller side of the rectangle.
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lt should be noted that a portion of web between the flanges and two adjacent
stiffeners is in a more favorable condition than assumed above. The edges are
partially iixed and the critical stresses will be somwhat higher than given in
table 7.

11. Stability of Rectangular Plates under Pure Bending
If a rectangular plate is in a condition of pure bending in the plane of the

plate (Fig. 7), the critical value ofthe maximum bending stress is found from
the equation : 2 r\

°« KY7 W

In which K is a numerical factor and the other Symbols have the same mea-
ning as in equation (7). For a simply supported plate the values of K are
given in the table below 1.

Table 8.

Values of the factor K in eq. 8 for simply supported rectangular plates
dT .4 .5 .6 .67 .75 .8 .9 1.0 1.5 2 3

K 29.1 25.6 24.1 23.9 24.1 24.4 25.6 25!6 24.1 23.9 24.1

If d is larger than h there is only small Variation in K with Variation of the

ratio y and with the increasing of rV, K approaches the minimum value 23.9
ll d

obtained for the ratio y .67. This follows from the fact that a plate with

large d buckles in several waves with vertical nodal lines and the ratio of wave
length to the depth h approaches the value .67. For instance, in the case of

y 2 we will have three waves and each wave is in the same condition as
d 2 d

the plate with the ratio — 77. When T 3 we have four waves with ther 11 6 11

ratio of waves length to the depth equal to .75.

Takine: for K the minimum value 23.9 and assuming' 7- 77777 we find, from° li 100
equation (8), for steel.

<jcr 64.800 lbs. per sq. in.

For any other value of the ration y the critical value of stress then is :

*cr 64800.10*^

1

Taking, for instance, t =7^ in. h 120 in. we find.

64800.10* ,,0AAlk°cr= 1Q2.(24)2 l1200lbs-Pers(Jin-

1. S. Timoshenko. Der Eisenbau, vol. 12, 1921, p. 147.

J. Boobnokk Tlieory of Structure of Ships, vol. 2, p. "»23, 1914, St. Petersburg.
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lf, instead of a very large (/, we take d 1/2 li. (vertical stiffeners 5 feet
25 6

apart) then, from the table, K= 25.6 and <rcr 11.200 ^-= 12.000 lbs. per
sq. in.

It is seen that for the proportions taken the critical stress is smaller than the
stress usually considered as a safe bending stress for plate girders. In calculation

of the table 8 it was assumed that the edges of the plate were simply
supported; in practice they are rigidly connected with flanges. Therefore, the
actual critical stresses will be somewhat greater than the theoretical. Never-
theless, it is probable that in the case of thin webs and large depths some
buckling of the web may occur under ordinary loading conditions. This buckling

is sosmall that it can remainunnoticed. It doesnot representan immediate
danger to the girder. It means only that when the load surpasses its critical
value and buckling begins the web does not take longer its share in trans-
mitting compressive bending stresses which causes a certain overstressing of
the compression flange.

c
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\ \

1 *
\
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12. Stiffeners.

Considering a portion of the web between two consecutive stiffeners it
was assumed on our previous discussion that the stiffeners have a sufficient
flexural rigidity and remain straight during the buckling of the web. If this
rigidity is not sufficient the inclined waves of buckled webs run accross the
stiffeners and buckling of the web is accompa-
nied by bending of the stiffeners. Such bending
was evident, for instance, in some of Fairbairns
experiments discussed before (article 8). To
determine the necessary flexural rigidity, sufficient

to prevent the stiffeners from bending
during buckling of webs, let us consider the case
represented in figure 8 : A rectangular plate of
the length 2 e/and the width h simply supported
at the edges is submitted to pure shear. To prevent lateral buckling the plate
is stiffened by a pillar AB. If the flexural rigidity of the pillar is small its effect
on the magnitude of the critical shearing stress will also be small. The waves
of the buckled plate will cross the pillar and bending of the pillar will be

produced. By subsequent increases of the rigidity of the pillar we finally may
arrive at the conditions in which each half of the plate will buckle as a

rectangular plate of the dimensions h X d with simply supported edges and the

pillar will remain straight. The corresponding limiting value B of the flexural
rigidity of the pillar can be found from the consideration of strain energy of
bending of the plate and of the pillar1.

Several values of the ratio of this rigidity 2dD of the web, if bent to a

cylindrical surface, is given in the table below :

Fi£- «.

1. S. Timoshenko. Der Eisenbau, vol. 12, 1921, p. 147
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Table 9.

^f= 2 1.5 1.25 1

li

JL= .83 2.9 6.3 15
2du

In calculation of this table it was assumed that only the pillar AB in figure 8

is flexible and the pillars CÜ and FG are absolutely rigid. If all three pillars
are of the same flexibility, the limiting rigidity B must be larger than wouid
be obtained from table 9. Assuming that it is twice. as large as the calculated
value, we arrive at the following values of the required moment of inertia J of
the cross section of stiffeners for various proportions of plate girders and for
d 5 ft :

Table 10.

h 60 in. 80 in. 96 in. 120 in.

2d
h ~ 2 1.5 1.25 1

B
2dD ~~ 1.7 5.8 12.6 30

t 3/8 in. .99 in.4 3.36 in.4 7.30 in.4 17.4 in4

t 7/16 in. 1.56 in.4 5.34 in.4 11.6 in.4 27.6 in4

t 1/2 in. 2.35 in.4 8.00 in.4 17.4 in.4 41.4 in4

t 9/16 in. 3.36 in.4 11.5 in.4 25.0 in.4 59.4 in4

It is seen that for smaller depths the calculated cross sectional moment of inertia

is much smaller than that which is actuallyused. For larger depths the
calculated values of J are approaching the usual proportions. For instance, in the
case of h =10 ft. the stiffner, following the american rule1 consists of two

1
angles 6" X 3 x'fX 3/87. The moment of inertia for this stiffner for t 9/16 in

is J =62.5 in4, which is near to the value 59.4 in4, given in the table above.
In the above discussion we considered a plate submitted to the action of

shear, as we have in the web, near the Supports, of a plate girder. At the
middle ofthe girder the web stresses are principally bending stresses and from
the discussion of article 11 it can be concluded that vertical stiffeners do not
increase substantially the stability of the web at this place. A much greater
stiffening effect may be achieved by using in the eompressed zone of the web
a stiffener parallel to the eompressed flange of the plate girder.

Conclusions.
The results regarding elastic stability of plates obtained in the previous

articles may be used for proportioning in plate girders as follows : In deter-
mining the thickness of the web consider not only shearing stresses at

1. See H. A. L. Waddell. Bridge Engineering, New-York, 1916, p. 1670.
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supports and the minimum thickness permissible to provide against corrosion
but also elastic stability of the web. In discussing buckling of plates under
pure bending (article 11) it was shown that vertical stiffeners do not affectsub-
tantially the stability of the web and it seems logical to choose the thickness
of the web so as to eliminate the possibility of buckling due to bending under
service conditions. For this purpose equation (8) can be used. Substituting for
acl, the maximum permissible compressive stress, say 15000 lbs. per sq. in.,
and taking for K the minimum value 23.9 from table 8 we find for steel (E
30.106 and ^ 3)

- 208 (0)

Henceto provide against buckling of webs at the middle of girders the ratio of
the depth to the thickness ofthe web must not excede the value (9). It is not
necessary to provide in this case for an extra factor of safety, because some
additional safety is realized by fixing the edges ofthe web at the flanges.

When Ihe thickness of the web is decided upon, spacing of stiffners must
be determined so as to enable the web to transmit shearing stresses without
buckling. For this purpose the results of article 10 may be used. These results
can be represented as shown in figure (9). By using equation (7) and table 6

for each value of critical shearing stress a curve is constructed the ordinates of

which are the ratios - ofthe depth of the girder to the stiifener spacing and

abscissae the corresponding ratios- ofthe stiffener spacing to the thickness of

the web. By using such curves the necessary distance d between the stiffeners
can be obtained if the critical value of the shearing stress is chosen.

Considering the curve for critical stress <jcr 20.000 lbs per sq. in., we

see that for large values of the ratio —, i. e. when the stiffener spacing is small

in comparison with the depth of the girder, the ratio - approaches 90. When

-; is small then h takes the place of d in the previous discussion and the ratio -d f 1 t
approaches the same numerical value 90. From this a practical conclusion can
be made : Shearing stress 20000 lbs. per sq. in. can be considered as yield

point for shearing stress in the case of usual structural steel. Hence if — is not

larger than 90, the resistance of the web to buckling is not smaller than the
resistance to yielding in shear and stiffeners are necessary only at places of
application of concentrated loads.

In choosing the critical stress in fig. 9 a certain factor of safety must be

introduced because in this case 1) the fixity of the edges of the web at the

flanges does not effect much the critical value of shearing stress if -7 > 2. and 2)

the buckling changes the condition of the work of the web (see article 9) which
results in additional tensile stresses in the web and undesirable overstressing

10
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of certain rivets. It is suggested to take .6 of critical stresses as safe stresses *.

These stresses are given in figure (9) in parenthesis.
Let us applv now the curves of fig. 9 in determining stiffener spacing for

girders of the depth 6' and 10'. In the case of h 6 ft., applying equation (9),
we conclude that the thickness t can be taken 3/8 in. Assuming working
stress equal to 9000 lbs. per sq. in. we find then, from fig. 9, — 112 ; d

1
42 in. — 3 — ft. By taking working stress 6000 lbs. per sq. in. we find in the

1

same manner d 45 in. — 4^ft.

d

(tfiOOOj xzooo &xo) «~ (SMOJ sooo

11 \ \
SSO

\
ZOO \

l

\

tso
\l \\ \\

o

Fig. 9.

Applying to the same case the rules of American speeifications (article 9), we
\

find t =z —r \/ h== .424 in. or 7/16 in. The distance between stiffeners for work-
2\)

ing stress 9000 lbs. per sq. in. d. j-^ (12000 — t) 751 — 33 in. For working

stress 6000 lbs per sq. in. d 150 t 66 in.
The suggested manner of proportioning plate girders gives in this case a

smaller stickness ofthe web. The stiffening is also somewhat lighter for the working

stress 9000 lbs, per sq. in. For the 6000 lbs, per sq. in. stress the proposed
stiffening is somewhat heavier than that obtained by using American speeifi-
cation.

In the case of h 10 ft. we find, from eq. (9), / 575 in. a little more

1. This means the same factor of safety as if using a working stress in shear of
12000 lbs. per sq. in. when yield point in shear is 200001bs. per sq. in.
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than 9/16 in. and the thickness t 5/8 in. should be used. The American speci-
fication for the same depth gives t .518 in. and 9/16 in. thickness should
be used. The distance of stiffeners, for - =9000 lbs per sq. in., is, from figure
9, d 112/ 70 in. For -. 6000 lbs. per sq. in. d 1 \\t 90 in. The
American speeifications give in this case 42 in. and 72 in. respectively.
In this case the suggested manner of proportioning plate girders gives slight-
ly larger stickness of the web, but the stiffening is lighter for both values
of working stress. The distance between the stiffeners determined above for
the maximum shearing stress can be increased with increasing distance from
thesupports. In this changing of stiffeners figure 9 also can be used, although
the web stresses at intermediate cross sections are different from pure shear and
for a more satisfactory Solution of the problem the stability ofthe plate under
combined bending and shearing stress should be considered.

In proportioning stiffeners table 10 may be used. From practical considera-
tions the cross-sectional moment of inertia J will be taken, for smaller depths,
larger than it is given in the table.

For further improvement ofthe design ofplate girders from the point ofview
of elastic stability it is desirable : 1) To develop the theory ofbuckling of rectangular

plates with fixed edges. 2) To consider bucklingof rectangular plates under
combined bending and shearing stress. 3) To investigate in more detail the
question of required flexural rigidity of stiffeners.

Experiments with large size model girders will give a chance to check the
theory and to investigate such important points as stress distribution in the
web and in the rivets after buckling begins.

TRADUCTION,
par M. Gossilaux, Ing., Paris.

Introduction.

Pour le calcul d'une poutre composee, il faut prendre en consideration non
seulernent les charges, mais egalement la stabilite elastique du Systeme. On
sait! qu'une poutre en I qui subit un flechissement dans le plan de Tarne peut
aecuser une stabilite insuffisante et subir un flambage lateral. La valeur
critique de la charge pour laquelle ce flambage peut se produire depend non
seulernent de la rigidite laterale des ailes, mais egalement de la rigidite ä la tor-
sion de la poutre, ainsi que du rapport entre la longueur de la portee et la hauteur

de cette poutre. Pour eliminer cette cause d'instabilite, il est necessaire
de prevoir un dispositif approprie realisant un renforcement lateral '*.

Un autre probleme lie a la stabilite elastique se pose pour le calcul des

poutres composees : c'est la determination de l'epaisseur de Tarne et de Tecar-
tement des pieces de renforcement de cette äme. On pourra Constater souvent
qu'il est necessaire de pousser l'epaisseur de Tarne au dela d'une valeur cor-

1. L. Phandtl. Le phenomene du flambage. These, Nuremberg, 1899.
2. L/accident survenu ä un pont situe pres de Tarbes fournit un exemple de la rupture

dune poutre ä la suite d'un llambage lateral (La Revue Technique, 15 novembre 1897).
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respondant au cisaillement simple, par suite precisement de cette tendance au
flambage. Au lieu d'augmenter l'epaisseur de Tarne, et pour repondre ä la meme
necessite d'assurer la stabilite de cette äme, on peut prevoir des pieces de
renforcement speciales disposees ä des endroits judicieusement choisis.

Le but de la presente etude est d'etudier les problemes que pose le flambage
lateral d'une poutre en I et le flambage d'une poutre composee.

I. Stabilite laterale d'une poutre.
1. Notations adoptees.

Les notations qui suivent ont ete adoptees dans cette etude :

21 portee de la poutre composee ;

h hauteur de la poutre composee ;

Bx EZX rigidite ä la flexion dans le plan de Tarne ;

B2 E l2 rigidite ä la flexion dans la direction perpendiculaire au plan de Tarne ;

Qcr charge totale ä partir de laquelle la poutre commence a devenir ins¬
table et le flambage lateral s'amorce ;

<jcl. effort de flexion maximum correspondant ä la charge Qcr;
C rigidite de la poutre a la torsion ;

G i2lV m

•-*'n)' <2>
B_2

Bi
2. Charge critique.

Dans tous les cas, la charge critique peut etre representee par l'equation :

Q-=K^r (3'

expression dans laquelle K est un coefficient numerique qui depend :

a) de la grandeur de la quantite a teile qu^eile est definie ci-dessus par l'equation

(1);
b) de la nature de la charge ;

c) du dispositif de fixation des extremites de la poutre.
On voit que Qcr peut etre facilement determine si Ton connait le coefficient

K. II faut remarquer qu'une modification dans la valeur de C n'exerce qu'une
influence relativement faible sur la charge critique ; il en resulte que pour le
calcul de C, on peut employer des formules approximatives. Dans le cas d'une
section droite en I, teile que celle qui est representee sur la figure 1, on peut
admettre que la rigidite a la torsion de la poutre est approximativement egale
a la somme des rigidites ä la torsion des trois elements rectangulaires dans
lesquelles on peut decomposer cette poutre, et Ton peut ecrire :

C G(|^+i/>*/) (4)

expression dans laquelle G designe le module de rigidite.

1. S. Timoshenko. Zeitschrift f. Math. u. Phys. Vol. 58, 1910; S. Timoshenko. Annales des
Ponls et Chaussees, 1913-IV.
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D'une maniere plus generale, C peut etre determine en emplovant l'equation
approchee de Saint-Vknant :

1 A4

c=iö-j;-g <*>

expression dans laquelle A designe la valeur de la section droite et

_B1+B2

le moment polaire d'inertie de la section droite.

3. Poutre uniformement chargee et posee'librement a ses extremites.

Dans ce cas, on suppose que les extremites peuvent subir librement un
mouvement de rotation par rapport a Taxe de symetrie des sections d'extre-
mites, mais qu'elles ne peuvent pas subir un mouvement de rotation autour
de Taxe coincidant avec Taxe de la poutre. Le processus de flambage de la

poutre est indique sur la figure 2. On remarquera que, par suite du mode de
fixation des extremites, le flambage lateral de la poutre est accompagne d'une
torsion. Ceci explique pourquoi la stabilite de la poutre ne depend pas seulernent

de la rigidite laterale a la flexion B2 mais egalement de la rigidite a la
torsion C ainsi que le fait ressortir l'equation (3).

Tableau 1.

Facteur K et charges critiques en kg par mm-
pour une poutre uniformement chargee et posee simplement ä ses extremites

OL 0,1 1 2 \ 6 8 12

K 143 53 42,6 36,3 33,8 32,6 31,5

<7cr 6 7 7,9 9,5 10,9 12,1 14,2

?'cr 3,85 4,75 5,65 7,2 8,55 9,7 11,75

a"CP 9,25 10,1 11 12,6 14 15 17,2

a 16 20 32 50 70 90 100

K 30,5 30,1 29,4 29 28,8 28,6 28,6

<*cr 16,1 17,6 21,8 27 31,7 35,7 37,6

13,6 15,1 19,6 2'*,5 29,1 33,2 35

a"cr 19 20,6 24,7 29,8 34,4 38,6 40,3

Les valeurs du coefficient K de l'equation (3), calculees pour ce cas (1), sont
indiquees dans le tableau 1 en fonetion de la quantite a teile qu'elle est definie
par l'equation (1). Si Ton connait les dimensions de la poutre composee, on
peut calculer facilement les valeurs de C et de B2. On deduira ensuite a de
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l'equation (1) et on tirera du tableau la valeur correspondante de K. En repor-
tant cette valeur dans l'equation (3). on obtiendra la charge critique Qcr.

La valeur correspondante de l'effort critique est :

_ Q„Ehl
Gcv~

8BX

ou, en faisant intervenir les equations (1) et (2) :

Gcr T6~ ^a ^
A partir de cette equation, on peut facilement calculer les valeurs de jcl. ä

condition de connaitre K. La troisieme ligne du tableau 1 donne les valeurs de

acr calculees a partir de l'equation (6) en supposant :

ß 10—4 et E 21 .103 kg. par mm2.

Les efforts critiques correspondant a une poutre admettant toute autre
valeur de ß et un module Ex peuvent etre obtenus en multipliant le nombre
correspondant du tableau 1 par

10^??.

II y a lieu de remarquer que la stabilite laterale d'une poutre composee varie
avec la position de la charge. Les valeurs de K que donne le tableau 1 ont ete
calculees en supposant que la charge est repartie le long de Taxe de la poutre.
Si Ton suppose une charge uniformement repartie le long de Taile superieure
de cette poutre, la stabilite se trouve reduite et il en resulte correlativement
que les valeurs du coefficient Kdeviennent plus faibles. Les valeurs correspon-
dantes des efforts critiques, designees par a'cr sont donnees dans la quatrieme
ligne du tableau 1. La ligne 5 de ce meme tableau donne les valeurs des efforts
critiques </<.,. lorsque Ton suppose une charge uniformement repartie le long de
Taile inferieure de la poutre.

4. Exemples numeriques.
Considerons, ä titre de premier exemple, un profile en I ayant les dimensions

suivantes :

Portee 2 l 20 ft. 6,096 m.
Hauteur h 24 in. 609,6 mm.
Largeur d'aile b 7 in. 177,8 mm.
Epaisseur d'äme cx 0,5 in. 12,7 mm.
Epaisseur moyenne des ailes. S= 0,87 in. 22,1 mm.

3 1/2(0,6+1,14) in.
Section droite A 23,3 sq. in. 150,3 cm2
Rigidite ä la flexion Bx 2.087 E

B2 42,7 E

La rigidite a la torsion, deduite de l'equation (5), est :

r —
23,34G _ q ift r

40(2.087 + 42,7) ~'3'40U-
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Des equations (1) et (2), on deduit :

a 3.2l ß 205.10~6.

Le tableau donne pour a 3,24, par interpolation :

acr= 11.300+ 1/2 (13.600 — 11.300). 1,24 12.700lb/sq. in.
8,9 kg. par mm2.

Cette valeur correspond a l'effort critique pour ß 10—4; dans le cas qui nous
occupe, l'effort critique est :

<icr 12.700.ß.l04 26.0001b/sq.in. =18,2 kg. par mm2.

Si, au lieu de partir de l'equation (5), on part de l'equation (4) pour determiner

la rigidite a la torsion, on trouve :

C=4,07G.
On a alors : a 3,80 et le tableau 1 donne :

<jcr U.300 + 1/2(13.600 —11.300). 1,80 13.400 lb/sq. in.
9,4 kg. par mm2.

Pour le cas qui nous occupe, l'effort critique est :

acr 13.400.ß.l04 27.400lb/sq. in. 19,2 kg. par mm2,

valeur superieure d'environ 5,5 °/0 ä l'effort trouve precedemment.
La methode approchee ordinaire pour le calcul des efforts critiques dans les

poutres non munies d'appuis lateraux consiste a considerer Taile superieure
comprimee de la poutre comme un poteau. Etant donne que l'effort de compression

qui s'exerce dans Taile est proportionnel au moment de flexion et suit la
loi parabolique, il y a lieu de substituer la longueur reduite

L 0,694.20.12 167 in. 4,242 m.

ä la longueur effective. Le rayon de giration de la section droite de Taile est :

r= -V =2,02in. 51,4mm.
2V73

Par suite, on a :

-=83.r
Pour de telles conditions, la formule d'Euler donne un effort critique qui se

trouve au delä de la limite d'elasticite de l'acier de construction ordinaire. Si
Ton prend la formule lineaire courante, on trouve :

crcr=52.500 —220- =34.300 lb/sq. in. =24 kg. par mm2,

effort superieur de 32°/0 a celui que Ton avait obtenu ci-dessus en employant
l'equation (3).

Comme deuxieme exemple, considerons une poutre composee constituee par
une töle d'äme de 26 x 3/8 in. (660,4 X 9,5 mm.) avec ailes constituees par
des cornieres de ox 31/2 X 1/2 in. (127 X 88,9 x 12,7 mm.). Les dimensions
de la poutre sont :
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21 480 in. 12,20 m.
h 26 1/2 in. 673 mm.
A 25,75 sq. in. 166 cm2

B1=3.000E B2 95E.
La rigidite ä la torsion, deduite de l'equation (i), est :

C 3,55G.
Des equations (1) et (2), on deduit :

a 4,91 ß 0,967.10~4.

Du tableau. 1, on deduit par interpolation :

acr 13.600 + 1/2(15.600 —13.600).0,91 14.500 lb/sq. in.
10,2 kg. par mm2.

Dans le cas considere :

7„. 14.500.ß.104 14.000lb/sq. in. 9,8 kg. par mm2.

Afin de mettre en evidence les variations des efforts critiques en fonetion des
21 h

rapports — et j on a fait les calculs pour des poutres en I (figure 1), avec :

^=2 et r=10.
21

Les valeurs des efforts critiques consideres en fonetion du rapport -=- pour

trois differentes valeurs du rapport -7 ä savoir : 3, 4 et 5, sont indiquees sur

la figure 3, au moyen des courbes I, II et III. On a trace en pointille la courbe
2/reliant les points correspondant ä — Cte.

2/
On remarquera que, pour une valeur constante du rapport -r- l'effort critique

diminue lorsque la hauteur de la poutre augmente. On ne tient pas compte de

ce fait dans la methode approchee courante, qui a ete mentionnee ci-dessus et
dans laquelle Taile comprimee est consideree comme un poteau. Dansle tableau
ci-dessous, on trouvera les efforts critiques obtenus par la methode approchee
d'une part et a partir de l'equation (3) d'autre part, a titre de comparaison et
dans le cas oü

h

b
~":3

21

b
54 48 42 36

acl. approche

aCI. exact

12,5

10,1

15,9

11,8

21,2

14

23,5

17,6

Lorsque le rapport j augmente, Tecart entre la valeur exaete et la valeur

approchee augmente egalement.
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5. Efforts depassant la limite d'elasticite.
L'equation (3) est basee sur cette hypothese que le metal de la poutre suit

la loi de Hooke. Par suite, les efforts critiques determines d'apres le tableau 1,

ou d'apres la figure 3, ne representent les vraies valeurs de ces efforts que s'ils
ne sont pas superieurs a la limite elastique du metal. Dans le cas contraire, les
efforts critiques ainsi determines sont trop eleves. Pour un calcul approche
des efforts critiques au dela de la limite d'elasticite, on peut employer la
formule lineaire des poteaux. Si Ton suppose, par exemple, que la limite d'elasticite

de l'acier de construction est de 21 kg. par mm2, on pourra en conclure

que les courbes I, II et III de la figure 3 ne peuvent etre utilisees qu'au-des-
sous des points N. Pour des efforts plus considerables, ces courbes doivent
etre remplacees par les lignes droites MN. On a pris, pour la resistance de
l'acier a Tecrasement dans la figure 3, la valeur de 35,7 kg. par mm2.

Si Ton possede la courbe d'essai de traction du metal constituant la poutre,
pour des efforts superieurs ä la limite d'elasticite, on pourra effectuer une
determination plus precise des efforts critiques en dehors de la zone elastique.
Pour ce faire, on tiendra compte de la diminution de la rigidite laterale B2 pro-
voquee par le chargement des ailes au dela de la limite d'elasticite. Des
calculs de cette nature { montrent que Temploi des droites MN (figure 3) donne
des valeurs de securite.

6. Influence des contraintes additionnelles imposees aux poutres.
Toute contrainte additionnelle imposee ä une poutre provoque un accroisse-

ment de sa stabilite, c'est-ä-dire une augmentation du facteur K dans l'equation

(3). Supposons, par exemple, une poutre ayant ses extremites encastrees.
Dans le cas d'un flambage lateral, la courbe elastique prend la forme indiquee
sur la figure 4 (a). La valeur critique de la charge uniformement repartie est
donnee par l'equation (3). Les valeurs du facteur K, ainsi que les efforts
critiques <jcr calcules d'apres Thypothese correspondant a :

E 21.103kg. par mm* etß=10~4
sont donnes par le tableau ci-dessous.

Tableau 2.

Facteur K et efTorts critiques en kg. par mm2, pour une poutre supportant une charge
uniformement repartie et encastree a ses deux extremites, avec :

E= 21.103 kg. par mm2 et ß^lO"4

a 0,1 1 2 4 8 24 32 50 100

K 488 161 119 91,3 73 58 55,8 53,15 51,2

Scr 13,5 14,1 14,8 16 18,1 24,9 27,6 33 44,8

1. S. Timoshenko. Amer. Soc. of Civil Engineers, Volume 87, 1924, page 1247
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Pour le calcul des valeurs indiquees dans ce tableau, on a suppose que la
charge est repartie sur la longueur de Taxe de la poutre.

Si la poutre est entretoisee lateralement, au milieu de sa portee, de teile
maniere que sa section mediane ne puisse pas subir un deplacement lateral,
ou une rotation autour de Taxe de la poutre, la courbe elastique resultant de
la deformation laterale prendra la forme de la figure 4 (b). Le tableau 3 donne
les valeurs du coefficient K dans l'equation (3) ainsi que les valeurs des efforts
critiques <ror, tc/ et <j"cf correspondant a une charge uniformement repartie :

1. Le long de Taxe de la poutre ;

2. Le long de Taile superieure ;

3. Le long de Taile inferieure.

Tableau 3.

Facteur K et efforts critiques en kg. par mm8,
pour une poutre supportant une charge uniformement repartie avec appui lateral

en son milieu, avec :

E 21.10» kg. par mm2 et ß 10-4

a 0,1 1 2 4 8 24 32 50

K 673 221 164 126 101 79,5 76,4 72,8

arP 27,9 29,1 30,5 32,9 37,3 51 56,6 67,6

s'c 24,4 25,5 26,9 29,4 33,8 47,5 53,2 64

G CP 32,1 33,2 34,4 37 41,3 55 60,6 71,4

7. Charges concentrees en un point.
L'equation (3) est egalement valable pour une charge concentree, Qor etant

alors la valeur critique de cette charge. Si la charge est appliquee au milieu
de la portee d'une poutre posee simplement sur ses appuis, le tableau 4 ci-
dessous donne les valeurs du facteur K, ainsi que Celles des efforts critiques
dans les trois differentes conditions de charge ci-dessous :

1. Charge appliquee au milieu de la section ;

2. Charge appliquee sur Taile superieure ;

3. Charge appliquee sur Taile inferieure.
Lorsque a augmente, la valeur du facteur K se rapproche de la valeur 16,9

que nous avons obtenue pour une poutre ayant une section rectangulaire tres
ötroite. Pour une teile poutre, le probleme de l'instabilite elastique est resolu1

pour toute position de la charge concentree sur la longueur de la poutre. Si

on designe par c la distance entre le point d'application de la charge et le Support

le plus proche, dans le cas d'une poutre simplement posee, les valeurs du
facteur K sont indiquees dans le tableau 5 ci-apres.

1. A. Kobokoff. Bulletin de ITnstitut Polytechnique, Kiew, 1911;
A. DrxNiK. Bulletin de Tlnstitut Polytechnique du Don, 1913.
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Tableau 4.
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Facteur K et efforts critiques en kg. par mm2,
pour une charge concentree au milieu d'une poutre simplement posee, avec :

E 21. lO^kg. par mm2et ß —10"

a 0,1 1 2 4 6 8 12

K 86,4 31,9 25,6 21,8 20,3 19,6 19

aCP 7,14 8,4 9,6 11,5 13,1 14,5 17

a'cr 4,25 5,3 6,3 8,1 9,7 11 13,4

12,1 13,1 14,2 15,9 17,6 25,9 21,3

a 16 20 24 40 60 80 100

K 18,3 18,1 17,9 17,5 17,4 17,2 17,2

acr 19,3 94 9 23 29,1 35,2 40,5 45,2

*'cr 15, 7 17,6 19,3 25,4 31,5 36,7 41,4

j'cr 23,5 25,4 27,1 33, 2 39,3 44,5 49,2

21= °'S0

K =- 16,9

Tableau 5.

0,45 0,40 0,35 0,30 0,25

17,2 17,8 19,0 21,0 24,1

2l= 0,20

K -^ 29,1

0,15 0,10 0,05

37,9 56 112

On constate que le facteur K ne varie pas conside>ablement tant que le
point d'application de la charge reste dans le tiers median de la poutre. Par
suite, si nous nous trouvons en presence de plusieurs charges agissant tout le
long de ce tiers median, nous pouvons les remplacer par une charge unique
appliquee au milieu de la poutre et calculer la valeur critique de cette charge
en partant du tableau 4. Si des charges concentrees sont reparties sur toute la
longueur de la poutre, on peut les remplacer par une charge uniforme et ses
valeurs critiques pourront etre determinees en faisant emploi des tableaux 1,
2 et 3.

II. Stabilite de Tarne dune poutre composee.

8. Essais.

Les premiers essais de flambage sur des ämes minces supportant des efforts
de cisaillement et de flexion ont ete executes par Wm. Fairbairn, a propos de
la construction des celebres ponts tubulaires Britannia et Conway. Ces essais,
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devenus classiques1, ont, jusqu'a nos jours, presente le plus grand interet
pour les ingenieurs ayant ä s'occuper de constructions comportant des parois
minces. Le pont Britannia, qui est tubulaire, a une section transversale rec-
tangulaire. Les plus grands elements ont une portee de 137 metres et leurs
sections ont des dimensions de 8,23 x 4,88 metres. A cette epoque, de telles
dimensions sortaient nettement de la normale. Pour determiner des dimensions

susceptibles de donner toutes garanties de securite, et pour fixer la meil-
leure repartition ä adopter pour le metal, on decida de proceder ä des essais
sur des modeles. Apres de nombreuses experiences preliminaires, on fut amene
ä etudier des modeles d'assez grandes dimensions, soit environ le sixieme des
dimensions effectives du pont projete. Les parois laterales des tubes utilises
comme modeles se composaient de töles de 1,15 metre ayant une epaisseur de

2,5 millimetres seulernent. Les premiers essais montrerent que, pour une charge
relativement faible, ilse produisait sur les cötes des ondulations de latöle, allant
jusqu'a former des angles de 45° avec le plan du fond. « II etait evident, d'apres
ces experiences, que les efforts de tension qui s'exergaient sur toute la surface
du fond et les efforts de compression sur toute la partie superieure se combi-
naienten une action et une reaction, par Tintermediaire des parois laterales, qui
avaient ainsi ä supporter des efforts diversement Orientes. » « Une ligne d'ondula-
tion oblique mettait nettement en evidence la direction de l'effort maximum. II
etait evident que les parois laterales se trouvaient exposeesä des efforts severes

par suite de la modification de forme qui resultait de la tendance au rtfppro-
chement entre les parois superieure et inferieure ; la resistance des töles aurait
ete süffisante, si elles avaient pu seulernent conserver leur forme initiale. On
decida, par suite, de modifier la construction des parois laterales. Ceci fut
realise par Taddition, sur toute la hauteur des parois, demontants en cornieres
rives, jouant le röle de pieces de renforcement pour les töles des parois
laterales et maintenant en memetemps Tecartement des parois superieure et
inferieure. Ces pieces constituerent les prototypes des montants en profiles en T
qui furent employes sur les ponts eux-memes. » Les essais ulterieurs
montrerent l'importance du röle de ces montants, etant donne que pour une faible
addition au poids du metal du tube, les parois superieure et inferieure etaient
exactement maintenues en place, tandis que la charge de rupture de Ten-
semble etait considerablement augmentee. C'est par ces experiences que Ton

apprit que « lorsque la hauteur de Tarne augmente, les precautions necessaires

pour maintenir les parois de la töle deviennent extremement importantes ».
Les fers a T, goussets et plaques de renforcement employes ä cet effet pour
Tun des tubes du pont Britannia pesent 215 tonnes, soit plus du tiers du

poids total des parois laterales.
Les tubes d'essai ont ete soumis ä une charge concentree placee au milieu,

l'effort tranchant etant constant sur toute la longueur de la portee. PourTetude
du pont lui-meme. on a tenu compte du fait que l'effort tranchant maximum
diminue vers le milieu ; on a adopte une epaisseur d'äme de 12,7 millimetres
au milieu et de 16 millimetres aux extremites.

1. Wm. Fairbairn. Conway and Britannia Tubulär Bridges, 1849 ;

Edwin Clark. Brit. and Conway Tub. Bridges, Londres, 1850.
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Differentes etudes experimentales furent egalement etfectuees ä cette epoque
sur des poutres composees1. L'epaisseur de Tarne de la poutre d'etude etait
de 6,35 mm. d'un bout ä l'autre ; la hauteur totale etait de 3 metres au centre
et de 1,80 m. aux extremites, la distance entre appuis etant de 19,8 m. La

poutre ceda par flambage sur Tarne. Elle fut reparee ulterieurement, Tarne

etant renforcee par adjonction de montants en cornieres a chaque assemblage
vertical des töles. La resistance de Tensemble fut ainsi considerablement aug-
mentee ; la rupture se produisit en definitive pour une charge beaucoup plus
elevee et par ecrasement sur toute la hauteur.

Des essais furent effectues ulterieurement par un ingenieur beige, M. Hoi-
bo'ite 2, sur deux poutres composees ayant une portee de 1,50 m., une epaisseur

d'äme de 5 mm., et des hauteurs respeclives de 0,30 et 0,40 m.. Ces deux

poutres ont ete chargees en leur milieu; toutes les deux ont cede par flambage
de Tarne, cette derniere ne comportant aucun renforcement. La poutre ayant
la plus forte hauteur a cede pour une charge plus faible que lautre, quoique
son module soit deux fois plus eleve que celui de la poutre ayant la plus petite
hauteur.

Plus recemment, le professeur W. E. Lilly3 a effectue quelques travaux
sur les poutres composees. II a construit une poutre ayant les dimensions
suivantes :

Hauteur : 241,3 mm.; longueur : 1,60 m. Les ailes etaient constituees par
deux töles de 50,8 X 9,5 mm. et par deux cornieres de 31,75 X 6,35 mm. Les
semelles de cette poutre ont ete montees par moities separees et boulonnees
sur Tarne. Ce montagea permis d'adopter successivement differentes epaisseurs
d'äme dans le cours des essais. Un grand nombre d'essais ont ete ainsi effectues
avec differentes epaisseurs d'äme, et avec des ecartements divers des pieces de
renforcement.

On a obtenu la deformation ondulatoire de la töle d'äme en appliquant la
charge au milieu. « On a constate que la longueur d'onde de la deformation
ondulatoire est a peu pres independante de l'epaisseur de cette töle, lorsque
les pieces de renforcement presentent une resistance tres elevee par rapport a

celle de Tarne. L'obliquite de la direction des ondulations depend de la
distance qui separe entre eux les elements de renforcement, ainsi que de la hauteur

de la poutre. Les pieces de renforcement entravent la formation des
ondulations et des efforts locaux severes prennent naissance pres des extremites de

cesrenforcements, provoquant un froissementdans cette region de l'äme. La
Photographie de la figure 5 represente la formation ondulatoire qui s'est produite
sur une poutre renforcee seulernent en son milieu, la charge ayant ete appliquee

ä cet endroit.

9. Epaisseur d'äme et ecartement des elements de renforcement.
Des essais qui ont ete effectues, il resulte qu'une poutre composee peut

transmettre les efforts tranchants ä ses appuis de deux manieres differentes :

1. Edwin Clark. Britannia and Conway Tubulär Bridges, Londres, 1850.
2. M. Houbotte. Der Civilingenieur, 1856, volume 4.
3. W. E. Lilly. Calcul des poutres composees et des poteaux, 1908;

\V. E. Lilly. Engineering, volume 83, 1907, page 136.
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1. Si la charge n'est pas süffisante pour produire une deformation ondulatoire,

l'äme de la poutre transmet Tetfort de cisaillement en travaillant au
cisaillement.

2. Pour des charges plus fortes, et produisant la deformation ondulatoire,
une fraction de l'effort tranchant est transmise a Tarne sous forme d'efforts
tranchants, comme precedemment, tandis que lautre fraction se comporte
comme dans une ferme, dans laquelle Täme jouerait le röle dentrait et les
elements de renforcement le röle de contrefiches. La valeur de la charge ä partir

de laquelle commence ä se produire la deformation ondulatoire depend de

l'epaisseur de Täme, ainsi que de Tecartement et des dimensions des elements
de renforcement. Si l'epaisseur de Täme est süffisante et si le renforcement
est satisfaisant, une poutre composee peut supporter la totalite de la charge
pour laquelle eile est concue, sans qu'il se produise aucun flambage dans Täme.
On realise normalement de telles proportions dans les ponts. II existe d'autre
part des exemples de construction dans lesquelles des ämes tres minces ont
tendance ä subir le flambage des le debut de la charge de sorte que la charge
totale se trouve agir pratiquement comme dans une ferme. On trouve ces
exemples dans la construction aeronautique1.

Quoique le flambage de Täme n'implique pas la mise hors service immediate
de la poutre, on adopte generalement dansla construction des ponts des dimensions

qui permettent de Teviter dans les conditions normales de service. La
methode habituelle consiste a adopter une certaine valeur pour l'effort de
cisaillement et ä determiner l'epaisseur de Täme en partant de cette base2.
L'ecartement des elements de renforcement est ensuite determine de maniere
ä permettre ä Täme de transmettre les efforts tranchants sans flamblage.

Si Ton remarque que dans les poutres de ponts de chemins de fer, la charge
totale varie approximativement comme la portee, et si Ton admet que le
rapport entre la hauteur de la poutre et la portee est constant, on peut se rendre
compte que le point de vue ci-dessus aboutit ä peu pres ä la meme epaisseur
pour toutes les portees. Si Ton peut admettre que cette epaisseur est süffisante

pour les petits ponts, eile sera toutefois certainement insuffisante pour les

ponts de plus grande portee et il deviendra necessaire d'augmenter l'epaisseur
pour parer ä la tendance de Täme au flambage. Quelques cahiers des charges
tiennent compte de ce fait. Par exemple, les cahiers des charges de TAmeri-
can Railway Engineering Association3 imposent que l'epaisseur de Täme ne
soit pas inferieure a

h designant dans cette expression la distance entre les ailes, exprimee en

pouces (1 pouce 25,4 millimetres).
D'autres raisons pratiques limitent l'epaisseur, ä savoir la corrosion et le

1. II. Wagner. Zeitschrift für Flugtechnik u. MotorluftschifTahrt, volume 20, 1929,

page 200; H. Rode. Der Eisenbau, volume 7, 1916, page 217 ; Engineering News, volume 40,
1899, pages 154, 399.

2. L'effort en service est parfois determine au moyen d'une Variante de la formule de
Rankine.—American Institute of Steel Construction Speeifications, New-York, 1928, p. 156.

3. Troisieme edition, 1925.
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fait que les töles trop minces sont tres difficiles ä transporter, lorqu'elles sont
hautes et longues. L'epaisseur de 9,5 millimetres est generalement conside-
ree comme le minimum admissible pour assurer contre la corrosion et pour
permettre une manutention facile pour la construction et Texpedition.

En ce qui concerne Tecartement et les dimensions des elements de
renforcement, diverses speeifications prevoient certaines regles qui sont, dans une
large mesure, d'un caractere empirique. Les speeifications americaines
indiquees ci-dessus, par exemple, prevoient que la distance entre les elements de

renforcement ne doit pas depasser :

1. six pieds (1,83 metre);
2. la hauteur de Täme;
3. une valeur d donnee par la formule :

</=4^(12.000-t)

expression dans laquelle t designe l'epaisseur de Täme en pouces (1 pouce
25,4 mm) et - l'effort tranchant en Ib. par sq. in. au point considere (1 livre
par pouce carre 0,0007 kg. par mnv). Si la hauteur de Täme entre les
cornieres d'ailes est inferieure ä 50 fois l'epaisseur de Täme, on peut supprimer
une piece de renforcement sur deux. Ces pieces de renforcement doivent etre
rivees par paires sur Täme de la poutre. L'aile saillante de chaque corniere ne
doit pas etre inferieure ä 2 pouces (51 mm.) plus 1/30 de la hauteur de la
poutre, et ne doit pas depasser 16 fois son epaisseur. Les elements de
renforcement sont parfois calcules de maniere ä leur faire jouer le meme röle que les
montants verticaux d'une poutre triangulaire ; en pareil cas, il suffit de s'as-

surer que ces elements seront, en fin de compte, assez resistants pour supporter
la totalite des efforts tranchants sur la section consideree ].

Les regles concernant la determination des epaisseurs des ämes et Tecartement

des elements de renforcement aboutissent generalement ä des proportions

satisfaisantes, etant donne qu'elles sont le resultat d'une longue expe-
rience. Elles sont en meme temps assez souples et laissent une assez grande
part a Tappreciation individuelle pour permettre d'oblenir toute une gamme de
dimensions dans le calcul des poutres composees, pour une meme portee et
une meme charge. Si Ton considere, par exemple, des poutres composees ayant
une portee de 30 metres, et une hauteur de 3 metres, on constate que l'epaisseur

de Täme peut varier de 11 a 16 millimetres2. La comparaison de deux
poutres composees d'une portee de 27 metres pour un reseau americain d'une
part et pour un reseau anglais d'autre part, montre que les elements de
renforcement rentrent, dans le poids total de metal correspondant a l'ensemble
de Täme et des renforcements, pour 25 °/0 dans le type americain et pour 40 %
dans le type anglais 3.

De la discussion qui precede, il resulte que la determination des dimensions
des poutres composees est basee, dans une large mesure, sur des regles empi-
riques. Pour baser leur calcul sur des considerations theoriques, il est neces-

1. W. IL Thorpe. Engineering, volume 78, 1905.
2. IL Rode. Der Eisenbau, volume 7, 1916, page 217.
3. H. M. Gibb. Engineering, volume 90, 1910.
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saire de proceder ä Tetude de la stabilite elastique des ämes en töle mince. La
discussion du flambage de Täme doit etre faite en considerant deux cas
extremes :

1. Pres des appuis, l'effort tranchant constitue le facteur le plus important,
et la partie de Täme qui se trouve entre deux elements de renforcement peut
etre consideree comme une plaque rectangulaire soumise ä une action uniforme
de cisaillement (figure 6).

2. Au milieu de la portee, les efforts tranchants peuvent etre negliges par
rapport aux efforts normaux. La partie de Täme qui se trouve entre deux
elements de renforcement sera alors consideree comme soumise ä une flexion
simple, ainsi qu'il est indique sur la figure 7.

La discussion de ces deux cas fait Tobjet des lignes qui suivent.

10. Stabilite de plaques rectangulaires soumises ä un cisaillement

simple.
L'etude de la stabilite des plaques rectangulaires sous l'action d'efforts de

cisaillement (figure 6) montre que les valeurs de l'effort critique de cisaillement
pour lesquelles le flambage se produit peuvent etre representees par la
formule suivante [ :

r2D- K77ä7 '1]>

formule dans laquelle K designe un coefficient dependant de la maniere dont
r

sont montees les aretes de la plaque et du rapport - entre les cötes du

rectangle.

La rigidite de la plaque ä la flexion est donnee par :

E/3
D:

12(1

Si li est tres grand en comparaison de d 2, le facteur K ne dependra pratiquement

que des conditions regnant en bordure des cötes de la plaque
rectangulaire3. Si la plaque est simplement appuyee sur ses bords, K 5,35. Si les
bords longitudinaux sont fixes par serrage, K 8,98.

Si les cötes de la plaque ont a peu pres les memes dimensions, le calcul de

K devient plus complique 4. Le tableau ci-apres donne quelques valeurs appro-
chees de ce facteur dans le cas oü les bords de la plaque sont simplement
poses '°.

1. S. Timoshenko. Bulletin de lTnstitut Polytechnique de Kiew, 1910, dont on Irouvera
la traduction francaise dans les Annales des Ponts et Chaussees, 1913; S. Timoshenko. Der
Eisenbau, volume 12, 1921, page 147.

2. Le cas s'est produit, en particulier, pour le pont tubulaire Britannia dont il est parle
plus haut.

3. R. V. Southwell et S. W. Skan. Proceedings of the Royal Society, Londres,
volume 105, A, 1924; R. V. Southwell. Phil. Mag. volume 48, 1924, page 540.

4. S. Timoshenko. Der Eisenbau, volume 12, 1921, page 147.
5. On admet que d dans l'equation (7) designe le plus petit cote du rectangle.
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De l'equation (7), et en tenant compte de la valeur de D en fonetion de /,
on deduit que les valeurs critiques de l'effort tranchant sont proportionnelles ä

Par suite, la stabilite d'une plaque diminue rapidement lorsque l'epaisseur
de cette plaque diminue.

Tableau 6.

Valeurs du facteur K, de l'equation (7),

pour des plaques rectangulaires simplement posees.

h

d
1 1,2 1,4 1,5 1,6 1,8 2 2,5 3

K 9,42 8 7,3 7,1 7 6,8 6,6 6,3 6,1

Si Ton applique les valeurs de Ktelles qu'elles sont donnees par le tableau 6
ä des plaques d'aeier, pour lesquelles E 21.103 et jj. 0,3, et si Ton
suppose que Tecartement entre les elements de renforcement est egal ä 1,50 metre,
les valeurs critiques de l'effort de cisaillement pour differentes hauteurs h et
differentes epaisseurs t sont celles que donne le tableau 7 ci-apres.

Tableau 7.

Efforts tranchants critiques, en kg. par mm2,

pour differentes valeurs de h et de t et pour d 1,525 m.

t. mm. 9,5 11,1 127 14,3
h. m.

1,525 7 9,5 12,4 15,7

1,83 5,9 8,05 10,5 13,3

2,133 5,4 7,35 9,6 12,2

2,44 5,25 7 9,25 11,8

2,743 5 6,85 8,95 11,3

3,048 4,9 6,65 7,3 11

11 faut remarquer que la partie de Täme situee entre les ailes et deux ren-
forcements successifs se trouve dans de meilleures conditions que precedemment.

Les bords sont en effet partiellement fixes et les efforts critiques seront

par suite quelque peu superieurs aux valeurs indiquees dans le tableau 7.

1 1 Stabilite des plaques rectangulaires soumises ä une simple
flexion
Si une plaque reetangulaire est soumise ä une simple flexion dans le plan

il



162 S. Timoshenko

de la plaque (figure 7), la valeur critique de l'effort maximum de flexion est
donnee par Texpression:

x2D
<?cr : K ht (8)

expression dans laquelle Kest un facteur numerique; les autres symboles ayant
les memes significations que dans l'equation (7). Pour une plaque simplement
posee, les valeurs de K sont indiquees dans le tableau 8 ci-dessous l.

Tableau 8.

Valeurs du coefficient K de l'equation (8),

pour des plaques rectangulaires simplement posees.

d
h 0,4 0,5 0,6 0,67 0,75 0,8 0,9 1 1,5 2 3

K 29,1 25,6 24,1 23,9 24,1 24,4 25,6 25,6 24,1 23,9 24,1

Si d est plus grand que h, K ne varie que faiblement lorsque le rapport -
varie, et lorsque d augmente, la valeur de K se rapproche du minimum de

23,9 qu'elle atteint pour -=0,67. Ceci resulte du fait qu'une plaque ayant

une dimension d importante subit un flambage en plusieurs ondulations avec
lignes nodales orientees verticalement et le rapport de la longueur d'onde ä la

hauteur h se rapproche de la valeur 0,67. Par exemple, pour - 2, on aura

trois ondulations, chacune d'elles se trouvant dans la meme condition qu'une

plaque pour laquelle le rapport j serait egal a 2/3. Pour j 3, on aura quatre

ondulations, avec un rapport entre la longueur d'onde et la hauteur egal
ä0,75.

Si Ton prend pour K la valeur minimum de 23,9 et si Ton suppose que

i - _L
h ~ 100

on tire de l'equation (8), pour l'acier :

acr 45,5 kg. par mnV2.

Pour toute autre valeur du rapport y ,1a valeur critique de l'effort sera alors :

^ 45,5. 10* £a.

Si on a, par exemple : t 12,7 mm. h= 3,05 m., on aura :

1

acr 45,5. 104£jöä=7,84 kg. par mm2.

1. S. Timoshenko. Der Eisenbau, volume 12, 1921, page 147; J. Boobnoff. Theorie de
la construction des navires, volume 2, page 525, 1914, Saint-Petersbourg.
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Si, au lieu de considerer d comme tres important, on se place dans un cas
oü d — 1/2 h (elements verticaux de renforcement ecartes de 1,50 metre), on
deduit du tableau : K 25,6 et

acr 7,84 ^g 8,4 kg. par mm2.

On constate que, pour les proportions considerees, l'effort critique est plus
faible que celui qui est considere normalement comme un effort de flexion
sans danger pour les poutres composees. Dans le calcul du tableau 8, on a

suppose que les bords de la plaque etaient simplement poses ; en pratique,
ils sont montes d'une maniere rigide avec des ailes. Par suite, les efforts
critiques effectifs seront plus eleves que les valeurs theoriques. Neanmoins, il est
probable que dans le cas d'ämes minces de grande largeur, il pourra se
produire un certain flambage dans les conditions ordinaires de charge. Ce flambage

est si faible qu'il peut passer inapercu. II ne represente pas, pour la poutre,
un danger immediat. II indique seulernent que lorsque la charge depasse la
valeur critique et que le flambage commence, Täme de la poutre ne participe
plus suivant la proportion qui lui incombe ä la transmission des efforts de

flexion qui se traduisent par une compression, ce qui provoque une certaine
surcharge dans Taile comprimee.

12. Les elements de renforcement.

Considerons maintenant une fraction de Täme comprise entre deux elements
de renforcement consecutifs. Nous avons suppose, dans la discussion qui pre-
cede, que les elements de renforcement ont une rigidite de flexion süffisante
et qu'ils restent droits pendant le flambage de Täme elle-meme. Si cette rigidite

n'est pas süffisante, les ondulations obliques de Täme en cours de flambage

s'etendent au travers des elements de renforcement et le flambage de

l'äme s'accompagne d'une flexion de ces elements. II etait evident que Ton se

trouvait en presence d'une teile deformation dans quelques-uns des essais de

Fairbairn discutes precedemment (chapitre 8). Pour determiner la rigidite de
flexion necessaire pour prevenir les deformations des elements de renforcement
pendant le flambage des ämes, considerons le cas que represente la figure 8 :

une plaque rectangulaire de longueur 2 d et de largeur /i, simplement posee
sur ses bords, est soumise ä un simple cisaillement. Pour prevenir le flambage
lateral, la plaque est renforcee au moyen d'un montant. Si la rigidite de

flexion de ce montant est faible, son influence sur la valeur de l'effort tranchant
critique sera egalement faible. Les deformations ondulatoires de la plaque au

cours du flambage se transmettront au montant, qui subira un flechissement.
En augmentant progressivement la rigidite du montant, nous arriverons finale-
ment ä des conditions telles que chaque moitie de la plaque flambera comme
une plaque rectangulaire ayant les dimensions de A><c/avec bords simplement
poses, et le poteau restera rectiligne. La valeur limite correspondante B de la

rigidite du montant ä la flexion peut etre determinee en considerant Tenergie
necessaire ä la deformation par flexion de la plaque et du montant *.

1. S. Timoshenko. Der Eisenbau, volume 12, page 147.
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Le tableau 9 ci-apres donne plusieurs valeurs du rapport entre cette rigidite

et la rigidite 2 d D de Täme, deformee jusqu'a prendre la forme d'une sur-
face cylindrique.

Tableau 9.

2d
h

2 1,5 1,25 1

B
2c/D

0,83 2,9 6,3 15

Pour calculer les chiffres ci-dessus, on a su
la figure 8 etait flexible et que les montants CD
Si les trois montants ont tous la meme flexib
plus elevee que ne Tindiquerait le tableau 9.
deux fois plus elevee que la valeur calculee,
indiquees dans le tableau 10 pour le moment
tion droite des elements de renforcement,
poutres composees et pour c/ l,50 metre.

Tableau 10.

ppose que seul le montant Aß de
et FG etaient absolument rigides,
ilite, la rigidite limite B doit 6Ire
Supposons que cette valeur soit
nous obtenons alors les valeurs

d'inertie que doit possederla sec-

pour differentes dimensions des

Valeurs des moments d'inertie des elements de

renforcement, pour les dimensions de poutres
indiquees ci-dessous et pour d ¦=. 1,50 metre

(en cm4).

h. m. 1,525 2, 032 2,44 3,048
2d
h

2 1,5 1,25 1

B
2c/D

t. mm.

9,5

1,7 5,8 12,6 30

41,2 140 304 725

11,1 65 222 483 1.145

12,7 98 333 725 1.720

14,3 140 480 1.040 2.470

On constate que pour les plus faibles hauteurs, le moment d'inertie calcule,
de la section droite, est beäucoup plus faible que celui que Ton adopte effecti-
vement. Pour de plus grandes hauteurs, les valeurs calculees de J se rap-
prochent des valeurs courantes. Par exemple, dans le cas oü h 3 metres,
l'element de renforcement, suivant le reglement americain1, se compose de
deux cornieres de 152,4X 88,9 X 9,5 mm. Le moment d'inertie de cet ele-

1. H. A. L. Waddell. Construction des ponts, New York, 1916, page 1670.
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ment pour t 14,3 mm., est J 2.600 cm4, valeur voisine de celle de 2.470

que donne le tableau ci-dessus.
Dans la discussion qui precede, nous avons considere une plaque soumise a

une action de cisaillement, teile que celle qui s'exerce dans Täme d'une poutre
composee, pres des appuis. Au milieu de la poutre, les efforts dans Täme con-
sistent principaiement en efforts de flexion; de la discussion du chapitre 11,
on peut conclure que les elements verticaux de renforcement n'augmentent pas
d'une maniere notable la stabilite de Täme ä cet endroit. Un effet de
renforcement beaucoup plus sensible peut etre obtenu en prevoyant dans la zone
comprimee de Täme un element de renforcement dispose parallelement ä Taile
comprimee de la poutre composee.

Conclusions.

Les resultats obtenus dans les etudes precedentes, en ce qui concerne la
stabilite elastique des plaques, peuvent etre utilises comme suit, pour le calcul
des poutres composees.

Dans la determination de l'epaisseur de Täme, considerer non seulernent les
efforts tranchants aux appuis et l'epaisseur minimum admissible pour assurer
la securite contre la corrosion, mais egalement la stabilite elastique de Täme.
Dans la discussion sur le flambage des plaques, sous l'influence d'une simple
flexion (chapitre 11), ona montre que les elements de renforcement verticaux
n'avaient pas une influence notable sur la stabilite de Täme ; et il parait logique
de choisir l'epaisseur de cette äme de maniere ä eliminer les possibilites de flambage

resultant de la flexion dans les conditions normales de service. On peut
dans ce but, utiliser l'equation (8).

En remplacant <jcr par l'effort maximum admissible de compression, soit 10,50
kg. par mm1 et en adoptant pour K la valeur minimum de 23,9 deduite du tableau
8, nous trouvons pour l'acier, pour lequel E 21.103 et p. 0,3 :

-=208 (9)

Par suite, pour eliminer les risques de flambage au milieu des poutres, le

rapport entre la hauteur et l'epaisseur de Täme ne doit pas depasser la valeur
indiquee en (9). II n'est pas necessaire, en ce cas, de prevoir un facteur de securite

supplementaire; on obtient en effet une marge de securite supplementaire
en fixant les bords de Täme sur les ailes.

Lorsque Ton a decide de la valeur ä adopter pour l'epaisseur de Täme, Tecar-
tement des elements de renforcement doit etre determine de maniere k
permettre a Täme de transmettre les efforts tranchants sans flambage. Pour ce
faire, on peut utiliser les resultats du chapitre 10. Ces resultats peuvent etre
mis en evidence ainsi qu'il est indique sur la figure (9). En partant de l'equation

(7) et du tableau 6, pour chaque valeur de Teffort tranchant critique, on

trace une courbe admettant pour ordonnees les rapports — de la hauteur de la

poutre äl'ecartement des elements de renforcement et admettant pour abscisses
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les rapports correspondants •- de Tecartement des elements de renforcement ä

l'epaisseur de Täme. En utilisant ces courbes, on peut obtenir la distance necessaire

d entre les elements de renforcement, si Ton a fixe la valeur critique de
l'effort tranchant.

Considerons la courbe correspondant ä l'effort critique :

<7cr 20000 lb./sq. in. 14 kg par mm2

on voit que pour les valeurs elevees du rapport — c'est-ä-dire lorsque

Tecartement des elements de renforcement est faible par comparaison avec la hauteur

de la poutre, le rapport - approche de 90. Lorsque le rapport ~ est faible,

h prend la place de d dans la discussion qui precede et le rapport - approche

de la meme valeur numerique de 90. On peut en deduire la conclusion pratique
suivante : des efforts de cisaülement de 14 kg par mm2 peuvent etre conside-
res comme limites pratiques des efforts de cisaillement dans le cas de l'acier

de construction ordinaire. Par suite, si — n'est pas superieur ä 90, la resistance

de Täme au flambage n'est pas inferieure ä la resistance au cisaillement et les
elements de renforcement ne sont necessaires qu'aux endroits oü se trouvent
appliquees des charges concentrees.

En choisissant l'effort critique sur la figure 9, il y a lieu de tenir compte d'un
certain facteur de securite, parce que, dans ce cas :

1. Timmobilisation des bords de Täme aux ailes n'influe pas considerablement

sur la valeur critique de l'effort tranchant pour - >> 2 ;

2. le flambage modifie les conditions de travail de Täme (voir chapitre 9);
il en resulte des efforts supplementaires de traction dans cette äme et la sur-
charge inopportune de certains rivets. 11 serait bon d'adopter, comme efforts
« de securite » une fraction de 0.6 des efforts critiques1. Les efforts
correspondants sont indiques entre parentheses dans la figure 9.

Si maintenant on applique les courbes de la figure 9 ä la determination des
ecartements des elements de renforcement pour des poutres ayant des hauteurs
de 1,80 et de 3 metres, dans le cas de h 1,80 et d'apres l'equation (9), on
trouve que l'epaisseur t doit etre egale ä 9,5 mm. Si Ton admet un taux de
travail de 9000 lb./sq. in., soit 6,3 kg. par mm2, on trouve alors, sur la figure 9 :

- =1 12 et d i2"= 1,07 metres.

Si Ton prend un taux de travail de 6000 lb./sq. in., soit 4,2 kg par mm2,
on trouve de la meme maniere :

^ 144 et d=45" 1,37 metres.

1. Ce qui donnerait le meme coeff. de securite qu'en travaillant au cisaillement a 12

pour une limite d'elast. de 20 kg./mm2.



La stabilite de l'äme des poutres sollicitees ä la flexion 167

Si Ton applique ä ce meme exemple les prescriptions prevues dans les
speeifications americaines (chapitre 9), on trouve :

_L v/ä 0,424" env. 7/16" ll,l mm.

La distance entre les elements de renforcement, pour le taux de travail de
9000 lb./sq. in., soit 6,3 kg. par mm2, est :

-=75 et rf 33"=0,8l metre.
t

Pour le taux de travail de 6000 lb./sq. in., soit 4,2 kg. par mm2, on a

- =150 et d= 66"= 1,68 metre.

La methode qui a ete proposee pour etablir les proportions des poutres
composees donne dans ce cas une epaisseur d'äme plus faible. Le renforcement est
egalement un peu plus leger pour le taux de travail de 9000 lb./sq. in. Pour
6000 lb./sq. in., le renforcement propose est un peu plus fort que celui que Ton
obtient en partant des speeifications americaines.

Dans le cas de h= 3 metres, on trouve, ä partir de l'equation (9), £=0,575",
soit un peu plus de 9/16 et il faudra prendre 5/8", soit 15,6 mm. Pour la meme
hauteur, les prescriptions americaines donnent t 0,548" et il faudra prendre
9/16" soit 14,3 mm. En ce qui concerne Tecartement des elements de
renforcement, pour t 9000 lb./sq. in. soit 6,3 kg. par mm2, on trouve, d'apres la
figure9, d 112 t soit d 70" 1,78 metre ; pour 7=2 6000 lb./sq. in., soit
4,2 kg. par mm2, on trouve d 145 t 90" 2,28 metres.

Les prescriptions americaines donnent respectivement 42" et 72", soit 1,067
et 1,83 metres.

Pour le cas considere, la methode proposee pour etablir les proportions des

poutres composees donne donc une epaisseur legerement plus forte, mais le
renforcement est plus leger, pour les deux conditions de travail. L'ecartement
determine ci-dessus entre les elements de renforcement pour l'effort tranchant
maximum peut etre augmente lorsque leur eloignement des appuis augmente.
Pour cette modification du renforcement, on peut egalement employer la figure 9,

quoique les efforts dans Täme dans les sections intermediaires ne consistent
pas en un simple cisaillement; pour resoudre le probleme d'une maniere plus
satisfaisante, il faut faire intervenir la stabilite de Täme pour des efforts de
flexion et de cisaillement combines.

Pour etablir les proportions du renforcement, on peut employer le tableau 10.
Pour des considerations pratiques, onprendra pour les sections droites, et pour
les faibles hauteurs de poutres, un moment d'inertie J plus important que
celui que donne le tableau.

Pour ameliorer le calcul des poutres composees, en ce qui concerne leur
stabilite elastique, il serait desirable :

1. d'etudier d'une maniere plus approfondie la theorie du flambage des plaques
rectangulaires dont les bords fönt Tobjet d'une fixation;

2. d'etudier le flambage des plaques rectangulaires sous l'action d'efforts
combines de flexion et de cisaillement;
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3. de faire des recherches plus appronfondies sur la rigidite a la flexion qu'il
est necessaire de demander aux elements de renforcement.

Des essais sur des modeles de poutres de grandes dimensions donneront
Topportunite de contröler la theorie mise en avant et d'elucider des points
importants, tels que la distribution des efforts dans Täme et dans les rivets
lorsque le flambage commence.

Summary.

In dimensioning the webs of plate girders not only must the shearing stress
at the supports and the danger from rust be considered, but also the elastic
equilibrium ofthe webs.

If only pure bending stresses come into consideration, vertical stiffening
angles will have no essential influence on the buckling of the stiffened web
and it is more preferable to choose the thickness of the stiffened web in such

away that buckling isquite impossible under the working load. For instance,
in the middle of the beam the proportion should be

h= height of the web 9n
t= thickness of the web

When the thickuess of the stiffened web has been determined, the distance
of its stiffening angles are to be dimensioned so that the stiffened web may
also be able to withstand shearing stresses without bulging. With h/t < 90,
there is the same security against bulging and reaching the elastic limit in
consequence of shearing stresses, so that stiffenings are only necessary at
those places where single loads act.

In selecting the critical stresses, the factor of safety 0.6 must be intro-
duced, since the holding of the edges of the stiffened web in the flange angle
will have little influence on the critical shearing stress, as soon as the height of
the stiffened web is greater than twice the distance between the stiffening
angles, and since at the commencement of bulging additional tensile stresses
in the plate and overstraining of individual rivets are caused.

For a stiffened web 6ft. high, the thickness is 3/8 in. With a stress of
9.000 lbs per sq. in. the distance between the stiffening angles is 42 in. with
a stress of 6000 lbs. per sq. in. it is 54 in.

In order to throw further light on the question of stability of the stiffened
web, it would be desirable to carry out further tests to determine the resistance

to buckling of rectangular plates with supported edges, especially when
submitted simultaneously to bending and shearing stresses, and also for
detailed determination of the required resistance to bending of the stiffening
angles.

Rösumö.

Pour la determination des dimensions des töles de Täme des poutres
composees, il faut tenir compte non seulernent des efforts tranchants aux appuis,
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ainsi que des risques de corrosion, mais egalement des conditions elastiques
d'equilibre des töles minces.

Meme s'il s'agit uniquement d'un simple effort de flexion, des cornieres
verticales de renforcement ne suflisent pas pour eviter le flambage de Täme en
töle ; ilest preferable de choisir des epaisseurs de töle telles qu'elles eliminent
tout risque de flambage sous la charge correspondant au service normal.

En designant par h la hauteur de Täme et par / son epaisseur, on devra avoir
dans le milieu de la poutre la relation :

b hauteur de Täme „AO
: : i ,,« < 208.

t epaisseur de 1 ame

Si l'epaisseur des töles d'äme est determinee ä l'avance, ily aura lieu d'adop-
ter entre les cornieres de renforcement un ecartement tel que Täme puisse
supporter egalement, sans se voiler, les efforts tranchants.

Si le rapport - est inferieur ä 90, on realise la meme marge de securite d'une

part, par rapport au taux de charge qui correspond au flambage, d'autre part,
par rapport ä la limite d'ecoulement, de sorte que la presence des elements de

renforcement n'est necessaire qu'aux endroits qui correspondent aux points
d'application des charges isolees.

En ce qui concerne le choix des efforts critiques, il faut adopter le facteur de
securite de 0,6 ; car Tencastrement des bords des töles sur les membrures
d'ailes n'a que peu d'influence sur la valeur critique des efforts tranchants des

que la hauteur de Täme est superieure au double de Tecartement entre les
cornieres de renforcement et parce que, lorsque le flambage commence ä se
manifester dans la töle de Täme, les rivets se trouvent soumis ä des efforts
additionnels de traction et ä des surcharges.

Pour une hauteur d'äme de 1,80 metre, on arrive ä une epaisseur de töle de

9,5 mm. Pour un taux de travail de 6,3 kg. par mm2, on obtient un ecartement

de 1,1 m. pour les cornieres de renforcement. Pour un taux de travail de

4,2 kg. par mm2, on arrive ä 1,65 m.
Pour elucider plus completement la question de la stabilite des ämes en

töle des poutres composees, il serait desirable de faire porter les investigations
surla determination de la securite au flambage des plaques rectangulaires dont
les bords sont encastres, particulierement lorsqu'il s'agit simultanement
d'efforts tranchants et d'efforts de flexion, et d'etudier d'une maniere plus
poussee la rigidite de flexion que doivent posseder les cornieres de renforcement.

Zusammenfassung.

Bei der Bemessung von Stehblechen ist nicht nur die Schubbeanspruchung
an den Auflagern zu berücksichtigen sowie die Rostgefahr, sondern auch das

elastische Gleichgewicht der Blechplatten.
Wenn es sich nur um reine Biegungsbeanspruchung handelt, vermögen vertikale

Aussteifungswinkel das Knicken der Stehbleche nicht wesentlich zu
beeinflussen, und es ist zweckmässiger, die Stehblechstärke so zu wählen, dass
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Knicken unter der Betriebslast ausgeschlossen ist. So soll z. B. in der
Balkenmitte das Verhältnis :

h Stehblechhöhe
t Stehblechstärke

Wenn die Stehblechstärke festgelegt .worden ist, ist die Entfernung der
Stehblechversteifungswinkel so zu bestimmen, dass das Stehblech ohne
Ausbeulung auch die Schubspannungen zu übertragen vermag. Wenn das Verhältnis

h/t < 90 ist, so ergibt sich gleiche Sicherheit gegen Ausbeulen und
Erreichen der Fliessgrenze infolge Schubbeanspruchung, sodass Stehblechversteifungen

nur an denjenigen Stellen nötig sind, wo Einzellasten angreifen.
Bei der Wahl der kritischen Spannungen muss der Sicherheitsfaktor 0,6

eingeführt werden, da die Einspannung der Stehblechränder in den Gurtwinkeln

die kritische Schubspannung wenig beeinflusst, sobald die Stehblechhöhe
grösser als die doppelte Entfernung der Aussteifungswinkel ist, und weil bei
beginnendem Ausbeulen im Stehblech zusätzliche Zugspannungen und Ueber-
beanspruchungen einzelner Niete entstehen.

Für eine Stehblechhöhe von 1,8 m ergibt sich eine Stehblechstärke von
10 mm. Bei einer vorhandenen Spannung von 630 kg/cm2 ergibt sich ein
Abstand der Versteifungswinkel von 1,1 m, bei einer Spannung von 420
kg/cm2 ein solcher von 1,65 m.

Zwecks weiterer Abklärung der Frage der Stabilität der Stehbleche von
Blechträgen wären Versuche wünschenswert zur Feststellung der Knicksicherheit

rechteckiger Platten mit eingespannten Rändern, besonders bei
gleichzeitiger Biegungs- und Schubbeanspruchung, sowie zur einlässlichen
Feststellung der erforderlichen Biegungssteifigkeit der Versteifungswinkel.
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