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Beobachtungen an ausgeführten Bauwerken geklärt werden. Aus verschiedenen
Gründen dürften dabei zeitlich etwas veränderliche Werte zu erwarten sein
auch wäre der in .dem Referat Bleich erwähnte Einfluss der elastischen Lagerung

zu studieren

Traduction.

La methode de Lord Rayleigh convient particulierement bien pour le calcul
des frequences propres des systemes elastiques de barres, tels que les poutres
continues et fes cadres k parois pleines. Cette methode a ete developpee
encore, assez recemment, k la suite de differents travaux, sur lesquels il est
interessant d'attirer l'attention k

Si l'on connait la ligne elastique y y (x) de la barre dans le cas de
l'oscillation propre, on peut calculer la pulsation <o de l'oscillation, suivant Lord
Rayleigh, d'apres l'equation :

fYAy'^dx
(1)j^y2dx

ff

equation dans laquelle on designe par :

E I la rigidite de flexion, qui depend de la position x de la section
transversale consideree de la barre ;

ff l'acceleration de la pesanteur ;

q le poids propre par unite de longueur, qui, dans le cas general, varie
avec x, plus la charge eventuelle.

Hohenemser et Prager2 ont donne, pour or, en fonetion de M et de M",
une expression qui correspond k celle de Rayleigh :

f dx (2)
M2 —EI

Pour des courbes de flexion y qui ne s'ecartent que peu de l'oscillation
propre, les expressions (1) et (2) donnent des valeurs voisines. Pour le cas de
l'oscillafion propre elle-meme, les deux expressions accusent la meme valeur
minimum.

Lorsqu'il s'agit de calculer d'une maniere approchee la frequence, il est
necessaire, tant avec l'expression de Rayleigh (1) qu'avec l'equation (2) de
Hohenemser et Prager, de partir d'une courbe de flexion ou d'un diagramme
des moments estimes. Etant donne le peu de, dependance qui existe entre le

1. F. Pfeiffer, Elastokinetik, Handbuch der Physik, Vol. VI, Berlin, 1928.
Th. Pöschl, Ueber die angenäherte Berechnung der Schwingzahlen von Rahmenträgern,

Ing.-Arch., Vol. I, 1930.
K. Klotter, Ueber die Eigenschwingzahlen der elastischen Querschwingungen belastete

Saiten, Stäbe, Membranen und Platten. Ing.-Arch., Vol. 1, 1930.
2. Hohenemser el Präger, Ueber das Gegenstück zum Rayleighschen Verfahren der

Schwingungslehre, Ing.-Arch., Vol. III, 1932.



430 Cinquieme seance de travail

resultat et la fonetion y (x), on obtient encore une approximation süffisante,
dans des conditions normales, et meme en cas d'ecart important entre l'esti-
mation et l'oscillation propre effective. Si toutefois la rigidite de flexion E I
de la barre varie le long de l'axe des x dans d'assez larges limites, les esti-
mations effectuees pour y (x) peuvent avoir pour consequence, assez facilement,

une erreur importante. En pareit cas, il est k recommander de suivre
la marehe indiquee brievement ci-apres.

On transforme quelque peu l'equation de Rayleigh (1) pour le cas considere.

De :

E I y" M (3)

on deduit, en tenant compte de l'equation (1) :

/- v 2 d xffJ
equation dans iaquelle M (x) designe la courbe des moments correspondant
k la courbe de flexion y {x).

/d xM2 ^ le double du travail fourni par les moments de

flexion M (x), qui est equivalent au travail de deformation des efforts mis en
jeu par la charge. La relation (4) peut donc etre consideree comme une
nouvelle forme de l'equation de A. Morley k

La marehe k suivre pour le calcul de la frequence propre, par exemple
pour une poutre continue, se developpe par suite de la maniere suivante. Pour
une charge transversale appropriee de la barre, on determine les moments
flechissants M (x), puis ä partir de ces moments, la courbe de flexion y (x),
en la traitant en quelque sorte comme un polygone funiculaire suivant la
methode connue de la statique. En reportant les valeurs ainsi determinees et
correspondantes de M et de y dans l'equation (4), on peut determiner une
valeur approchee pour la pulsation m.

La valeur meme de la charge n'a aucune influence. Sa repartition doit etre
choisie d'une maniere teile que l'on se rapproche dans toute la mesure du
possible de l'allure effective de l'oscillation propre. Les conditions propres au
Systeme en ce qui concerne les bords, de meme que les conditions transitoires
aux appuis intermediaires, etc., sont remplies, d'apres ce qui precede, sans
dispositions particulieres2.

En ce qui concerne la ligne elastique correspondant k l'oscillation propre les
charges correspondantes p sont proportionnelles au produit q y de la flexion
et de la masse oscillante. Par suite, si l'on adopte, suivant les differentes tra-

1. Voir par exemple l'equation (10) de l'etude de Hohenemser et Prager faisant l'objet
de la note (2) precedente.

2. Lorsque l'on adopte la representation approchee par polynömes pour la courbe de
flexion, ce qui est avantageux dans de nombreux cas, il faut prevoir une expression
particuliere pour chaque travee, faule de quoi il ne serait pas possible de faire intervenir les
particularites que presente y aux appuis, etc..
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vees, des charges reparties sinusoidalement ou paraboliquement, ayant, dans
deux travees voisines, des signes opposes, et si les valeurs des charges sont
proportionnelles au rapport determine d'une maniere approximative entre les
fleches dans les travees correspondantes, on obtiendra alors, pour la frequence,
dans tous les cas de la pratique, une approximation süffisante en partant de
l'equation (4). A titre de contröle, ou si l'on veut obtenir une plus grande
precision, on procedera par iterations successives, procede le plus simple.

A titre d'exemple, considerons un pont k poutres pleines continues, en
cours de construction, et qui possede trois travees de 75 -f 105 -j- 75 m. de
portee et pour lequel nous donnons ci-apres quelques valeurs de la frequence
propre determinees d'apres i'equation (4). Ces chiffres ont ete obtenus pour
differentes vateurs de la charge p repartie, en tenant compte des variations
tres accusees du moment d'inertie I 4 et des variations du poids propre (on a
considere le pont lui-meme sans charge utile). Les charges et lignes elastiques
correspondantes sont indiquees par la figure 1.

Cas n° Pulsation i

en see— i.
Frequence n

en hertz

5,64
5,46
5,33

0,897
0,869
0,848

Par iteration, on a trouve, pour la frequence d'oscillation environ n =0,84
hertz, pour une ligne elastique ne s'ecartant que peu du cas 3. Si le pont est
charge sur toute sa longueur, on a environ n 0,71 hertz.

Les valeurs de to pour les cas 1 et 3 sont voisines l'une de l'autre, quoique
les moments et lignes elastiques correspondants accusent des divergences assez
prononeees. Voir a ce sujet la figure 1. On voit combien, avec la methode ci-
dessus, il est faeiie d'obtenir des valeurs approchees presentant une bonne
precision.

Un calcul approche des oscillations harmoniques superieures, pour la meme
poutre continue, a donne des frequences se succedant ä intervalles assez rap-
proches. Tandis que les frequences pour les poutres simples sont dans le rapport

1 : 4 : 9 par exemple, on obtient, pour la poutre continue ci-dessus
1:1,8:4,1...

Enfin, pour conefure, qu'il soit permis une remarque au sujet du calcul des
frequences propres des tabliers des ponts de chemin de fer en construction
metallique, suivant la disposition habituelle comportant des poutres longitudinales

et transversales. Ces frequences dependent dans une large proportion
de la reaction qui s'exerce entre le tablier proprement dit et les poutres
longitudinales.

Pour l'exemple ci-dessus, on a obtenu, pour la frequence propre
fondamentale de la voie non chargee, des valeurs de n comprises entre 12 et
22 hertz, suivant les hypotheses concernant la valeur de la rigidite du
Systeme elastique constitue par les poutres metalliques longitudinales et le pla-
telage en beton arme. Les valeurs limites correspondantes pour le n du tablier

1. Pour la poutre principale, on a pour ce pont continu : max 1=9. min I.
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uniformement charge ä raison de 500 kg/m2 sont comprises entre 9,5 et
18 hertz.

Pour effectuer les calculs, on a suppose que les poutres transversales etaient
rigides et on a neglige la flexion dans le sens transversal du platelage en
beton arme. L'intervalle entre les poutres transversales atteignait 5,00 m. II
est ä supposer que la frequence propre effective du tablier de la voie est
voisine de la limite superieure ci-dessus; toutefois, ce point ne peut etre elucide
que par des observations sur l'ouvrage termine. Pour differentes raisons, il
faut toutefois s'attendre a trouver des valeurs effectives variables dans le
temps ; il conviendrait egalement d'etudier l'influence de l'elasticite des appuis,
influence signalee dans le rapport Bleich.

Dr. St. dc KUNICKI,
Professeur ä l'Ecole Polytechnique, Varsovie.

A la suite des exposes de M. le Conseiller superieur Homann et de
M. le Dr Bleich, l'auteur apporte son approbation au projet presente par
M. Homann et ayant pour but de poursuivre l'etude de la dynamique des

ouvrages, tant du point de vue theorique que du point de vue experimental.
Les coefficients de choc adoptes dans ies differents pays ne representent en
effet que des valeurs approchees. II importerait donc de pouvoir remplacer ces
coefficients par des valeurs qui cadrent mieux avec la realite effective. Jusqu'k
maintenant, on s'est contente d'additionner les influences elementaires, faute
de savoir de quelle maniere composer ces differentes influences dynamiques.

Parmi les facteurs k considerer, les joints des rails jouent un röle primordial,
ainsi que l'etat d'usure variable des bandages des roues; pour les ponts de
faible portee, ces deux influences interviennent k elles deux pour moitie dans
le coefficient de choc. On a propose differentes Solutions, telles que l'emploi
de rails de grande longueur, les joints soudes (Voir Cambournac : Congres
International des Ponts et Charpentes de Vienne, 1928), l'interposition de

pieces elastiques entre rails et infrastructure (caoutchouc ou feutre comprime,
ainsi qu il a ete adopte pour les ponts russes) ; toutefois, ces dispositions n'ont
pas donne des resultats plus interessants, du point de vue economique, que
l'adoption de coefficients de choc majores dans certaines proportions.

Dr.-Ing. A. CHMIELOWIEC,
Ecole Polytechnique, Lwöw.

Sous 1'influence de la charge permanente, un element quelconque d'une
charpente ou d'un pont subit une fatigue statique ; sous l'influence de la charge
mobile, il subit en plus d'une fatigue statique une fatigue dynamique. Donc
le poids mobile est plus dangereux que le poids permanent. On ne doit pas
traiter de la meme facon les deux fatigues provenant du poids permanent

et du poids mobile. On ne doit pas exiger que leur somme ne depasse

pas une valeur donnee, comme le fönt la plupart des reglements de divers
pays. Avant de les ajouter l'une k l'autre il faudrait reduire les deux
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