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Théorie des oscillations des ponts et charpentes 425

tance de l'effet de choc pulsatoire exercé par la machine, il existe cinq condi-
tions pour lesquelles peut se produire l'oscillation maximum du pont, une
seule de ces conditions étant susceptible de produire l'effet de choc maximum
pour une portée déterminée. i

1. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse critique inférieure,
les ressorts des locomotives étant bloqués par le frottement.

2. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse critique inférieure,
les ressorts étant en action.

3. — Loscillation maximum peut se produire a la vilesse critique supé-
rieure, les ressorts étant en action.

4. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse limite de rota-
tion des roues motrices de la locomotive, les ressorts étant en action.

5. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse limite, les res-

sorts étant blogqués par le frotlement.

Des formules ont été établies pour chacun des cinq cas d’oscillation du pont,
dans lesquelles on a fait rentrer les caractéristiques les plus importantes des
ponts et des charges; ces formules ont été ensuite simplifiées, de maniere a
ne laisser subsister que les éléments ci-dessous :

Masse du pont. — Fréquence propre. — Longueur de la portée. — Ellet de
choc pulsaloire exercé par la locomotive. — Charges sur les essieux.

Des formules particulieres ont été également ¢tablies pour permetire de déter-
miner laquelle des cinq conditions d'oscillation du pont peut étre appliquée
dans un cas particulier déterminé.

En partant des formules simplifiées, on a tracé des courbes intéressant une
gamme trés étendue de masses de ponts et de fréquence propres d'oscillation,
de charges par essieu et d'effets de choc dus aux machines, cela pour un dia-
meétre minimum donné pour les roues motrices ; d'autres courbes se rapportent
a toutes les combinaisons possibles entre les masses et les fréquences, couvrant
les elfets de choc maxima pour chacune des charges considérées. Linlin, une
formule a été établie pour représenter toules ces enveloppes. Cette formule
est exprimée sous forme de valeur admissible pour le coefficient de choc ; on
a adopté la forme habituelle d’un rapport a la charge roulante, en fonction de
trois éléments seulement :

Effet de choc pulsatoire produit par la machine ;

Charge sur les essieux ;

Longueur de la portée.

On pense qu'un mémoire, exposant dans leur détail les investigations qui
viennent d’étre esquissées, pourra étre présenté prochainement a I'Institution
of Civil Engineers.

Dr. Ing. I'. SCHLEICHER,

Professor an der Technischen Hochschule Hannover,

Fiir die angeniherte Berechnung der Eigenfrequenzen von elastischen Stab-
systemen, wie z. B. von kontinuierlichen Balken und Vollwandrahmen, ist die
Methode von Lord Rayleigh besonders gut geeignet. Diese Methode ist in der
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letzten Zeit durch verschiedene Arbeiten weiterentwickelt worden, sodass auf
sie hingewiesen werde !.

Ist die Biegungslinie y =y (x)des Stabes fiir die Eigenschwingung bekannt,
s0 kann die Kreisfrequenz w der Schwingung nach Lord Rayleigh aus der Glei-
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berechnet werden. Darin bedeutet EJ die von der Stelle x des Stabes abhéngige
Biegungssteifiglkeit, g die Erdbeschleunigung und  das im allgemeinen Falle
mit x verinderliche Eigengewicht je Langeneinheit, einschliesslich der even-
tuellen Belastung.

Einen dem Rayleighschen Ausdruck (1) entsprechenden Wert fiir w? als

Funktion von M und M” haben Hohenemser und Prager angegeben?. Es
ist danach

[.Lq M dx
(2) wt=d

Y do
[

Fir Biegungslinien y, die nur wenig von der Eigenschwingung abweichen,
geben die Ausdriicke (1) und (2) nahe bei «? liegende Werte. Fur die Figen-
schwingung selbst nehmen beide Ausdriitke den gleichen Minimalwert an.

Sowohl der Rayleighsche Ausdruck (1), wie auch die Gleichung (2) von
Hohenemser und Prager machen bei der Anwendung zur angeniherten Berech-
nung der Frequenz die Schitzung einer Biegungslinie bzw. einer Momenten-
linie notwendig. Infolge der geringen Abhingigkeit des Ergebnisses von der
Funktion y (x) erhalt man unter normalen Verhiltnissen auch bei einer grosse-
ren Abweichung der Schitzung von der tatsichlichen Eigenschwingung noch
eine brauchbare Anniherung. Wenn jedoch die Biegungssteitigkeit 1IJ des
Stabes lings der Achse x in weiten Grenzen variiert, konnen die Schitzungen
fir y (x) leicht einen bedeutenderen Fehler zur Folge haben. In solchen Fallen
empliehlt sich der nachstehend skizzierte Weg.

Wir formen die Rayleighsche Gleichung (1) fiir diesen Zweck etwas um. Mit

(3) Ely"=M
folgt aus Gleichung (1)
dx
e

(&) W=
4 v
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worin M (x) die zu der Biegungslinie y (x) gehorige Momentenlinie bedeutet.
Man erkennt in IMQ ffE_”J den Ausdruck fiir die doppelte von den Biegungs-

momenten M (x) geleistete Arbeit, die der Verschiebungsarbeit der Belastungs-
krafte p gleich ist. Die Beziehung (4) kann somit als eine neue Form der
Gleichung von A, Morley ! aufgefasst werden. e

Der Rechnungsgang zur Ermittlung der Eigenfrequenz, z. B. [iir einen konti-
nuierlichen Triger, gestaltet sich damit folgendermassen. Fiir eine geeignete
Querbelastung des Stabes werden die Biegungsmomente M (x) bestimmt, und
damit, etwa als Seilpolygon nach den bekannten Methoden der Baustatik, die
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Fig. 1. — Conditions de charge admises et courbes élastiques pour la poutre continue.

Belastungsannahmen und Biegungslinien fiir den kontinuierlichen Tréger.
Appui = Stiitze = Support.
Milieu de la poutre = Triigermitte = Centre of girder.

Biegungslinie y (x). Ein angeniherter Wert der Kreisfrequenz w ergibt sich
mit den so ermittelten, zusammengehérigen Grossen M und y durch Einsetzen
in Gleichung 4.

Die Intensitit der Belastung spielt keine Rolle. Ihre Verteilung ist so zu
withlen, dass man sich der wahrscheinlichen Form der Eigenschwingung
moglichst annihert. Die dem System eigentiimlichen Randbedingungen, ebenso
die Uebergangsbedingungen an den Zwischenstiitzen usw., sind nach Obigem
ohne Weiteres erfullt 2.

Fiir die Biegungslinie der Eigenschwingung sind die entsprechenden Bela-
stungen p dem Produkt qy aus Durchbiegung und schwingender Masse pro-
portional. Wihlt man somit lings der einzelnen Oeffnungen sinus- oder para-
belférmig verteilte Belastungen p, in den benachbarten Oeffnungen je von

1. Man vergleiche z. B. die Gl. 10 der in Fussnote 2) genannten Arbeit von Hohenemser
und Prager,.

2. Bei Verwendung von Polynomansiitzen zur angeniherten Darstellung der Biegelinie,
die in manchen Fillen mit Vorteil benutzt werden konnen, ist fiir jede Oeffnung ein beson-
derer Ansatz zu machen, da sonst die Unstetigkeiten in den Ableitungen von y an den
Stiitzen usw. nicht zu erfassen sind.
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entgegengesetztem Vorzeichen, und die Grosse der Belastungen dem annihernd
geschitzten Verhiltnis der Durchbiegungen in den betreffenden Oeffnungen
proportional, dann erhilt man nach Gleichung (4) eine fiir alle praktischen
Zwvecke ausreichende Genauigkeit der Frequenz. Zur Kontrolle oder Erzielung
emner noch grosseren Genauigkeit ist am einfachsten ein Iterationsverfahren zu
benutzen.

Als Beispiel seien fiir cine im Bau befindliche grosse kontinuierliche Voll-
wandbalkenbriicke mit drei Oeffnungen von 75 4 105 -+ 75 m Stitzweite
einige nach Gleichung (4) ermittelte Werte der Grundfrequenz milgeteiit.
Unter Beriicksichtigung des stark verinderlichen Tragheitsmomentes ! J und
des verinderlichen Eigengewichtes q (die Briicke selbst wurde ohne Nutzlast
angenommen) ergaben sich fiir verschiedene Verteilungen der Belastung p die
nachstehenden Zahlen. Die entsprechenden Belastungen und Biegungslinien
sind aus Abb. 1 zu entnehmen.

Fall Kreisfrequenz Schwingungszahl
win sek —1! in Hertz
1 5,64 0,897
2 5,46 0,869
3 5,33 0,848

Durch Iteration wurde die Schwingungszahl zu rund n = 0,84 Hertz gefun-
den, bei einer nur wenig von Fall 3 abweichenden Biegungslinie. Wird die
Briicke auf der ganzen Linge voll belastet, so wird etwan = 0,71 Hertz.

Die Werte o fir Fall 1 bis 3 liegen nahe beieinander, trotzdem die zugeho-
rigen Momenten- und Biegungslinien stark verschieden sind. Man vergleiche
hierzu die Abb. 1. Daraus ist zu erkennen, wie leicht nach der obigen Methode
Niherungswerte von grosser Genauigkeit erhalten werden kénnen.

Eine angeniherte Berechnung der Oberschwingungen des gleichen konti-
nuierlichen Tragers gab nahe aufeinander folgende Frequenzen. Wiihrend sich
die Schwingungszahlen bei einfachen Balken wie 1 : 4 : 9, verhalten, ist das
Verhiltnis fiir den vorliegenden kontinuierlichen Balken etwa 1:1 Sra i ..

Zum Schluss sei noch eine Bemerkung iiber die Berechnung der Eigenfre-
quenzen der I'ahrbahntafeln von Stahlkonstruktionen der iiblichen Bauweise
mit Lings- und Quertrigern gestattet. Diese Frequenzen hiingen in hohem
Masse davon ab, wie weit die Fahrbahnplatte mit den Lingstrigern zusam-
menwirkt.

Fiir das obige Beispiel ergab sich die Grundfrequenz der unbelasteten
Fahrbahn je nach den Annahmen iber die Grosse der Steifigkeit des aus
den eisernen Lingstrigern und der Kisenbetonplatte bestehenden elastischen
Systems zu n = 12 bis 22 Hertz. Die entsprechenden Grenzen fiir die
gleichmissig mit 300 kg/m2 belastete Fahrbahn sind n — 9,5 bis 18 Hertz.

Bei der Rechnung wurden die Quertriger als starr angenommen und Quer-
biegung der Hisenbetonplatte ausgeschlossen. Der Quertrigerabstand betrug
5,00 m. Esist anzunehmen, dass die tatsichliche Eigenfrequenz der Fahrbahn-
tafel nahe an der oberen Grenze liegt, doch kann diese Frage wohl nur durch

1. Fir den Haupttriger dieser konlinuierlichen Briicke ist ek — 30 J.
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Beobachtungen an ausgefiithrten Bauwerken geklart werden. Aus verschiedenen
Griinden dirften dabei zeitlich etwas verianderliche Werte zu erwarten sein,
auch wiire der in.dem Referat Bleich erwihnte Einfluss der elastischen Lage-
rung zu studieren.

Traduction.

La méthode de Lord Rayleigh convient particulicrement bien pour le caleul
des fréquences propres des systémes élastiques de barres, tels que les poutres
continues et les cadres & parois pleines. Cette méthode a été développée
encore, assez récemment, a la suite de différents travaux, sur lesquels il est
intéressant d’attirer 1'attention 1.

Si l'on connait la ligne élastique y = y (2) de la barre dans le cas de 1'os-
cillation propre, on peut calculer la pulsation o de 'oscillation, suivant Lord
Rayleigh, d’aprées I'équation :

S Ely"2de
T e — 1
) [Zy2dl‘ ( )
g

équation dans laquelle on désigne par :

E I la rigidité de flexion, qui dépend de la position @ de la section trans-
versale considérée de la barre;

g l'accélération de la pesanteur;

¢ le poids propre par unité de longueur, qui, dans le cas général, varie
avec x, plus la charge éventuelle.

Hohenemser et Prager? ont donné, pour v?, en fonction de M el de M”,
une expression qui correspond & celle de Rayleigh :

/1'% M2 d
T w® o
Rl

Pour des courbes de flexion y qui ne s’écartent que peu de l'oscillation
propre, les expressions (1) et (2) donnent des valeurs voisines. Pour le cas de
l'oscillation propre elle-méme, les deux expressions accusent la méme valeur
minimum.

Lorsqu’il s’agit de calculer d'une maniére approchée la fréquence, il est
nécessaire, tant avec l'expression de Rayleigh (1) quavec 1'équation (2) de
Hohenemser et Prager, de partir d'une courbe de flexion ou d’un diagramme
des moments estimés. Ktant donné le peu de dépendance qui existe entre le

w
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