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mouton et exercant la pression sur la membrure est cisaillée. Il a ét¢
possible de déterminer une fréquence de 5,13 Hertz.
essals de durée une fréquence de 3,5 & 4,0 Hertz.

Les mesures ont été faites au moyen de l'appareil déja cité du systeme
Meyer, ainsi qu'au moyen du miroir de Martens devant lequel étail intercalé

un second miroir. Les deux miroirs étaient inclinés a 450 p
lumineux. Il a é

ainsi
On a obtenu pour les

ar rapport au rayon
té ainsi possible d’éliminer pratiquement les erreurs dues a un
déplacement des deux extrémités de la barre d'essai dans le sens horizontal.
L’écart pour ces déplacements n’a été que de 2,4 minutes.

La disposition choisie dans ces essais a le grand avantage de provoquer des
contraintes en tout point semblables & celles qui sont produites dans la cons-
truction méme. Cela n’est Juste, il est vrai, que pour une charge théorique ne
créant que des oscillations sinusoidales. En ce moment, nous effectuons des

essails de comparaison sur une grande quantité d’assemblages soudés électrique-
ment ou rivés,

V3

THEORIE DES OSCILLATIONS DES PONTS ET CHARPENTES
THEORIE DER SCHWINGUNGSERSCHEINUNGEN AN TRAGWERKEN
THEORY OF THE OSCILLATIONS OF STRUCTURES

Dr. Ing. Friedrich BLEIGH, Baurat, Wien.

Voir « Publication Préliminaire »y p. 911, — Siehe « Vorbericht », S. 5i1.
See « Pecliminary Publication », p. 511.

Participants & la discussion
Diskussionsteilnehmer
Participants in the discussion :

Dr. phil. W. SPATH,

Barmen.

Die drei bei der Belastung eines Bauwerks auftretenden Gegenkriafte, niam-
lich die elastische Federkraft, die Trigheitskraft und die Reibungskraft wurden
bisher als linear mit der Verformung anwachsead vorausgesetzt. Kine einge-
hende Dynamik kann sich jedoch nicht mit der Annahme linearer Zusammen-
hinge begniigen, da infolge der hohen Auslastung von Bauwerken die fiirr die
mathematische Behandlung iibliche Beschriankung auf kleine Verformungen
nicht angingig ist.

Die fur die Bautechnik wichtigsten Eigenschaften solcher nichtlinearer
Schwingungen seien durch graphische Darstellungen kurz erlautert. In Abb. 1
sind die drei Einzelkrafte fiir verschiedene Betriebsbedingungen vektoriell
zusammengesetzt. Die Federkraft nehme hierbei gemiss der stark gezeichn.eten
Belastungs-Verformungslinie zu. Zur Bestimmung der Reibungskrifte sei der
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eingezeichnete Verlauf des Reibungswiderstandes zu Grunde gelegt. Die vom
Ursprung aus gezeichneten Geraden geben die Massenkrifte fiir verschiedene
Frequenzverhiltnisse an. Aus dieser Zusammenstellung lassen sich alle Fragen
beantworten.

In Abb. 2 ist der Zusammenhang der Schwingungsamplitude und der
hierfur nétigen Erregerkraft fiir verschiedene I'requenzverhiltnisse dargestellt.
(Die Frequenz 1 bedeutet hierbei die Eigenfrequenz des Bauwerks fiir sehr
kleine Schwingungsamplituden, die im rein elastischen Bereich bleiben.) IMtr
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Fig. 1. — Représentation vectorielle des caractéristiques de réaction ¢lastique, d'inertie et de
frottement interne — Vektorielle Zusammensetzung der elastischen Gegenkraft, der Massen-

krait und der Reibungskraft — Vectorial combination of elastic reaction, force due to mass, and
force due to friction.

Forces déwattées. Charge. Résistance de friction. Amplitude.

Wattlose Krifte. Belastung. Reibungswiderstand. Amplitude.

Watlless forces. Loading. Frictional resistance. Amplitude.

Fig. 2. — Variations de l'effort dynamique total en fonction de l'amplitude d’oscillation pour
diftérents rapports de fréquence = Verlauf der dynamischen Gesamlkraft in Abhingigkeit
von der Schwingungsamplitude fiir verschiedene Frequenzverhiltnisse = Curves showing the

dynamic total force in dependence on the amplitude of vibration for various conditions of fre-
quency.

Force totale. Amplitude.

Gesamtkraft. Amplitude.

Tolal force. Amplitude.

ein Frequenzverhiltnis von 0,8 z. B. nimmt die Erregerkraft mit der Amplitude
zunichst zu, erreicht hierauf ein Maximum, fallt dann zu einem Minimum ab,
um anschliessend wieder anzusteigen. Theoretisch kénnen also einer bestimm-
ten Erregerkraft drei ganz verschiedene Schwingungsamplituden entsprechen.
Das Gebiet zwischen Maximum und Minimum ist jedoch labil, so dass sich
praktisch bei steigender Erregerkraft ein pléstzlicher Sprung von A nach B und
entsprechend bei abnehmender Erregung ein Sprung von C nach D ergibt.
{Kipperscheinung !)

Aus Abb. 2 lassen sich fiir verschieden grosse Erregerkrifte die zugehori-
gen Resonanzkurven entnehmen (Abb. 3). Die niedrigste Resonanzkurve fur
eine sehr kleine Erregerkraft zeigt normales Verhalten, da auch die gréssten
Amplituden im Resonanzbereich noch innerhalb des elastischen Bereichs lie-
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gen. Die niachsten Resonanzkurven mit schrittweise gesteigerter Erregerkraflt
zeigen ein Ueberneigen nach tieferen Frequenzen. Auch diese Erscheinung ist
labil. Be1 allmihlich anwachsender Frequenz steigt praktisch die Amplitude
z.B. bis A, I'tir eine kleine Steigerung der Frequenz springt die Amplitude
dann plotzlich auf B. Umgekehrt fillt bei abnehmender Frequenz die Ampli-
tude plotzlich von C nach D..Bet den beiden héchsten Resonanzkurven wird
die Kipperscheinung durch den sehr stark zunehmenden Reibungswiderstand
allmihlich ausgefillt.

Das wichtigste Ergebnis dieser Untersuchung ist, dass bei Vorhandensein
nichtlinearer Verhiltnisse einer stetigen Aenderung eines Betriebsfaktors, wie
z.B. der Erregerfrequenz, der Erregerkraft, der Masse u.s.w. eine unstetige,
sprunghafte Aenderung der Schwingungsamplitude des Bauwerks entsprechen

-~
o

Fig. 3. — Relation entre 'amplitude d’oscillation et
la fréquence de l'effort d’excitation pour diffé-
rentes valeurs de cel effort d'excitation = Abhin-
gigkeit der Schwingungsamplitude von der Fre-
quenz der erregenden Kraft fiir verschieden grosse
Werte der erregenden Kraft = Dependence of the
amplitude of oscillation on the frequency of the
exciting impulse, for various large values of the
exciling impulse,
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kann. Durch eine geringe Verinderung der Betriebsfalttoren kann eine
Erhohung der Schwingungsamplitude auf das Mehrfache auftreten.

Fir den speziellen Fall der Dynamik von Hisenbahnbriicken seien einige
Folgerungen zusammengestellt, um die Wichtigkeit derartiger Untersuchungen
fir die Frage des Stosskoeflizienten darzulegen. Inwieweit Briicken der ver-
schiedensten Konstruktion, Liegezeit, Beanspruchung nichtlineares Verhalten
zeigen, kann nur der Versuch ergeben.

1. Unter sonst gleichbleibenden Betriebsbedingungen kann lediglich durch
Aenderung der Grosse der dynamischen Erregerkraft eine sprunghafte Erhoh-
ung der Schwingungsamplitude der Briicke erfolgen. Diese Erhohung tritt nur
auf, wenn die Frequenz der erregenden Kraft, etwa infolge der Massenkrifte
des Lokomotivtriebwerks, tiefer liegt als die Eigenfrequenz der Briicke.

Zwel Lokomotivtypen, deren Massenkrifte sich wie 1:2 verhalten, brauchen
keinesfalls in allen Fiallen Schwingungen der Briicke im gleichen Verhaltnis
zu érzeugen. Die Lokomotive mil der grosseren Massenkraft kann eine mehr-
fach grossere Aufschaukelung verursachen.

2. Die Vergrisserung der schwingenden Masse einer Bricke bei der Ueber-
fahrt eines Zuges kann ebenfalls eine sprunghafte Erhohung der Briicken-
schwingungen auf das Mehrfache zur Folge haben.

3. Eine Briicke kann durch langsame Aenderung des Bauzustandes im Laufe
der Liegezeit plotzlich ein wesentlich anderes dynamisches Verhalten zeigen.
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k. Eine Steigerung der statischen Vorlast durch Erhohung der Zuglasten
kann eine Briicke sprunghaft wesentlich unruhiger machen.

Die bisherigen praktischen Untersuchungen von Bauwerken mit Iilfe von
Schwingungspriifmaschinen nach Spith-Losenhausen haben ergeben, dass
harmonisches Verhalten im allgemeinen fiir sehr kleine Erregerkrifte zu
erwarten ist. Eine Steigerung der Erregerkraft zeigt sehr schnell die Ausbil-
dung unharmonischer Erscheinungen, wie sie im Vorstehenden kurz beschrie-
ben wurden. An Eisenbahnbriicken wurde dies besonders von Herrn
Dr. Bernhard festgestellt.

Traduction.

Les trois réactions qui se manifestent lorsqu’'un ouvrage se trouve soumis
a une charge, c’est-a-dire la réaction élastique, I'inertie et le frottement interne
ont été considérées, jusqu'a maintenant, comme croissant linéairement avec
I'importancede la déformation. Une étude dynamique plus approfondie ne peut
toutefois pas se contenter de cette hypothése d’une relation linéaire, car étant
donné I'importance considérable des ouvrages actuels, il n’est plus possible de
se limiter a de petites déformations, ainsi qu'on a coutume de le faire dans
I'étude mathématique.

I1 est intéressant de préciser tout d’abord, par une représentation graphique,
les propriétés, essentielles pour la technique de la construction, de ces oscil-
lations non linéaires. On a groupé surla figure 1, en représentation vectorielle,
les trois forces particulieres correspondant a différentes conditions de service.
[a réaction d'élasticité augmente ici suivant la courbe charge-déformation tra-
cée en trait fort. Pour la détermination des efforts de frottement, on se basera
sur la variation indiquée de la résistance de frottement. Les droites tracées &
partir de l'origine indiquent les efforts d'inertie pour différents rapports de
fréquence. Cet ensemble de caractéristiques permet de répondre a toutes les
questions qui se posent.

La figure 2 traduit la relation entre 'amplitude des oscillations et les efforts
d’excitation qui sont nécessaires pour les produire, pour différents rapports de
fréquence (la fréquence 1 représente ici la fréquence propre d'oscillation de
I'ouvrage pourde trés petites amplitudes d’oscillation quirestent dans ledomaine
de 1'¢lasticité pure). Pour un rapport de fréquence de 0,8 par exemple, leffort
d’excitation nécessaire augmente tout d’abord avec l'amplitude, passe par un
maximum, puis tombe & un minimum, pour finir par augmenter & nouveau.
Théoriquement, & un efforl d’excitation déterminé, il correspond donc trois
amplitudes d’oscillation entiérement différentes. La zone comprise entre le
maximum et le minimum est toutefois labile, de sorte qu’en pratique, lorsque
Veffort d’excitation croit, on constate une saute brusque de A & B et récipro-
quement, lorsque 1'elfort d’excitation décroit, on constate une saute brusque
de C a D (phénomeéne de bascule).

A partir de la figure 2 et pour différentes valeurs des efforts d’excitation, on
déduit les courbes de résonance correspondantes (fig. 4). Pour un trés faible
effort d’excitation, la courbe de résonance inférieure posséde une allure nor-
male, car les amplitudes les plus élevées dans la zone de résonance setrouvent
encore & l'intérieur de la zone élastique. Lorsque l'effort d’excitation monte
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A

progressivement, les courbes de résonance suivantesaccusentune tendance vers
des fréquences plus faibles. Ce phénomene est également instable. Lorsque la
fréquence croit progressivement, I'amplitude augmente par exemple jusqu'a A.
Pour une faible augmentatien de la fréquence, cette amplitude saute ensuite
brusquement a B. Inversement, lorsque la fréquence diminue, I'amplitude
tombe brusquement de C a D. Pour les deux courbes de résonance supérieures,
le phénomene de bascule est progressivement étoullé par 'augmentation tres
accentuée de la résistance de frottement.

Le résultal le plus intéressant de cette recherche est que étant donné l'exis-
tence d'un rapport non linéaire, & une variation réculiére de 'un des facteurs,
comme par exemple la fréquence de 'excitation, Deffort d’excitation, la masse,
ete... ; 1l peut correspondre une variation non continue, désordonnée de l'am-
plitude d'oscillation de I'ouvrage. Sous linfluence d'une faible variation de
I'un des facteurs, peut se produire une augmentation de I'amplitude d’oscilla-
tion dans un rapport multiple du premier.

Dans le cas particulier que constitue la dynamique des ponts de chemins de
fer, il est intéressant d’examiner quelles peuvent étre les conséquences géné-
rales de ce qui précede, afin de faire ressortir I'importance des recherches de
cette nature en ce qui concerne la question du coellicient de choc. Seule, 1'étude
expérimentale peut montrer dans quelle mesure les ponts de différents types,
de différents ages et de dilférentes capacités ont un comportement non linéaire.

1. — Toutes condilions de service étant 1dentiques par ailleurs, une aug-
mentation désordonnée de l'amplitude d'oscillation du pont peut étre provo-
quce uniquement par une modification de la valeur de 'effort dynamique d’ex-
citation. Cette augmentation ne se produit toutefois que lorsque la fréquence
de l'effort d’excitation, par exemple sous l'influence des efforts mis en jeu par
la masse du mécanisme moteur des locomotives, se trouve plus basse que la
fréquence propre du pont.

Deux types de locomotives dont les masses meltronten jeu des efforts admet-
tant entre eux le rapport 1/2 peuvent fort bien provoquer dans le pont des
oscillations dont les amplitudes ne soient nullement dans le méme rapport. La
locomotive qui développe le plus gros effort d'inertie peut fort bien provoquer
des oscillations relativement beaucoup plus importantes.

2. — L’augmentation de la masse oscillante d'un pont au moment du pas-
sage d'un train peut également avoir pour conséquence une augmentation dis-
proportionnée des oscillations de ce pont, dans un rapport multiple.

3. — Avec le temps, et par suite d'une modification lente dans son état
elfectif, il peut fort bien se faire qu'un pont accuse brusquement une altéra-
tion sensible dans son comportement dynamique.

4. — Une augmentation de la charge statique initiale résultant d'une majo-
ration des charges roulantes peut compromettre brusquement, d'une maniére
sensible, la sécurité d’un pont.

Les études pratiques qui ont été effectuées jusqu'a maintenant sur des ouvrages
a l'aide de machines d’essai dynamique, systéme Spith-Losenhausen, ont
montré que 'on ne peut compter d'une maniére générale, sur un comporle-
ment dynamique suivant une loi harmonique, c’est-a-dire réguliére et sim’ple,
que lorsque les efforts d’excitation sont trés faibles. Sous l'influence d’une
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augmentation de leffort d’excitation on arrive trés rapidement 4 des phéno-
menes d’ordre inharmonique, tels que ceux qui ont été mis en évidence dans
ce qui précede. Ce faita d’ailleurs été établi, tout particuliérement en ce qui
concerne les ponts de chemin de fer, par le Dr. Bernhard.

Zusammenfassung.

An Hand von graphischen Darstellungen wird eine Erweiterung der Dyna-
mik von Bauwerken gegeben, wobei die meist tbliche Voraussetzung eines
linearen Zusammenhangs der Krafte mit der Verformung fallen gelassen
wird. Messungen mit Hilfe von Schwingungssprifmaschinen bestitigen die
Ergebnisse der theoretischen Ableitungen. Als wichtigstes Ergebnis sei ver-
merkt, dass einer stetigen Aenderung eines Betriebsfaktors eine unstetige,

sprunghafte Aenderuhg der Schwingungsamplitude des Bauwerks entspre-
chen kann.

Résumsé.

En s’appuyant sur des représentations graphiques, l'auteur montre quels
développements a subi la dynamique des constructions, développements d’ou
il résulte que I'hypothése couramment admise d’une relation linéaire entre les
efforts et les déformations doit étre abandonnée. Les mesures qui ont été eflec-
tuées a I'aide des machines d’essai dynamique confirment les résultats d’ordre
théorique. Parmi les résultats les plus importants, il faut signaler qu'une varia-
tion continue d’'un des facteurs de I'exploitation de I'ouvrage peut fort bien se
traduire sous la forme d'une variation disproportionnée et brusque de I'ampli-
tude des oscillations de 'ouvrage.

Summary.

With the aid of graphic representations, an extension of the dynamics of
structures is given, whereby the generally customary assumption of a linear
connection between the forces and the deformation is not made. Measurements
with the help of vibration testing machines confirm the results deduced theo-
retically. As most important result, be it noted that a continuous change in

one service factor may correspond to a discontinuous sudden change in the
amplitude of vibration of the structure.

J. W. SPILLER,

Chief Enginéer, Crown Agent for the Colonies, London.

With the conclusions of the Bridge Stress Committee appointed by the
Department of Scientific and Industrial Research as a foundation a theoretical
investigation of hammer blow effects has been carried out by members of my
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staff during the past two years. The primary object of the investigation was
the derivation of formulae suitable for application to Colonial Railway bridges,
which while simple in character would bring into account the more impor-
tant bridge and load characteristics.

The amount of engine hammer blow varies as the square of the speed and
the maximum impact effect will occur when the pulsations of the hammer
blow synchronise with the frequency of oscillation of the bridge.

For bridges of long span the number of oscillations per second is less than
the maximum speed of the driving wheels in revolutions per second and syn-
chronisation will only occur at low speeds, i. e. when the amount of engine
hammer blow 1s small. The speed at which synchronism oceurs for long spans
will always correspond to the frequency of the fully loaded bridge, com-
monly known as the lower critical speed.

In bridges of moderate span full synchronism will also occur but the value
of the lower critical speed for these spans will be higher than for long spans.
Furthermore synchronism might occur at the upper critical speed approxi-
mating to the frequency of the unloaded bridge. The amount of engine hammer
blow for moderate spans oscillaling at these high speeds is therefore relati-
vely large.

For bridges of small span the critical speed of bridge oscillation in periods
per second will exceed any possible speed of the engine in revolutions per
second and only partial synchronism of the hammer blow impulses with the
frequency of bridge oscillation can occur.

For a complete range of spans with any given loading and hammer blow
there are five possible conditions of bridge oscillation as enumerated below,
only one of which will produce the maximum impact effect on any particular
span.

1) Maximum oscillation may occur at the Lower Critical Speed with the
springs of the locomotives ‘¢ locked ” by spring friction.

2) Maximum oscillation may occur at the Lower Critical Speed with the
springs acting.

3) Maximum oscillation may occur at the Upper Critical Speed with the
springs acting.

&) Maximum oscillation may occur at the Limiting Speed of revolution of
the locomotive driving wheels with the springs acting.

5) Maximum oscillation may occur at the Limiting Speed with the springs
¢“ locked 7’ by spring friction.

Formulae have been derived for each of the five states of bridge oscillations
in terms of the more important bridge and load characteristics and these for-
mulae have been simplitied to become functions of the following elements
only :

Bridge mass.

Free frequency.

Span length.

Engine hammer blow.

Axle loads.
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Selective formulae were also derived to determine which of the five possible
states of bridge oscillation is applicable in any particular case.

With the aid of the simplified formulae curves have been plotted for a wide
variation of bridge masses and free frequencies, axle loads and hammer
blows and for a given minimum diameter of driving wheel and further curves
were drawn enveloping all mass frequency combinations to cover the maxi-
mum impacl elfects for each of the loadings considered. Finally a formula
was derived to satisfy all these enveloping curves. The formula is expressed
as an impact factor allowance in the familiar form of a proportion of the maxi-
mum live load and in terms of three elements only :

Engine hammer blow at some constant speed.
Axle loads.

Span length.

A paper dealing fully with the investigation outlined above will, it is
hoped, be read shortly before the Institution of Civil Engineers.

Traduction.

En partant des conclusions formulées par le Bridge Stress Committee, sub-
ventionné par le Department of Scientific and Industrial Research, a titre de
fondation, une étude théorique de l'ellet de choc a été effectuée par certains de
mes Collaborateurs au cours de ces deux derniéres années. L’objet initial de
ces recherches était d’élaborer des formules susceptibles d’étre mises en appli-
cation pour le calcul des ponts des chemins de fer coloniaux ; ces ouvrages,
quoique présentant un caractére de simplicité, offrent cependant les caractéris-
tiques les plus accusées.

L'importance de l'effet de choe produit par la locomotive varie comme le
carré de la vitesse et l'influence d'impact résultante est maximum lorsque les
pulsations produites par les machines sont en synchronisme avee la fréquence
d’oscillation du pont.

Pour les ponts de grande portée, le nombre d’oscillations par seconde est
inférieur a la vitesse maximum des roues motrices en tours par seconde et le
synchronisme ne peut se produire qu'aux faibles vitesses, c'est-a-dire lorsque
Vimportance de I'effet de choc pulsatoire produit par la machine est faible. La
vitesse pour laquelle se produit le synchronisme dans les ponts a grande por-
tée correspondra toujours a la fréquence d’oscillation du pont & pleine charge
et est dénommée vitesse critique inférieure.

Dans les ponts de portée moyenne, le synchronisme complet peut égale-
ment se produire, mais la valeur de la vitesse critique inférieure, pour ces por-
tées, est plus élevée que pour les grandes portées. En outre, le synchronisme
peut se produire & la vitesse critique supéricure, qui correspond i peu prés a
la fréquence du pont non chargé.

Pour les ponts de faible portée, la vitesse critique d’oscillation du pont, en
période par seconde, dépasse toute vitesse possible de la machine en tours par
seconde ; seul, un synchronisme partiel peut se produire entre les effets d'im-
pulsion produits par la machine et la fréquence d’oscillation du pont.

Pour une gamme compléte de portées, pour toute charge et pour toute impor-
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tance de l'effet de choc pulsatoire exercé par la machine, il existe cinq condi-
tions pour lesquelles peut se produire l'oscillation maximum du pont, une
seule de ces conditions étant susceptible de produire l'effet de choc maximum
pour une portée déterminée. i

1. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse critique inférieure,
les ressorts des locomotives étant bloqués par le frottement.

2. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse critique inférieure,
les ressorts étant en action.

3. — Loscillation maximum peut se produire a la vilesse critique supé-
rieure, les ressorts étant en action.

4. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse limite de rota-
tion des roues motrices de la locomotive, les ressorts étant en action.

5. — L’oscillation maximum peut se produire a la vitesse limite, les res-

sorts étant blogqués par le frotlement.

Des formules ont été établies pour chacun des cinq cas d’oscillation du pont,
dans lesquelles on a fait rentrer les caractéristiques les plus importantes des
ponts et des charges; ces formules ont été ensuite simplifiées, de maniere a
ne laisser subsister que les éléments ci-dessous :

Masse du pont. — Fréquence propre. — Longueur de la portée. — Ellet de
choc pulsaloire exercé par la locomotive. — Charges sur les essieux.

Des formules particulieres ont été également ¢tablies pour permetire de déter-
miner laquelle des cinq conditions d'oscillation du pont peut étre appliquée
dans un cas particulier déterminé.

En partant des formules simplifiées, on a tracé des courbes intéressant une
gamme trés étendue de masses de ponts et de fréquence propres d'oscillation,
de charges par essieu et d'effets de choc dus aux machines, cela pour un dia-
meétre minimum donné pour les roues motrices ; d'autres courbes se rapportent
a toutes les combinaisons possibles entre les masses et les fréquences, couvrant
les elfets de choc maxima pour chacune des charges considérées. Linlin, une
formule a été établie pour représenter toules ces enveloppes. Cette formule
est exprimée sous forme de valeur admissible pour le coefficient de choc ; on
a adopté la forme habituelle d’un rapport a la charge roulante, en fonction de
trois éléments seulement :

Effet de choc pulsatoire produit par la machine ;

Charge sur les essieux ;

Longueur de la portée.

On pense qu'un mémoire, exposant dans leur détail les investigations qui
viennent d’étre esquissées, pourra étre présenté prochainement a I'Institution
of Civil Engineers.

Dr. Ing. I'. SCHLEICHER,

Professor an der Technischen Hochschule Hannover,

Fiir die angeniherte Berechnung der Eigenfrequenzen von elastischen Stab-
systemen, wie z. B. von kontinuierlichen Balken und Vollwandrahmen, ist die
Methode von Lord Rayleigh besonders gut geeignet. Diese Methode ist in der
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letzten Zeit durch verschiedene Arbeiten weiterentwickelt worden, sodass auf
sie hingewiesen werde !.

Ist die Biegungslinie y =y (x)des Stabes fiir die Eigenschwingung bekannt,
s0 kann die Kreisfrequenz w der Schwingung nach Lord Rayleigh aus der Glei-

chun
. (B3 37 do

/‘iyzd:v
J g

berechnet werden. Darin bedeutet EJ die von der Stelle x des Stabes abhéngige
Biegungssteifiglkeit, g die Erdbeschleunigung und  das im allgemeinen Falle
mit x verinderliche Eigengewicht je Langeneinheit, einschliesslich der even-
tuellen Belastung.

Einen dem Rayleighschen Ausdruck (1) entsprechenden Wert fiir w? als

Funktion von M und M” haben Hohenemser und Prager angegeben?. Es
ist danach

[.Lq M dx
(2) wt=d

Y do
[

Fir Biegungslinien y, die nur wenig von der Eigenschwingung abweichen,
geben die Ausdriicke (1) und (2) nahe bei «? liegende Werte. Fur die Figen-
schwingung selbst nehmen beide Ausdriitke den gleichen Minimalwert an.

Sowohl der Rayleighsche Ausdruck (1), wie auch die Gleichung (2) von
Hohenemser und Prager machen bei der Anwendung zur angeniherten Berech-
nung der Frequenz die Schitzung einer Biegungslinie bzw. einer Momenten-
linie notwendig. Infolge der geringen Abhingigkeit des Ergebnisses von der
Funktion y (x) erhalt man unter normalen Verhiltnissen auch bei einer grosse-
ren Abweichung der Schitzung von der tatsichlichen Eigenschwingung noch
eine brauchbare Anniherung. Wenn jedoch die Biegungssteitigkeit 1IJ des
Stabes lings der Achse x in weiten Grenzen variiert, konnen die Schitzungen
fir y (x) leicht einen bedeutenderen Fehler zur Folge haben. In solchen Fallen
empliehlt sich der nachstehend skizzierte Weg.

Wir formen die Rayleighsche Gleichung (1) fiir diesen Zweck etwas um. Mit

(3) Ely"=M
folgt aus Gleichung (1)
dx
e

(&) W=
4 v
S5

1. F. Prerrrer, Elastokinetik, Handbuch der Physik, Bd. IV, Berlin 1928.

Th. Porscur, Ueber die angeniherte Berechnung der Schwingzahlen von Rahmentriigern,
Ingenieur-Archiv, I. Band, 1930.

K. Krotrer, Ueber die Eigenschwingzahlen der elastischen Querschwingungen belasleter
Saiten, Stiibe, Membranen und Platten. Ingenieur-Archiv, 1. Band, 1930.

2. K. Honenemser und W. Pracer, Ueber das Gegenstiick zum Rayleighschen Ver-
fahren der Schwingungslehre, Ingenieur-Archiv, 111, Bd. 1932.

(1)
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worin M (x) die zu der Biegungslinie y (x) gehorige Momentenlinie bedeutet.
Man erkennt in IMQ ffE_”J den Ausdruck fiir die doppelte von den Biegungs-

momenten M (x) geleistete Arbeit, die der Verschiebungsarbeit der Belastungs-
krafte p gleich ist. Die Beziehung (4) kann somit als eine neue Form der
Gleichung von A, Morley ! aufgefasst werden. e

Der Rechnungsgang zur Ermittlung der Eigenfrequenz, z. B. [iir einen konti-
nuierlichen Triger, gestaltet sich damit folgendermassen. Fiir eine geeignete
Querbelastung des Stabes werden die Biegungsmomente M (x) bestimmt, und
damit, etwa als Seilpolygon nach den bekannten Methoden der Baustatik, die
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Fig. 1. — Conditions de charge admises et courbes élastiques pour la poutre continue.

Belastungsannahmen und Biegungslinien fiir den kontinuierlichen Tréger.
Appui = Stiitze = Support.
Milieu de la poutre = Triigermitte = Centre of girder.

Biegungslinie y (x). Ein angeniherter Wert der Kreisfrequenz w ergibt sich
mit den so ermittelten, zusammengehérigen Grossen M und y durch Einsetzen
in Gleichung 4.

Die Intensitit der Belastung spielt keine Rolle. Ihre Verteilung ist so zu
withlen, dass man sich der wahrscheinlichen Form der Eigenschwingung
moglichst annihert. Die dem System eigentiimlichen Randbedingungen, ebenso
die Uebergangsbedingungen an den Zwischenstiitzen usw., sind nach Obigem
ohne Weiteres erfullt 2.

Fiir die Biegungslinie der Eigenschwingung sind die entsprechenden Bela-
stungen p dem Produkt qy aus Durchbiegung und schwingender Masse pro-
portional. Wihlt man somit lings der einzelnen Oeffnungen sinus- oder para-
belférmig verteilte Belastungen p, in den benachbarten Oeffnungen je von

1. Man vergleiche z. B. die Gl. 10 der in Fussnote 2) genannten Arbeit von Hohenemser
und Prager,.

2. Bei Verwendung von Polynomansiitzen zur angeniherten Darstellung der Biegelinie,
die in manchen Fillen mit Vorteil benutzt werden konnen, ist fiir jede Oeffnung ein beson-
derer Ansatz zu machen, da sonst die Unstetigkeiten in den Ableitungen von y an den
Stiitzen usw. nicht zu erfassen sind.
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entgegengesetztem Vorzeichen, und die Grosse der Belastungen dem annihernd
geschitzten Verhiltnis der Durchbiegungen in den betreffenden Oeffnungen
proportional, dann erhilt man nach Gleichung (4) eine fiir alle praktischen
Zwvecke ausreichende Genauigkeit der Frequenz. Zur Kontrolle oder Erzielung
emner noch grosseren Genauigkeit ist am einfachsten ein Iterationsverfahren zu
benutzen.

Als Beispiel seien fiir cine im Bau befindliche grosse kontinuierliche Voll-
wandbalkenbriicke mit drei Oeffnungen von 75 4 105 -+ 75 m Stitzweite
einige nach Gleichung (4) ermittelte Werte der Grundfrequenz milgeteiit.
Unter Beriicksichtigung des stark verinderlichen Tragheitsmomentes ! J und
des verinderlichen Eigengewichtes q (die Briicke selbst wurde ohne Nutzlast
angenommen) ergaben sich fiir verschiedene Verteilungen der Belastung p die
nachstehenden Zahlen. Die entsprechenden Belastungen und Biegungslinien
sind aus Abb. 1 zu entnehmen.

Fall Kreisfrequenz Schwingungszahl
win sek —1! in Hertz
1 5,64 0,897
2 5,46 0,869
3 5,33 0,848

Durch Iteration wurde die Schwingungszahl zu rund n = 0,84 Hertz gefun-
den, bei einer nur wenig von Fall 3 abweichenden Biegungslinie. Wird die
Briicke auf der ganzen Linge voll belastet, so wird etwan = 0,71 Hertz.

Die Werte o fir Fall 1 bis 3 liegen nahe beieinander, trotzdem die zugeho-
rigen Momenten- und Biegungslinien stark verschieden sind. Man vergleiche
hierzu die Abb. 1. Daraus ist zu erkennen, wie leicht nach der obigen Methode
Niherungswerte von grosser Genauigkeit erhalten werden kénnen.

Eine angeniherte Berechnung der Oberschwingungen des gleichen konti-
nuierlichen Tragers gab nahe aufeinander folgende Frequenzen. Wiihrend sich
die Schwingungszahlen bei einfachen Balken wie 1 : 4 : 9, verhalten, ist das
Verhiltnis fiir den vorliegenden kontinuierlichen Balken etwa 1:1 Sra i ..

Zum Schluss sei noch eine Bemerkung iiber die Berechnung der Eigenfre-
quenzen der I'ahrbahntafeln von Stahlkonstruktionen der iiblichen Bauweise
mit Lings- und Quertrigern gestattet. Diese Frequenzen hiingen in hohem
Masse davon ab, wie weit die Fahrbahnplatte mit den Lingstrigern zusam-
menwirkt.

Fiir das obige Beispiel ergab sich die Grundfrequenz der unbelasteten
Fahrbahn je nach den Annahmen iber die Grosse der Steifigkeit des aus
den eisernen Lingstrigern und der Kisenbetonplatte bestehenden elastischen
Systems zu n = 12 bis 22 Hertz. Die entsprechenden Grenzen fiir die
gleichmissig mit 300 kg/m2 belastete Fahrbahn sind n — 9,5 bis 18 Hertz.

Bei der Rechnung wurden die Quertriger als starr angenommen und Quer-
biegung der Hisenbetonplatte ausgeschlossen. Der Quertrigerabstand betrug
5,00 m. Esist anzunehmen, dass die tatsichliche Eigenfrequenz der Fahrbahn-
tafel nahe an der oberen Grenze liegt, doch kann diese Frage wohl nur durch

1. Fir den Haupttriger dieser konlinuierlichen Briicke ist ek — 30 J.
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Beobachtungen an ausgefiithrten Bauwerken geklart werden. Aus verschiedenen
Griinden dirften dabei zeitlich etwas verianderliche Werte zu erwarten sein,
auch wiire der in.dem Referat Bleich erwihnte Einfluss der elastischen Lage-
rung zu studieren.

Traduction.

La méthode de Lord Rayleigh convient particulicrement bien pour le caleul
des fréquences propres des systémes élastiques de barres, tels que les poutres
continues et les cadres & parois pleines. Cette méthode a été développée
encore, assez récemment, a la suite de différents travaux, sur lesquels il est
intéressant d’attirer 1'attention 1.

Si l'on connait la ligne élastique y = y (2) de la barre dans le cas de 1'os-
cillation propre, on peut calculer la pulsation o de 'oscillation, suivant Lord
Rayleigh, d’aprées I'équation :

S Ely"2de
T e — 1
) [Zy2dl‘ ( )
g

équation dans laquelle on désigne par :

E I la rigidité de flexion, qui dépend de la position @ de la section trans-
versale considérée de la barre;

g l'accélération de la pesanteur;

¢ le poids propre par unité de longueur, qui, dans le cas général, varie
avec x, plus la charge éventuelle.

Hohenemser et Prager? ont donné, pour v?, en fonction de M el de M”,
une expression qui correspond & celle de Rayleigh :

/1'% M2 d
T w® o
Rl

Pour des courbes de flexion y qui ne s’écartent que peu de l'oscillation
propre, les expressions (1) et (2) donnent des valeurs voisines. Pour le cas de
l'oscillation propre elle-méme, les deux expressions accusent la méme valeur
minimum.

Lorsqu’il s’agit de calculer d'une maniére approchée la fréquence, il est
nécessaire, tant avec l'expression de Rayleigh (1) quavec 1'équation (2) de
Hohenemser et Prager, de partir d'une courbe de flexion ou d’un diagramme
des moments estimés. Ktant donné le peu de dépendance qui existe entre le

w

1. F. Prewrer, Elastokinetik, Handbuch der Physik, Vol. VI, Berlin, 1928.

Th. Poéscur, Ueber die angenitherte Berechnung der Schwingzahlen von Rahmentrii-
gern, Ing.-Arch., Vol. I, 1930.

K. Krorrer, Ueber die Eigenschwingzahlen der elastischen Querschwingungen belaslete
Saiten, Stibe, Membranen und Platten. Ing.-Arch., Vol. I, 1930.

2. Honenemser el Pracer, Ueber das Gegenstiick zum Rayleighschen Verfahren der
Schwingungslehre, Ing.-Arch., Vol. III, 1932.
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résultat et la fonction y (z), on obtient encore une approximation suffisante,
dans des conditions normales, et méme en cas d’écart important entre 1'esti-
mation et loscillation propre effective. Si toutefois la rigidité de flexion E I
de la barre varie le long de I'axe des z dans d’assez larges limites, les esti-
mations effectuées pour y (x) peuvent avoir pour conséquence, assez facile-
ment, une erreur importante. Iin pareil cas, il est & recommander de suivre
la marche indiquée brievement ci-aprés.
On transforme quelque peu l'équation de Rayleigh (1) pour le cas consi-
déré. De :
Ely"=M (3)

on déduit, en tenant compte de I'équation (1) :

(&)

\

équation dans laquelle M (#) désigne la courbe des moments correspondant
a la courbe de flexion y (x).

d : )
On reconnait dans sz E—JIC le double du travail fourni par les moments de

flexion M (), qui est équivalent au travail de déformation des efforts mis en
jeu par la charge. La relation (4) peut donc étre considérée comme une nou-
velle forme de l'équation de A. Morley !.

La marche & suivre pour le calcul de la fréquence propre, par exemple
pour une poutre continue, se développe par suite de la maniére suivante. Pour
une charge transversale appropriée de la barre, on détermine les moments
fléchissants M (), puis a partir de ces moments, la courbe de flexion y (),
en la traitant en quelque sorte comme un polygone funiculaire suivant la
méthode connue de la statique. En reportant les valeurs ainsi déterminées et
correspondantes de M et de y dans I'équation (4), on peut déterminer une
valeur approchée pour la pulsation o.

La valeur méme de la charge n’a aucune influence. Sa répartition doit étre
choisie d'une maniere telle que 'on se rapproche dans toute la mesure du pos-
sible de l'allure effective de l'oscillation propre. Les conditions propres au
systeme en ce qui concerne les bords, de méme que les conditions transitoires
aux appuis intermédiaires, etc..., sont remplies, d’aprés ce qui précede, sans
dispositions particulieres 2.

En ce qui concerne la ligne élastique correspondant a 'oscillation propre les
charges correspondantes p sont proportionnelles au produit ¢y de la flexion
et de Ja masse oscillante. Par suite, si l'on adopte, suivant les différentes tra-

1. Voir par exemple I'équation (10} de I'étude de Hohenemser et Prager faisant 'objet
de la note (2) précédente,

2. Lorsque l'on adople la représentation approchée par polynémes pour la courbe de
flexion, ce qui est avantageux dans de nombreux cas, il faut prévoir une expression par-
ticuliere pour chaque travée, faute de quoi il ne serait pas possible de faire intervenir les

particularités que présente y aux appuis, ete...
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vées, des charges réparties sinusoidalement ou paraboliquement, ayant, dans
deux travées voisines, des signes opposés, et si les valeurs des charges sont
proportionnelles au rapport déterminé d'une maniére approximative entre les
fleches dans les travées correspondantes, on obtiendra alors, pour la fréquence,
dans tous les cas de la pralique, une approximation suffisante en partant de
I'équation (4). A tilre de contrdle, ou si l'on veut obtenir une plus grande
précision, on procédera par itérations successives, procédé le plus simple.

A titre d'exemple, considérons un pont & poutres pleines continues, en
cours de construction, et qui posséde trois travées de 75 -+ 105 - 75 m. de
portée et pour lequel nous donnons ci-aprés quelques valeurs de la fréquence
propre déterminées d’aprés l'équation (4). Ces chiffres ont été obtenus pour
différentes valeurs de la charge p répartie, en tenant compte des variations
trés accusées du moment d'inertie 1! et des variations du poids propre (on a

considéré le pont lui-méme sans charge utile). Les charges et lignes élastiques
correspondantes sont indiquées par la figure 1.

C X Pulsation o Fréquence n
4as n
ensec—1, en hertz
1 5,04 0,897
2 5,46 0,869
3 5,33 0,848

Par ilération, on a trouvé, pour la fréquence d’oscillation environ n = 0,84
hertz, pour une ligne élastique ne s’écartant que peu du cas 3. Si le pont est
chargé sur toute sa longueur, on a environ n = 0,71 hertz.

Les valeurs de o pour les cas 1 et 3 sont voisines I'une de I'autre, quoique
les moments et lignes élastiques correspondants accusent des divergences assex
prononcées. Voir a ce sujet la figure 1. On voit combien, avec la méthode ci-
dessus, 1l est facile d’obtenir des valeurs approchées présentant une bonne
précision.

Un calcul approché des oscillations harmoniques supérieures, pour la méme
poutre continue, a donné des fréquences se succédant a intervalles assez rap-
prochés. Tandis que les fréquences pour les poutres simples sont dans le rap-
port 1 : 4 : 9 par exemple, on obtient, pour la poutre continue ci-dessus
(s L

Enfin, pour conclure, quil soit permis une remarque au sujet du calcul des
fréquences propres des tabliers des ponts de chemin de fer en construction
métallique, suivant la disposition habituelle comportant des poutres longitudi-
nales et transversales. Ces fréquences dépendent dans une large proportion
de la réaction qui s’exerce entre le tablier proprement dit et les poutres longi-
tudinales.

Pour l'exemple ci-dessus, on a obtenu, pour la fréquence propre fonda-
mentale de la voie non chargée, des valeurs de n comprises entre 12 et
22 hertz, suivant les hypothéses concernant la valeur de la rigidité du sys-
teme élastique constitué par les poutres métalliques longitudinales et le pla-
telage en béton armé. Les valeurs limites correspondantes pour le n du tablier

1. Pour la poutre principale, on a pour ce pont continu : max [ — 9. min I.
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uniformément chargé a raison de 500 kg/m? sont comprises entre 9,5 et
18 hertz.

Pour effectuer les calculs, on a supposé que les poutres transversales étaient
rigides et on a négligé la flexion dans le sens transversal du platelage en
béton armé. L’intervalle entre les poutres transversales atteignait 5,00 m. Il
est & supposer que la fréquence propre effective du tablier de la voie est voi-
sine de la limite supérieure ci-dessus ; toutefois, ce point ne peut étre élucidé
ue par des observations sur l'ouvrage terminé. Pour différentes raisons, il
faut toutefois s’attendre & trouver des valeurs effectives variables dans le
temps ; il conviendrait également d'étudier l'influence de I'élasticité des appuis,
influence signalée dans le rapport Bleich.

Dr. St. de KUNICKI,

Professeur a I'licole Polylechnique, Varsovie.

A la suite des exposés de M. le Conseiller supérieur Homann et de
M. le Dr Bleich, l'auteur apporte son approbation au projet présenté par
M. Homann et ayant pour but de poursuivre I'élude de la dynamique des
ouvrages, tant du point de vue théorique que du point de vue expérimental.
Les coefficients de choc adoptés dans les dilférents pays ne représentent en
effet que des valeurs approchées. Il importerait donc de pouvoir remplacer ces
coefficients par des valeurs qui cadrent mieux avec la réalité effective. Jusqu’a
maintenant, on s’est contenté d’additionner les influences élémentaires, faute
de savoir de quelle maniére composer ces différentes influences dynamiques.

Parmi les facteurs & considérer, les joints des rails jouent un réle primordial,
ainsi que 'état d'usure variable des bandages des roues; pour les ponts de
faible portée, ces deux influences interviennent a elles deux pour moitié¢ dauns
le coefficient de choc. On a proposé différentes solutions, telles que I'emploi
de rails de grande longueur, les joints soudés (Voir Cambournac : Congrés
International des Ponts et Charpentes de Vienne, 1928), I'interposition de
pieces élastiques entre rails et infrastructure (caoutchouc ou feutre comprimé,
ainsi quil a été adopté pour les ponts russes) ; toutefois, ces dispositions n’ont
pas donné des résultats plus intéressants, du point de vue économique, que
I'adoption de coefficients de choc majorés dans certaines proportions.

Dr.-Ing. A. CHMIELOWIEC,

Ecole Polytechnique, Lwow.

Sous l'influence de la charge permanente, un élément quelconque dune
charpente ou d'un pont subit une faligue statique ; sous I'influence de la charge
mobile, 1l subit en plus d’'une fatigue statique une fatigue dynamique. Donc
le poids mobile est plus dangereux que le poids permanent. On ne doit pas
traiter de la méme facon les deux fatigues provenant du poids perma-
nent et du poids mobile. On ne doit pas exiger que leur somme ne dépasse
pas une valeur donnée, comme le font la plupart des réglements de divers
pays. Avant de les ajouter l'une & l'autre il faudrait réduire les deux
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faligues (celle du poids permanent et celle du poids mobile) & une fatigue
statique. On peut le faire en multipliant la charge mobile par un coeflfi-
cient plus grand que l'unité. Clest ainsi qu'on tient compte a la fois d'un
autre facteur : c’est que la charge mobile augmente presque chaque année (&
cause du développement rapide de la circulation) tandis que la charge perma-
nente ne peut pas varier. En multipliant la charge mobile par un coelficient
plus grand que l'unité dans le calcul d'une construction on réserve l'avenir,

Je me suis occupé du. reglement polonais concernant le taux de fatigue pour
les ponls en béton et en béton armé. J'ai proposé d'admettre les mémes faux
de fatigue pour les ponts que pour les charpentes, mais de multiplier la charge
mobile des ponts-routes par 1,5 et celle des ponts-rails par 2. Ma proposition
a été bien accueillie par le Congrés du Béton Armé qui a eu lieu a Varsovie le
21-22 novembre 1931, et il est bien probable qu’elle sera définitivement aceep-
tée par les autorités gouvernementales dans le nouveau reglement.

J'al trouvé que les dimensions des poutres des ponts moyens restent les
mémes d’'aprés le nouveau reglement que d’'apres l'ancien. Les dimensions des
petits ponts, des poutres et des dalles du tablier, comme il ressort des calculs
d’aprés I'ancien réglement, sont trop faibles, étant données I'influence dynamique
et 'augmentation constante des poids mobiles. Aussi a-t-on proposé de réduire
le taux de fatigue pour les dalles du tablier des ponts-routes de 15 °/o et celui
des ponts-rails de 20 °/o. C'est un remede artificiel, utile il est vrai mais loin
d’étre suffisant. Il n’est pas nécessaire dans le nouveau réglement. Ici la réduc-
tion des taux de fatigue pour les petits ponts et pour les éléments du tablier
'se fait automaliquement parce que le rapport de la charge mobile i la charge
totale va en croissant quand la portée diminue ; et c’est justement la réduction
de 15 °/, pour les dalles du tablier des ponts-routes et celle de 20 °/, pour les
ponts-rails qui se fait automatiquement d'apres le nouveau réglement.

D apres Pancien réglement les ponts en béton de grande portée ne sont pas
possibles & cause du taux de fatigue trop petit. Ieci le poids mobile ne joue
presque aucun role, méme si on le multiplie par 1,5 ou par 2. Clest la charge
permanente qui importe et pour les vottes encastrées s'ajoutent encore la
température et le retrait. Le fait que le nouveau reglement permet ici d’admettre
un taux de fatigue, beaucoup plus élevé, comme on l'admet pour les char-
pentes. aura une trés grande répercussion, car il rendra possible la construc-
tion de grands ponts comme on en construit en France ou ailleurs.

Pour rendre possible la construction de ponts de grande portée, les régle-
ments de quelques pays élévent leurs taux de fatigue. Ce remede pose
immédiatement une question délicate : quelle est la portée limite aprés laquelle
on pourra admettre le taux de fatigue élevé? Cette question est évitée heu-
reusement dans le nouveau réglement polonais. On n’a pas besoin d’insister
sur le fait que ce réglement est a la fois pratique, rationnel, simple et général.
Il me semble que c’est la la voie que doivent suivre & l'avenir les reglements
concernant le taux de fatigue & admettre pour les pouts. Je ne vois aucune
raison pour que les taux de fatigue des ponts doivent différer de ceux des
charpentes. Il suffit de multiplier la charge mobile par un coeflicient qui est

a établir séparément pour les ponts-routes et pour les ponts-rails et séparé-
ment pour chaque matériau.
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