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TRADUCTION

par M. Gossieaux, Ing., Paris.

I. L'importance du probleme des dalles
dans les ouvrages en bgton arm6.

Les elements de la charpente metallique sont en general constitues par des

poutres, dont les contraintes sont caracterisees d'une maniere exacte par un
regime d'efforts interessant une seule dimension. Par contre, dans le beton

arme, les planchers, les poutres et les poteaux sont assembles les uns aux
autres, presqu'exclusivement. dune maniere rigide. II en resulte quau lieu
d'un appui libre, on a le plus souvent nflaire, pour les poutres, ä un encastrement

partiel. En coupe longitudinale, la charpente se comporle comme un
cadre ; en outre, dans le plan, la dalle rectangulaire est assemblee dune
maniere rigide avec les poutres, de sorle que son regime de charge interesse
les deux dimensions. Gracc aux progres qu'a realises la stalique de la
construction, au cours des vingt premieres annees de notre siecle, le calcul des
elements en forme de cadre a ete developpe d'une maniere satisfaisante.
Par contre, le calcul des dalles en beton arme est lie dune rnanieie tres etroite
aux caracterisliques particulieres des materiaux utilises ; le calcul de l'epaisseur

des dalles et de la section des armatures, de meme que l'etude de la dis-
position de ces armatures ne pourront progresser que sur la base d'essais effectues

sur des elements de dimensions normales. Les planchers-champignons
constituent le groupement des deux elements caracterisliques des constructions
en beton arme, la dalle armee en croix et le poleau ; ils se comportent donc ä

la fois comme cadres et comme dalles et leur etude devra etre eflectuee en les
considerant comme elements dossatuie, pour les tranches qui sont immedia-
tement voisinesdes poteaux, et comme panneaux de plancher, pour les tranches
intermediaires.

I/etude de lVvolulion du beton arme permet de se rendre compte de la
nrcessile oü Ton s'est trouve de s'appm er jusqu ä maintenant sur les piincipes
statiques simples qui s'appliquent aux poutres et aux elements de dalles, ainsi

quaux elements de voütes et qui interviennent en construction metallique,
quoique ces principes ne soient pas suflisants pour le calcul du beton aime.
Lavenir du beton est en eilet dans les systemes a deux dimensions, tel que
les dalles et les parois ineurvees minces, ou « coquilles». Le probleme de la
securite des poutres vis-ä-vis des efforts tranchants a fait Tobjet, depuis une
trentaine d'annees, d'etudes pratiques sufTisamment approfondies ; les resultats
obtenus ont mis en evidence l'insuffisance notoire de la poutre en beton arme
sous le rapport de la securite ä la fissuration ; le champ d'application de ce

Systeme ne pourra etre elargi que par une amelioration importante des

caracteristiques de resistance du beton ä la traction. On sait que pour le calcul de

toutes les parties des ouvrages de beton arme qui travaillent ä la flexion, on
admet une zone tendue fissuree et on calcule a la rupture, ä cause de la faible
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resistance du beton ä la traction. Cette methode de calcul s'applique aussi bien
aux poutres qu'aux dalles. Pour les dalles, on admet, dune maniere unanime,
qu'au-dessous de la charge de flssuration (phase I), elles se comportent comme
dalles homogenes, ou « isotropes». Par contre, la question suivante reste liti-
gieuse : par quelle methode statique peut-on exprimer, d'une maniere relative-
ment simple, l'etat complexe d'equilibre entre les efforts externes et les efforts
internes, apres l'apparition des fissures dans les dalles (phase II) et comment
doit-on faire intervenir la disposition des armatures? Une deuxieme question
se pose, jusqu'a maintenant negligee, et pourtant tout au moins aussi impor-
tante : quelle securite ä la flssuration peut-on admettre, dans les dalles, par
rapport aux poutres en beton arme Les essais qui sont decrits ci-apres doivent
contribuer ä elucider cette question.

II. Evolution des meHhodes de calcul
employges jusqu'a maintenant.

1. La methode de calcul la plus elementaire et la plus simple consiste ä

supposer la dalle decomposee en tranches constituant des poutres paralleles et
a calculer ces poutres comme reposant sur deux appuis ou plus, avec ou sans
encastrement aux extremites (premier stade d'evolution). Ce mode de calcul
conduit ä negliger l'influence, d'ailleurs favorable, des liaisons laterales (c'est-
ä-dire de la continuite laterale), que l'on considere alors seulernent comme
impliquant une marge de securite supplementaire. Pour assurer effectivement,
dans la construction, l'existence de ces liaisons laterales, les reglements alle-
mands pour le beton arme (1925. Section 1 i, chapitre 10, paragraphe 2)
prevoient des fers de repartiticn, constitues par 4 fers ronds de 7 mm. de diametre

par metre de largeur. Les reglements concernant les ponts (D.I.N. 1075. Section

6, chapitre 1) imposent un renforcement par armatures transversales encore
plus importantes, lorsquil y a lieu de prevoir une repartition tres etendue des

charges. Cette mHhode de calcul par sectioanement des d:illes presente l'avan-
tage d'une plus grande simplicite, mais eile a Tinconvenient d'etre en contra-
diction formelle avec le caractere monolithique de la dalle.

2. Le deuxieme stade d'evolution consiste ä considerer la dalle comme
decomposee en tranches perpendiculaires admettant ä leur point d'intersection
le meme flechissement:

Cx r, (i)
Cette methode peut etre consideree comme constituant la base de la theorie
des dalles. Si Ton designe par : (figure 1) X ly: lx le rapport qui caracterise
l'etroitesse de la dalle ; et a, ß les degres respectifs d'encastrement; on a, pour
les flechissements des deux tranches * :

1. qx — qy et q designent ici, comme dans les poutres, la charge uniformement repartie
sur une bände de largeur 1, donc ei kg/m; q' designe par contre h charge en kg/m2, par
unite de surface, dans les essais de dalles.
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d'oü on deduit, en tenant compte de l'equation (1) :

ll £ l±.

qy ol
' W

Sur la figure 2, on a porte, pour le quart d'une dalle rectangulaire et en
ordonnees, les taux de charge d'une serie de points N pris dans la tranche
mediane de la figure 1, pour differentes valeurs du rapport caracterisant l'etroi-
tesse de la dalle. On constate que les tranches Y qui se trouvent dans le voi-
sinage des appuis ont ä supporter une plus grande fraction qx de la charge que
les tranches medianes, car leurs deformations sont moins importantes et
qu'elles presentent par suite une resistance plus importante. Elles soulagent
donc les tranches medianes.

Si maintenant on remplace la courbe des N par une parabole, on obtient,
pour le moment au milieu de la dalle carree 1

:

M-.= ^ ^2=Hq 7*» 0,07307Z» (2)

Cette influence de decharge exercee par les tranches de bordure peut etre
mise en evidence en etablissant la comparaison avec le moment au milieu

1

d'une tranche X reposant librement sur deux appuis seulernent : dUomz= - q l2
o

qu'on aurait du envisager si l'on avait applique la premiere methode de calcul.

Cette deuxieme methode tient donc compte de cette influence de decharge

que les tranches laterales exercent au proflt des tranches plus voisines du milieu
de la dalle.

La figure 2 montre toutefois que cette influence de decharge qui intervient
dans l'emploi de cette deuxieme methode de decomposition en tranches per-
pendiculaires diminue de 16°/0 ä 6% lorsque le rapport qui caracterise l'etroi-
tesse de la dalle varie de 1,5 ä 2. Les possibilites d'application de cette
methode se trouvent donc limitees ä une zone relativement etroite, en
pratique, pour : ly: lx 1 ä 1,5.

Dans la methode de decomposition en tranches perpendiculaires, l'equation
de la surface flechie est la suivante :

dans laquelle on designe par :

Jx et Jy les moments d'inertie des tranches de largeur 1 dans les directions X

etY:;
p[x,y) la fonetion des charges, que l'on peut developper, ainsi que l'indique

le Dr Lewe *, au moyen des series de Fourrier.
3. Pour rendre la methode encore plus simple, on considere souvent deux

tranches perpendiculaires dont le point de croisement se trouve au milieu de la

1. W. Gehler. Handbuch für Eisenbetonbau, 3e Edition, 1931, volume 6. Balkenbrücken,
p. 323 (Editeur, Wilhelm Ernst et Sohn, Berlin).

2. D'Lewe. Pilzdecken, 2e edition, 1926 (Editeur, Berlin, Wilhelm Ernst et Sohn; et
Bauing, 1926, p. 898.

15
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dalle ; ce procede ne donne par suite qu'un resultat approximatif assez grossier
en ce qui concerne la determination du regime des efforts et des deformations.

Pour une dalle carree, on obtient alors : qx=qy= '- et, pour le moment au
Ja

milieu :

M -- l2-q— (4)

Cette methode de decomposition en tranches medianes est donc une simpli-
fication dans l'evolution de la notion du regime de charge, par rapport ä la
methode precedente, mais egalement un retour en arriere.

4. Le troisieme stade d'evolution des methodes de calcul correspond ä la
methode de la dalle isotrope et resistant ä la distorsion1. Cette methode tient,
en outre, compte de ce fait que les tranches paralleles que l'on a supposees
decoupees dans ladalle, sont, en realite, assemblees les unes aux autres et que
leur influence reciproque se traduit par une augmentation de la resistance des
tranches elementaires ä la distorsion. (deuxieme principe de base de la theorie
des dalles). Le probleme peut donc etre resolu parfaitement du point de vue
statique, en considerant une dalle isotrope avec fixation des angles (meme en
admettant quelques fissures dans le beton). Si les angles de la dalle peuvent
se soulever, les longueurs d'appui sur les bords ne peuvent pas etre determinees

statiquement.
Dans une dalle dont la position des angles est determinee dune maniere

fixe, les deformations sont telles que l'indique la figure 3, sur laquelle est mise
en evidence la torsion subie par des tranches voisines (figures 3 a et c). Les
efforts de distorsion sont donnes par la relation :

Tn=_2G.3. -^- (5)

<dyi et (i)y2 designant les angles de deformation2. Si w 0, ainsi que cela se produit

par exemple, pour le centre de la dalle, ou sur les bords de la dalle lors-
qu'il s'agit d'un encastrement complet, ces efforts de torsion disparaissent
egalement d'eux-memes. La figure 4 exprime, d'une maniere schematique, la relation

qui existe entre ces efforts et les efforts normaux ax et cs.
Si l'on considere le cas particulier d'une dalle comportant des appuis sur

tous ses cötes, soit une dalle carree, chargee d'une maniere uniforme et dont
la position des angles soit fixe, les efforts normaux dans les directions X et Y
sont equivalents. Pour ax a\ cj et Txy TJX T on obtient les valeurs
suivantes, pour les efforts principaux qui s'exercent dans la direction de la diagonale

et perpendiculairement ä cette direction (fig. 5) :

^,^^ + lV^-^ + it^^: (6)

1. La theorie classique de la dalle homogene ou isotrope, qui a ete fondee par Laguange
et Navier, a ete sensiblement developpee, au cours de ces dernieres annees, par A. et
L. Föppl, Hager, H. Leitz, Timoshenko, Nadai, Danusso, Nielsen, Marcus, M. T. Huber,
Lewe. Voir egalement le renvoi suivant.

2. W. Gehler. Erläuterungen zu den Eisenbetonbestimmungen, 1925. Berlin, W. Ernst
et Sohn, 4e edition, p. 124.
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Dans le plan superieur, suivant la direction de la diagonale, on a pour l'effort
de traction qui s'exerce sur le cube elementaire III : <jo2 - — ff.

Suivant la direction perpendiculaire ä cette diagonale, on a pour l'effort de

compression : <j0 x — (<r + t)
Dans le plan inferieur, suivant la direction de la diagonale, on a pour

l'effort de compression qui s'exerce sur le cube elementaire IV :

<7U2 (t d).
Suivant la direction perpendiculaire ä cette diagonale, on a pour l'effort de

traction : <jul <j -f- t.
Dans une dalle reposant librement sur ses quatre bords, la valeur de t est

importante au voisinage des appuis, en correspondance avec l'angle de
deformation 0) (figure 3 c) ; par contre, la valeur de <j est faible. II en resulte que
dans les essais de dalles effectues dans de telles conditions, par suite des valeurs
elevees des efforts de traction (tu1 c -|- t, les fissures en diagonale se produi-
ront tout d'abord dans le plan inferieur, au voisinage des angles. Ce n'est que
lorsque la charge atteindra des valeurs plus elevees que les fissures par traction
se produiront perpendiculairement ä cette diagonale, sous l'influence des
efforts de traction <j02= ~ — o" (Voir en outre la figure 4 d et les dispositions de

deformation qu'indiquent les figures 4 b et c).
La dalle carree, reposant librement sur ses appuis, sur ses quatre cötes, se

prete donc particulierement bien aux essais, du fait que le moment flechissant
resultant des efforts exterieurs est determine statiquement, par rapport a la
diagonale. Pour une charge q' uniformement repartie (en kg par m2), ce
moment est determine par la relation suivante : (figure 6)

M -i^Y-1--1^-^ (7)Vd~ 2 \i 6/ " 21 x ]

et en admettant a titre d'approximation une repartition uniforme de ce moment
flechissant sur toute la longueur de la diagonale, on obtient, par unite de

longueur :

_ M„ _ q' P

M°-^;-^r w
Suivant cette theorie de la dalle isotropa et resistant a la distorsion, et

dans le cas d'une charge q en kg par m uniformement repartie, on obtient pour
le moment au centre d'une dalle carree et reposant librement sur ses quatre
cötes :

Mm 0,0308^ _L qtt (9)

S. La methode d'approximation de H. Marcus * a ete etudiee pour arriver ä

une formule d'approximation aussi simple que possible, en ce qui concerne la
valeur maximum du moment flechissant dans la dalle ; eile tient compte de
differentes valeurs du facteur caracterisant Tetroitesse de la dalle : X /> : /x

et de differentes conditions aux appuis ; eile envisage, en outre, le cas d'une
charge uniformement repartie et celui d'une charge unique appliquee au centre

1. II. Marcus. Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten, 2e edition, 1929, Berlin,
Julius Springer, editeur.



228 W. Gehler

de la dalle. En ce qui concerne les conditions aux appuis, il suffit de se limiter
aux deux cas limites d'une part d'appuis libres, d'autre part d'un encastrement

complet des bords de la dalle. Les moments flechissants maxima dllx max et
dffy max suivant les directions X et Y sont determines, pour les charges frac-
tionnelles qx et qY qui correspondent ä l'application de la methode de
decomposition par tranches medianes (equation 2), comme s'il s'agissait de dalles
armees ne reposant que sur deux appuis opposes, dans les conditions de

charge les plus defavorables et en faisant intervenir le mode d'appui correspondant
ä chaque cas.

Si l'on tient compte de l'influence favorable qu'exerce la resistance ä la
distorsion, par suite des liaisons laterales, ces moments peuvent etre reduits
comme suit :

Mx max VX. $llx max SWE ma* I i — 2T T • —jP I • (10)[_5
//A2 SW&max"|

6Vj ' ~W
On obtient d'une maniere analogue My max en permutant dans cette valeur

de Mx max, Ies lettresa? et y. Si l'on considere le cas d'une dalle carree, reposant
librement sur quatre appuis, on obtient, en tenant compte de la symetrie :

qx=.qy=l d'oü Ton deduit :

q l2 q l2
SKx max J±^-J¦ -jg (voir equation 3)

Le coefficient de reduction atteint alors sa valeur maximum :

v=l —5. 2i= 1 0,584
o q 12

II en resulte que, pour ce cas particulier, une fraction de 42 % de la charge
est supportee par la resistance de la dalle ä la distorsion, au lieu d'interesser
directement sa resistance de flechissement. On obtient alors, pour le moment
au centre de la dalle, d'apres l'equation (10).

MiraaY=v.S>Äx max 0,584 2^? =0,0365^ ^TJqlK ' ' (H)

Ce moment n'est que la moitie de celui que l'on a obtenu par la methode de

decomposition en tranches perpendiculaires (voir equation (2)). Les resultats
obtenus par cette methode d'approximation s'accordent d'une maniere satisfai-
sante avec ceux que donne la methode exacte exposee au paragraphe 4 ci-
dessus (comparer en particulier les equations (9) et (11)).

III. Objections ä l'application de la thäorie de la dalle
isotrope aux dalles de bäton arm6.

1. Dans la deuxieme phase de deformation de la dalle, c'est-a-dire apres
l'apparition des fissures provoquees par la traction dans le beton, les efforts
de torsion (voir equation (4)) ne peuvent plus etre Supportes par les dalles de
beton arme, car les armatures seules ne suffisent pas ä absorber des efforts
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tranchants horizontaux *. Aux faibles charges, la resistance ä la distorsion
opposee par une dalle de beton arme est relativement importante, mais eile
diminue dans des proportions importantes, lorsque la limite de flssuration est
depassee, que la charge augmente et que les fissures se produisent. Par suite,
dans cette deuxieme phase, les deformations croissent plus rapidement que
dans la premiere phase. Ce n'est qu'en prevoyant des armatures auxiliaires con-
venables qu'il sera possible de faire face, dans une certaine mesure, aux
moments de torsion qui prennent naissance pour des charges plus elevees. Si
l'on travaille toujours suivant le principe du calcul d'apres la securite ä la

rupture, ainsi qu'on le fait pour les poutres, on ne peut appliquer que la
methode de decomposition par tranches, ä l'exclusion de l'hypothese de la dalle
isotrope resistant a la distorsion (on appliquera par exemple, l'equation (2),

et l2 q l2
avec Mm t^-^ au lieu de l'equation (11), dans laquelle : Mm ~=-j1 o, i Jt i ,4

2. Dans l'equation bien connue, servant de point de depart pour la
determination de la courbure suivant les directions X et Y, interviennent, outre les
moments Mx et My, les valeurs E. J. et m, qui varient dans le beton arme, ainsi
qu'on le sait, avec les charges croissantes. II n'est, par suite, pas legitime, de
les faire intervenir comme valeurs fixes, ainsi qu'on le fait pour l'etude de

l'equation de deformation pour la dalle isotrope

n,2_tK_ + ^_^({_±\ ii2]ox* l

Zx2cy2
'

Zy* E.J
C'est pourquoi M. T. Hubkr 2 recommande, lorsqu'il s'agit de dalles

orthogonales, c'est-a-dire de dalles dont les armatures sont paralleles aux cötes de
la dalle, de faire intervenir la notion de la dalle orthotrope, en adoptant des

rigidites differentes suivant les directions X et Y, soit Ex. Jx et Ey. Jr On
obtient alors pour l'equation de la surface elastique:

T 3*; EX.JX+E,J, cH ,v T 24; /. 1\ {i~,E-J*ä^4 + m-^'^T*+ ' '-W=P\1-™*)' ' ' (13)

M. Ritter 3 a montre par le calcul que, dans le deuxieme stade de
deformation, et pour la section de la dalle comportant une zone de beton travaillant
ä la compression et une zone de fers travaillant ä la traction, avec un moment
d'inertie theorique Jx, il faut remplacer le coefficient d'allongement transversal
m couramment employe, par un coefficient theorique :

mx= j^ (14)
m — y - (m—^)

Dans les conditions de realisation normales des armatures, ce nouveau
coefficient atteint des valeurs 3 ou 4 fois plus fortes que m. Les termes de

1. Leut-Giuz. Berechnung kreuzweise bewehrter Platter. Bauingenieur, 1925, p. 920.

2. M.T.Hibeh. Varsovie. Ueber die genaue Biegungsgleichung einer orthotropen Platte
in ihrer Anwendung auf kreuzweise bewehrte Betonplatten. Bauingenieur, 1925.

3. M. Bitter. Zürich. Die Anwendung der Theorie elastischer Platten auf den Eisenbeton.

Rapport presente ä la deuxieme Beunion Internationale des Ponts et Charpentes. Vienne,
1929, p. 644 (Julius Springer, editeur, Vienne).
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l'equation (13) dans lesquels le coefficient m doit etre remplace par le coefficient

mx (par exemple, pour m — 6, on remplacera m par mx 18 ä 24), ces
termes n'exercent pas une influence appreciable, de sorte que Ton peut supposer
m1 oo et qu'en partant de l'equation de la surface flechie dans le cas de la
decomposition en tranches (voir l'equation (3)) :

Ex. Jx. ^+E>.J5. ^±=p (IS)

Comme les coefficients de rigidite varient d'un point ä l'autre, les valeurs
de E.J., qui sont tout d'abord estimees, de maille en maille, au cours de la
premiere serie de calculs dans la methode d'approximation, doivent etre recti-
fiees ä la reprise du calcul des valeurs des moments flechissants.

En se basant sur l'exemple de la dalle carree, reposant librement sur ses

quatre appuis, Ritter a montre que pour les trois cas, pour lesquels le rapport
entre le coefficient de rigidite au centre de la dalle et sur ses bords est egal
successivement ä : 1 —1,5—2, les moments au centre sont respectivement
egaux ä :

ql* ql* ql* ql*
^(voireq. 2); ^ ; _ environ ^

II n'est donc pas legitime d'appliquer la theorie de la dalle homogene de

rigidite constante pour le calcul des dalles de beton armees en croix, car la resistance

ä la distorsion est alors surestimee et il n'est pas tenu compte de
l'influence de soulagement importante qui s'exerce aux endroits exposes ala suite
de la diminution de la rigidite a la flexion.

II s'agit ici d'une influence spontanee de soulagement des points de la dalle
qui sont les plus charges, par suite d'une modification plus importante de la
forme de la dalle (voir figures 7, 8, 15, 17), donc d'une augmentation de plas-
ticite, gräce ä laquelle la repartition des moments flechissants, avant la rup-
ture, s'effectue dune maniere plus uniforme sur la section. Pour etudier des

problemes tels que celui-ci, qui fönt partie de l'etude dela plasticite1, on
determine, ä partir des charges et des deformations constatees au cours des
essais, les ecarts qui se manifestent par rapport aux lois lineaires.

IV. Caractäristiques sur lesquelles doit porter l'interprötation
des resultats fournis par les essais des dalles en b£ton arme.

Pour pouvoir tirer des conclusions generales precises du grand nombre de
chiffres que donnent les essais sur les dalles de beton arme, il importe de dega-
ger toute une serie de caracteristiques determinees.

1. Securite de flssuration vu. La securite de flssuration vR peut etre definie

1. W. Gehler. Festigkeit, Elastizität u. Schwinden von Eisenbeton. 2e Beunion Intern,
pour TEssai des Materiaux. Zürich, J931, p. 10. II serait interessant d'etudier le travail
de deformation, ainsi qu'on le fait pour le diagramme de tension des aciers, oü un allon-
gement correspond, dans le domaine plastique, ä un recul dans la Variation du taux de
travail. (Voir Gehler : Sicherheitssgrad und Beanspruchung, 2C Beunion Intern, des Ponts
et Charpentes. Vienne, 1928, p. 224. Julius Springer, Vienne.)
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par le rapport entre la charge pour laquelle se produit la flssuration, soit q'n
et la charge admissible, soit q'lu\, que l'on designe souvent egalement sous le
nom de charge utile. On a par suite :

—£ c«)
*/ zul

de m&me que l'on a pour la securite ä la rupture :

vB=;fB (17)

2. Tendance relative ä la flssuration [ ol. — La tendance relative ä la flssuration

peut etre definie par le rapport entre la charge de rupture, soit :

«-^ (18)
q b

3. La caracteristique $ de traction du beton. —La caracteristique de traction
du beton, soit ß, pour les dalles carrees, est definie par la charge totale de
flssuration Qr et le moment resistant d'une section homogene de beton arme, le
long de la diagonale, dans la phase I de l'essai, moment qui peut etre caracte-

rise par W= v en premiere approximation. Les differences entre les
6

armatures d'importances diverses n'interviennent que fort peu au cours du
premier stade ; il n'en sera donc pas tenu compte au premier abord. En ce qui
concerne le moment statiquement determine par rapport ä la section diagonale,
on a, pour une charge uniformement repartie (d'apres l'equation 8) :

Md= 57 QrJ\/2 de sorte que l'on obtient, pour la caracteristique moyenne
de traction du beton, etuniquement pour servir de terme de comparaison :

ß= W 4 • d* aPProx* abz (I9)

Toutefois, le moment flechissant ne se repartit pas uniformement sur toute
la section diagonale de la dalle ; ce chiffre ne doit donc etre considere que
comme une valeur moyenne.

4. Taux de travail y des armatures sur la diagonale. — Pour les dalles carrees,
la caracteristique de travail des fers peut etre determinee d'une maniere
approximative ainsi qu'il suit. Si l'on designe par : F ex + Fe5 la somme de toutes
les sections des armatures dans la partie inferieure de la dalle ; dans les direction

X et Y ; 3 0,89 h le bras de levier des efforts internes, le moment des
efforts internes est defini par :

Mi =[(Fcx+Fcj)cos9.cre].0,89 h.

Dans les dalles carrees, l'angle ©, qui designe l'angle entre les fers et la

diagonale, est egal a 45°. En remplacant
1 — \/"2

Mi parMi MD kj Qb l\/2 et cos par ^-J4 Ja

on obtient:

T approX.,e=nL. {Fe%Hey)h (20)

1. Au tableau design^ par « CoefT. caracteristique pour fissure-rupture ».
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En fait, le moment flechissant ne se repartit pas d'une maniere uniforme sur
toute la section diagonale; de plus, l'hypothese courante au sujet de la valeur
du bras de levier des efforts internes z 0,89 h, dans le cas de la rupture
d'une dalle, par traction, peut ne pas etre justifiee ; par suite, cette
caracteristique ne doit etre consideree que comme une valeur de premiere approxi-
mation pour le taux moyen de travail des armatures.

5. Caracteristique de flechissement, o. —Ainsi qu'il resulte des essais de

Stuttgart, aussi bien que des essais de Dresde, la courbe des flechissements en
fonetion des charges (fig. 7) se compose toujours de deux droites (voir
egalement fig. 18). On admettra donc les valeurs Si et on comme caracterisant
les aecroissements des deformations, dans les phases respectives I et II, qui
correspondent ä un aecroissement de la charge A q' 1 t par m2.

Ces valeurs definiront la rigidite ou la plasticite de la dalle. Le coude R de
cette courbe correspond ä la charge de flssuration c'est-ä-dire qfR. Les angles
entre ces deux portions rectilignes de la courbe et la direction de Taxe des
£ (flechissements) sont proportionnels aux coefficients dits de rigidite EJ, car

Q /3 q<
on a ici : Q q' l2 et £ C. -^-r donc E J — x une constante *.

LJ £

6. Taux de travail des fers au centre de la dalle. — En se basant sur les resultats

des essais de Dresde (voir figure 18), la mesure des allongements des fers
donne des courbes analogues (figure 8). A partir de ces courbes, on peut defi-
nir deux coefficients ei et en qui caracterisent l'accroissement du taux de travail

des armatures, dans le centre de la dalle, pour un aecroissement de la charge
egal ä : A qr 1 t par m2 dans chaeune des deux phases I et II de la
deformation.

7. Coefficient de comparaison des moments dus aux efforts principaux. —
Cette caracteristique est determinee d'apres les resultats des essais effectues
sur des elements de comparaison constituee, ä Dresde aussi bien qu'ä Stuttgart,

par des bandes de 50 centimetres de large, que l'on a suppose decoupees
dans la region centrale des dalles, suivant la direction des armatures inferieures.
Ces elements ont ete prepares avec les memes matieres premieres que les dalles
elles-memes ; elles ont ete chargees de la meme maniere et ont subi des essais
allant jusqu'a la fracture, comme de simples poutres reposant sur deux appuis.

Si l'on comparela charge de rupture qß. (str) d'un element ci-dessus, a la charge
de rupture obtenue pour une dalle, qe. (pi) ä egalite de section, on obtient un
coefficient de comparaison qui indique quel est lexcedent de capacite de charge
qu'accuse la tranche de 0,50 m. de large de la dalle, par rapport ä la capacite
de charge de l'element d'essai ci-dessus, gräce ä la repartition des efforts dans
les deux dimensions.

Le moment flechissant de l'element statiquement determine est :

CT l2
Mb (str) -—-jjr-— et le moment correspondant pour la dalle est :

qs (Pi)- l*
M'B (PI)

1. Voir renvoi 1, page 224.
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On a, par suite, en egalant ces deux valeurs, le coefficient :

x=l JW (21)
x qu (Pi). I2

V. Les essais de dalles de Stuttgart.

Les fascicules 30 et 56, de 1915 et 1926, des Publications de la Commission
Allemande du Beton Arme contiennent des rapports de C. Bach et de 0. Graf
sur les essais qui ont ete effectues ä Stuttgart, sur 42 dalles carrees de 2 metres
de cote, ainsi que sur 11 dalles rectangulaires de 2x3 et de 2x4 metres
et, en outre, sur 3 dalles continues, reposant sur 2 panneaux carres d'appui.
Toutes ces dalles etaient appuyees librement sur tous leurs cötes, leurs angles
pouvant se soulever librement. Ces essais ont ete decrits par E. Morsch, dans
Der Eisenbetonbau x. Ces essais sont commentes dans les lignes qui suivent,
par comparaison avec les essais de dalles qui ont ete effectues ä Dresde.

A. Dalles carrees.
Les cotes et les resultats des essais sur les 10 series sont groupes dans le

tableau 1. Les dalles ont ete soumises, non pas ä l'action d'une charge suppo-
see uniformement repartie, mais en realite a 16 charges individuelles reparties
sur leur surface (figure 9 a).

Le tableau II indique les valeurs caracteristiques obtenuesä partir des resultats

des essais de Stuttgart. Ces dalles n'ont pas ete calculees pour une charge
utile determinee; par suite, les valeurs de qr zui et Celles de vH et de v„ (equations

(16) et (17), ne sont pas indiquees. II en est de meme pour les valeurs de

si et de en (accroissements des efforts dans les armatures, voir figure 8), les
allongements dans les fers n'ayant pas ete mesures directement.

Les resultats pratiques les plus importants qu'ont fourni les essais de Stuttgart

sont indiques ci-dessous :

1. Processus de flssuration et de rupture. — Les premieres fissures dans le
beton se sont produites ä la surface inferieure et dans le milieu des dalles,
parallelement ä leurs bords, ou suivant les diagonales; ulterieurement, d'autres
fissures se sont produites dans les autres parties des dalles, toujours ä la surface

inferieure. On a designe sous le nom de « bäillement » de la fissure un
elargissement de cette fissure d'environ 1 millimetre et on a considere que la
limite d'elasticite des armatures etait atteinte pour cette valeur du bäillement.
Les premiers bäillements des fissures se sont egalement produits vers le centre
des dalles, sur la surface inferieure et, d'une maniere generale, suivant une
direction parallele aux bords ; dans les autres parties des dalles, ces bäillements
se sont produits ä nouveau suivant la direction des diagonales. Quoique les
angles n'aient pas ete maintenus en position d'une maniere rigide, on a toutefois

constate des fissurations, ä la surface des dalles et dans des directions
perpendiculaires aux diagonales, ces fissurations etant provoquees par la trac-

1. E. Möhsch. Der Eisenbetonbau, 6e edition, 1929. Stuttgart, 1er volume, 2e partie,
pages 403 ä 442.
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tion. Ulterieurement, des ruptures dues a la compression se sont manifestees
ä la surface superieure, au-dessus des principales fissures de traction visibles ä
la surface inferieure le long des diagonales. Les figures de flssuration sont
tout ä fait sernblabtes ä Celles qui ont eteobtenues au cours des essais de Dresde
(voir figure 15).

2. Repartition des efforts dans les dalles. — La repartition des efforts qui
s'exercent dans les dalles peut etre mise en evidence, en divisant la dalle en
trois elements qui interviennent d'une maniere differente dans leur participa-
tion ä ces efforts (figure 10). Les premieres fissures se produisent dans la region
centrale des dalles, soit « abcd » et sur la face inferieure. Ici aussi, la limite
d'elasticite des fers est depassee des le debut. Les elements d'angle « ef »

accusent, sur la face inferieure, des fissures orientees suivant la direction des
diagonales; puis, en fin de compte, il se produit sur la face superieure une
destruction du beton par compression. Au cours des essais de Stuttgart, les
angles des dalles n'etaient pas maintenus; il en resulte que l'influence de porte
ä faux des elements « gh » ne s'exerce que partiellement; ils constituent,
avec les elements d'angle « ef » un ensemble rigide a trois dimensions qui
s'oppose ä une flexion libre teile qu'elle se produirait dans une dalle circuiaire.
Cette contrainte interieure se manifeste d'une maniere tres nette par les
fissures d'angle que l'on constate a la surface superieure des dalles suivant la
direction « ef ».

3. Armatures. — Les armatures qui se trouvent dans les deux bandes medianes
(abcd) de la dalle presentent une importance capitale pour la capacite de charge
de cette dalle et pour l'apparition des premieres fissures, ainsi qu'il resulte de
la consideration de la caracteristique y (tableau II, colonne 7). En outre, la
comparaison des dalles 3 et 5, qui ont une meme epaisseur et une meme den-
site d'armatures au centre (tableau I, colonnes 5 et 11), montre que c'est la
totalite de l'armature de la face inferieure (tableau I, colonne 9) qui determine
la capacite de la charge La diminution de Timportance de l'armature totale,
pour la dalle 5, par rapport ä la dalle 3, qui atteint 17 °/0, conduit ä une reduction

de 11 °/0 sur la charge max. (tableau II, colonne 3). II en resulte que la
capacite de charge de la dalle n'est pas seulernent determinee par l'importance
des armatures des tranches medianes abcd, mais aussi par celle des armatures

des bords; par suite, la rigidite ä la distorsion intervient encore, meme
lorsque les angles de la dalle peuvent se soulever.

II est donc ä recommander d'armer de la meme maniere la totalite de la face
inferieure de la dalle, les elements en bordure devant recevoir une armature
aussi forte que les tranches medianes.

4. Dalles armees en diagonale. — Les dalles armees suivant les diagonales
(series 7 ou 8) donnent, en ce qui concerne la charge de rupture (tableau II,
colonne 3), des resultats identiques ä ceux que donnent les dalles correspon-
dantes qui sont armees parallelement aux directions des bords (series 3 et 4).

5. Tendance relative ä la flssuration. — L'examen de la caracteristique de
tendance ä la flssuration a ou rapport entre la charge de flssuration etla charge
de rupture montre (tableau II, colonne 4), que pour les dalles armees suivant
les directions de leurs bords, les fissures se produisent, dans la zone de beton
travaillant ä la traction, pour une charge atteignant environ, en moyenne,
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32°/0 de la charge de rupture (series t ä 6). Par contre, pour les dalles tres
fortement armees (series 9 et 10), la flssuration se produit, en moyenne, pour
une charge n'atteignant que 21 °/0 de la charge de rupture, par suite de l'af-
faiblissement de la partie du beton soumise ä la traction.

6. Taux de traction du bdton ß. — Le taux de travail du beton ä la traction a
ete calcule en admettant une repartition uniforme du moment sur la diagonale;
il oscille entre 21 et 33 kg par cm2; il correspond donc aux valeurs courantes
de resistance du beton ä la traction (tableau II, colonnes 5 et 6).

7. Taux de travail des armatures -/. — Ce taux de travail a ete determine en

partant de la meme hypothese en ce qui concerne la repartition du moment
sur la diagonale (tableau II, colonne 7); il est tres nettement influence par la
formation des fissures avant la rupture et varie entre 42 et 62 kg par mm2. Si
l'on determine le rapport entre cette caracteristique de travail des armatures et
la limite d'elasticite correspondante des fers d'armature, rapport que l'on
designe sous le nom de « facteur de plasticite » \ on constate que ce facteur
varie entre 1,14 et 1,78. II depend tres nettement, ainsi qu'on le sait, de la
maniere dont la rupture se produit, ainsi que des conditions locales.

8. Caracteristique de flechissement c. — Cette caracteristique (tableau II,
colonnes 9 et 10) montre que pour les series 1 ä 6 (voir figure 7), l'accroissement
du flechissement, dans la phase I, et pour une augmentation de charge de 1 t
par m2, n'est que de 1/10 ä 1/15 de ce qu'il est pour une meme augmentation
de la charge dans la phase IL On constate donc, pour les dalles, et par rapport
aux poutres chargees suivant une seule dimension, l'avantage d'un plus faible
flechissement au-dessous de la charge de rupture.

9. Comparaison des moments au milieu. — Cette caracteristique a ete determinee

par la comparaison des resultats d'essai sur les elements de dalles ; on
arrive ä la valeur moyenne de :

pour les dalles carrees qui ont ete essayees avec leurs angles non maintenus et
pour une charge uniformement repartie; on en deduit ce resultat extremement
interessant pour la pratique, par rapport aux resultats que donnent les deux pre-

1
mieres methodes de calcul par decomposition en tranches, soit : Mm tö~7 </^2

(equation 2) et Mm r^ q l2 (equation 4) que, dans les dalles de beton arme

en croix et meme lorsque les angles peuvent se soulever, la resistance ä la
distorsion, ou la reduction de la rigidite de flexion, concourt ä l'influence favo-
rable de la tendance ä la plasticite dans la phase II (voir III, 2).

B. Essais de Stuttgart sur dalles rectangulaires.
Ces essais ont eu pour but de determiner l'influence des dimensions respec-

tives de la dalle (etroitesse) sur la maniere dont eile se comporte, ainsi que

1. Voir page 12 du rapport menlionne au renvoi 1, page 230.
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l'influence relative des armatures longitudinales et transversales sur la charge
de rupture. Les resultats obtenus sont les suivants :

1. Les premieres fissures se sont produites aux points d'intersection E et F
des bissectrices (fig. 11). Les phenomenes de flssuration de ces dalles
rectangulaires montrent d'une maniere tres nette que la piece ne se comporte reel-
lement comme une dalle que dans les regions « ADMJ » et « CBKL ». Dans
le reste de la piece soit la region « JKLM », eile se comporte comme une
poutre reposant sur deux appuis.

2. Les essais decrits dans le fascicule 56, de 1926, des Publications de la
Commission Allemande du Beton Arme concernent des dalles de 2 X 4 metres
donc ä grande portee ; ils ont eu pour but de determiner l'influence des armatures

longitudinales et transversales ; les resultats obtenus sont les suivants :

Densite des armatures Poids Charge Rendement des
des armatures

Gekg.

maximum

Pmkg.

armatures

Pm/Ge

Dalle

/—2m.
Ay

/ 4 m.

cm 2/ in
et ß ß 55,7 35.000 628

h f< N'i 42,7 31.000 726

c /•• A/4 36,5 29.000 794

d ß 0 33,2 28.000 870

e J,82/e 0 57,8 48.000 830

Ces resultats montrent que l'on a obtenu la meilleure utilisation des armatures

dans les dalles d et e. D'apres les Reglements allemands, les moments
au centre Mx et My sont entre eux dans le rapport de l2Y k l2x. La dalle c,
pour laquelle fQy : fex= 1 : 4 repondrait donc ä ces prescriptions.

En comparant les charges de rupture des dalles avec Celles des elements
supposes decoupes (voir IV, 7), on obtient de la meme maniere que pour les
dalles carrees une valeur du moment au centre ; dans les dalles d et e egale-

ql2
ment, qui n'ont pas d'armatures longitudinales, on a obtenu: Mx j-

ql2
contre ^r- pour les elements etroits supposes decoupes.

Ces essais montrent donc que les dalles armees sur une seule direction
ont egalement une capacite de charge plus elevee que les elements de dalles,
que ce soit ä cause d'une resistance, meme faible, ä la distorsion, ou ä cause
d'une diminution de la rigidite au flechissement, c'est-ä-dire par une
augmentation de plasticite dans la phase 2, augmentation qui se manifeste plus
nettement sur les dalles reposant sur leurs quatre bords que sur les elements
de dalles supposes, et qui ne reposaient que sur leurs deux extremites
(voir III, 2).
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VI. Les essais de dalles de Dresde.

Au Laboratoire d'essai des materiaux de Dresde, de la Commission alle-
mande du beton arme, on a procede, de 1927 ä 1930, ä des essais de rupture
portant, au total, sur 22 dalles de beton arme carrees, de 3 metres de portee
et sur quatre dalles de 2 metres de portee. En outre, pour les series 1 ä 4 et
6, 8, 9, on a prepare des elements de comparaison que l'on a consideres
comme decoupes dans la region mediane d'une dalle et auxquels on a egalement

fait subir des essais allant jusqu'a la rupture, en les traitant comme
des poutres reposant sur deux appuis (voir tableau III) *.

Ces essais ont ete pousses plus loin que les essais de Stuttgart, ainsi qu'il
est indique ci-apres. Toutes les dalles, ä l'exception des series 8 et 9, qui
servent de termes de comparaison avec les essais de Stuttgart, ont ete
calculees d'apres une methode de calcul determinee (tableau III, colonne 4),

pour les charges utiles indiquees dans la colonne 8, et munies d'armatures
correspondantes (voir par exemple, figure 12). Pour se rapprocher, dans
toute la mesure du possible, des conditions de la pratique, on a choisi une
portee de 3 metres, sauf pour les dalles des series de comparaison 8 et 9, qui
ont ete essayees, de meme que toutes les dalles de Stuttgart, pour une portee
de 2 metres. La disposition adoptee pour executer ces essais permettait, pour
la portee de 3 metres, de pousser le nombre des points d'application des

charges jusqu'a 64 pour chaque dalle, de maniere ä realiser une charge aussi
uniformement repartie que possible (voir figure 9 b par comparaison avec la
figure 9 a). Enfin, les allongements des armatures ont ete mesures directement.

A. Dalles des series 1 ä i, 6, 8 et 9, reposant sur des rouleaux sur
leurs quatre cötes.

Les caracteristiques tirees des essais de Dresde sont groupees sur le
tableau IV.

1. Securite de flssuration. — La securite de flssuration (colonne 4) varie pour
les series 1 ä 4 et la serie 6, de :

vR=-^ 1,36 ä 2,05 (22)
*7 y"i

et est, en moyenne, de 1,8. (colonne 4)
Ce premier resultat capital des essais de Dresde demontre la superiorite des

dalles armees en croix, sur les poutres en beton arme, pour lesquelles on a
en effet : (figure 20)

vR environ — 0,5
a0 /ui 1^

2. Securite ä la rupture. — La securite ä la rupture (colonne 5) atteint ici :

vB ^- 4,24 ä 5,75 (23)
y zul

1. Un rapport detaille sur ces essais a ete publie par W. Gehleh, M. Amos et M. Berg-
strässer, dans un fascicule des publications de la Commission allemnnde du beton arme,
Berlin, Wilhelm Ernst et Sohn, 1932.
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et est, en moyenne, de 4,9. Elle est donc sensiblement plus elevee que celle
de 2,5 ä 3 que donnent les poutres en beton arme ä armatures legeres 1.

3. Tendance relative ä la flssuration. —La tendance relative ä la flssuration
atteint, pour les series du tableau (colonne 6) :

« =2^2= 32,2 ä 42,0 °/0 (24)
q b

et, en moyenne, 37 %.
En tenant compte des resultats des essais de Stuttgart, on peut donc admettre

une valeur minimum de a 1/3 (voir IV, 5).
4. Taux de traction du beton. — En admettant une repartition uniforme du

moment flechissant suivant la diagonale, on trouve, comme valeur moyenne
(colonne 7) :

ß =1 5? 22, 3 ä 36,0 (25)

et, en moyenne, 30,2 kg par cm2.
Cette valeur correspond aux resultats des essais de Stuttgart (voir V, 6) et

aux valeurs courantes pour la resistance du beton ä la traction de flexion ; on
a en effet trouve sur des poutres flechies de 45 X 10 X 10 cm des valeurs
de 27,2 ä 47,9 en moyenne, de 35,2 kg par cm2.

5. Taux de travail des armatures. — L'ordre de grandeur du taux de travail
des armatures ä la rupture (colonne 8) est de :

T -JÜTT ' (Fs.+'f!,).* 41 ä 58 k- P™ mm2 • • • " (26)

et, en moyenne 44 kg par mm2, pour une limite d'ecoulement de 32,5 ä

34,2 kg. par mm2. Pour cette determination, on n'a pas tenu compte de la
valeur de v 67,8 kg par mm2 correspondant au treillis en fil d'acier de la
serie 9, ä cause de la valeur sensiblement plus elevee de 56 kg par mm2 de
la limite d'ecoulement correspondante.

Le rapport entre le taux y et la limite d'ecoulement, soit — qui est tres

important en ce qui concerne la notion de la plasticite du beton arme, varie
suivant la colonne 9 et pour des dalles se rapprochant davantage des dimensions

courantes (portee de 3 metres) de 1,33 ä 1,79, soit en moyenne, 1,57
tandis que pour des dalles de 2 metres de portee (series 8 et 9) ce rapport
atteint 1,20, ce qui Concorde d'ailleurs avec les resultats des essais de

Stuttgart.
6. Caracteristique de flechissement. — Dans la premiere phase, les valeurs

de §! varient regulierement avec la portee et l'epaisseur des dalles. Les valeurs
reeiproques sont proportionnelles au coefficient de rigidite EJ (voir figure 14).
Des dalles de memes epaisseurs et de memes portees donnent donc des carac-
teristiques ^ equivalentes, malgre les dilferences dans les armatures. II en
resulte que dans la premiere phase, les dalles de beton arme se comportent ä la
deformation, comme des dalles homogenes ou isotropes, ce qui constitue un

1. Voir pages 7 et 14 du rapport mentionne au renvoi 1, page 230.
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deuxieme resultat capital. Dans la phase II, la caracteristique c„ c'est-ä-dire
(colonne 11) l'augmentation du flechissement qui correspond ä une augmentation

de charge A q' 1.000 kg par m2 est, en moyenne, 9 fois plus elevee que
pour les dalles de 3 metres et 5 fois plus eleve que pour les dalles de 2 metres
de la serie 8. Un peu avant la rupture, le flechissement a atteint sa valeur
maximum dans les dalles de 3 metres (serie 6 par exemple), soit 210
millimetres, ou le 1/14 de la portee. De telles valeurs du flechissement sont supe-
rieures ä l'epaisseur des dalles (voir par exemple la dalle n° 692 de la serie 3,

figure 15). II en resulte que, au voisinage de la rupture, le regime des efforts
dans la dalle isotrope se confond avec celui dune membrane.

7. Aecroissement des efforts dans les armatures. — Dans la premiere phase,
et pour un aecroissement dela charge de 1.000 kg (colonnes 12 et 13), on atteint
un aecroissement :

£l 0,63 ä 1,26 kg par mm2, soit en moyenne 0,92 kg/mm2.

pour les dalles des series 1 ä 4 et 6, calculees pour une charge utile determinee,
tandis que dans la deuxieme phase, on atteint :

£lI 26 ä 48 kg par mm2, soit en moyenne 33 kg par mm2.

Le rapport entre ces deux valeurs moyennes est de 1 ä 36 environ, car
l'influence des fissures locales est evidemment importante (voir figure 16).

8. Comparaison des moments.— A la suite des essais effectues sur les
elements supposes decoupes et pour les 8 dalles des series 2 ä 4; armees pour
resister ä la distorsion, on a trouve pourle moment au milieu :

m ifcR a 291- ' 6n mo-7enne : Mni ^7 • • • (27)

1

Voir colonnes 14 et 15, la caracteristique x -

Par contre, pour les 6 dalles des series 1, 6 et 8, calculees d'apres la
methode de decomposition par tranches :

7^/9 7 0

Mm ^T~8 k lk~H Soit' en mo-venne : Mni ^py.... (28)

tandis qu'au cours des essais de Stuttgart, on a trouve comme moyenne pour
28 dalles : Mm -%£

21,7
La valeur de la relation (27) doit etre comparee avec la suivante :

Mm J^ (29)

que l'on obtient en effectuant le calcul d'apres la theorie de la dalle resistantä
la distorsion (voir equation 11). Cette theorie est donc legitime, en ce qui
concerne les dalles de beton arme carrees, dans le cas oü les angles sont fixes;
par contre Texpression :

Mm=|£ (30)
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est justifiee dans le cas oü les angles ne sont pas maintenus, le calcul etant
alors effectue suivant la methode de decomposition en tranches (voir colonne
16), ce qui constitue un troisieme resultat capital.

9. Les figures 17 et 18 representent quelques systemes de fissures qui sont,
dans les grandes lignes, en concordance avec les resultats des essais de

Stuttgart.

B. Dalles encastrees.

Les poutres encastrees (series 5 et 7 du tableauIII) ont ete assemblees soit
avec des poutres de bordure, avec appuis ponctuels dans les angles (c'est-ä-
dire avec un encastrement partiel), soit avec des poutres de bordure et des
poteaux d'angle (c'est-ä-dire avec un encastrement tres prononce). On est
ainsi arrive* ä ce resultat important que dans les ouvrages avec encastrement, que
Ton rencontre le plus souvent dans la pratique, le coefficient de securite
est encore sensiblement plus eleve que pour les dalles reposant sur leurs quatre
bords.

VII. R6sum£ des rösultats obtenus
au cours des essais statiques de dalles.

1. La securite ä la fissuration, pour les dalles armees en croix, est environ
3 fois plus grande que pour les poutres en beton arme ; la securite ä la rupture
est environ 1 1/2 fois plus grande (voir les equations 22 et 23).

2. La limite de fissuration, ou charge de fissuration, correspond, pour les
dalles de beton armees en croix, ä la limite de proportionnalite dans la
charpente metallique, jusqu'a laquelle la loi de Hooke concernant l'elasticite est
valable. Jusqu'a la charge de fissuration, les flechissements dans la dalle
croissent lineairement (voir flg. 7 et 14). Dans cette zone, la dalle se comporte
comme une dalle isotrope. Tandis que dans l'acier de construction, le rapport
entre la limite de proportionnalite et la charge admissible varie entre :

—- — 1,67 ä — 1,25 dans ces dalles en beton arme, et
ffzul 1 ^ 10

d'apres les essais de Dresde, le rapport -^- varie entre 2 et 1,36. De meme
q 7ui

qu'il est legitime de determiner les dimensions des charpentes metalliques
d'apres cette loi d'elasticite de Hooke, il est donc ici egalement legitime de

calculer les dalles de beton armees en croix d'apres la theorie de la dalle
isotrope et de disposer les fers d'armature en tenant compte des efforts provoques
par les charges admissibles et en admettant un certain coefficient de choc.

3. Dans la deuxieme phase, c'est-ä-dire apres l'apparition des premieres
fissures, le regime des efforts dans ces dalles est nettement plus complique.
Dans le voisinage de la fracture, il est determine par une superposition des
efforts qui correspondent ä une dalle rigide ä la distorsion et des efforts qui
correspondent ä la theorie de la membrane. D'autre part, la securite ä la rupture

est, d'apres l'equation (23), de 4 ä 5, donc relativement elevee ; on peut
donc, pour simplifier, se baser sur la theorie de la rigidite ä la distorsion, en



Dalles lecLingulaircs leposant sur les quatre cotcb 241

ne tenant pas compte de leffet de membrane, si le calcul doit etre effectue pour
la rupture, comme c'est generalement le cas pour le beton arme.

4. Dans le cas particulier des dalles carrees reposant librement sur leurs
quatre bords, les resultats de ces essais montrent qu'il est legitime de prendre
comme base du calcul des moments au milieu les expressions suivantes :

a. dans le cas oü les angles ne peuvent pas se soulever :

M =-£*
m 27,4 '

ainsi qu'il resulte de la theorie de la rigidite ä la distorsion :

b. dans le cas oü les angles peuvent se soulever:

M ^Mm 20

5. La disposition des armatures presente une importance capitale dans le
mode de formation des fissures correspondant ä la rupture, ainsi que pour la
valeur de la charge de rupture ; on peut en effet mettre en evidence l'existence
de differentes zones utiles particulieres constituant en somme, ainsi que le
montre la figure 10, trois types d'elements intervenant dans la resistance propre
de la dalle : les elements medians en croix; les elements d'angles et, pour
les dalles dont les angles sont fixes, les elements travaillant en porte ä faux.

6. L'encastrement des bords des dalles au moyen de poutres de bordure,
avec ou sans poteaux d'angle, s'est montre tres eflicace ; ce dispositif conduit
ä une augmentation notable du coefficient de securite, meme lorsque l'on ne
prevoit pas d'armatures de distorsion.

VIII. Prescriptions concernant les dalles dans les
nouveaux reglements allemands pour le b£ton armä de 1932 1.

En se basant sur les resultats des essais de Dresde et de Stuttgart, et d'apres
les propositions de l'auteur, ces nouveaux reglement distinguent les cas
suivants :

1. Cas general. —Dalles rectangulaires armees en croix qui sont assemblees
d'une maniere rigide avec les panneaux voisins, ou avec des poutres de
bordure : aucune armature de distorsion particuliere n'est necessaire Ces dalles
peuvent etre calculees d'apres la methode d'approximation de H. Marcus, indi-
quee au paragraphe II, 5 c'est-ä-dire dans le cas dune dalle carree reposant
librement sur ses quatre bords et pour une charge q uniformement repartie,
d'apres la relation (11) donnant le moment au milieu :

M =£ü
" m 27,i

2. Dans le cas oü, exceplionnellement, les dalles ne sont pas assemblees

1. Reglements dela Commission Allcmande pour le Beton Arme. Partie A, chapitre
23. D.I.N. 1045. Dalles armees en croix.

1(5
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dune maniere rigide avec les panneaux voisins ou avec des poutres de bordure
(comme par exemple, dans le cas des deux dalles de couverture d'un puits,
ou des angles libres d'une dalle de plancher), on peut faire intervenir le coefficient

de reduction v de l'equation (10) dans son integralite, ä condition d'assu-

rer la securite des angles et la resistance aux moments de distorsion de la
maniere suivante : on prevoiera, sur une largeur egale ä 1/5 /max, pour la
face inferieure, parallelement aux bords ou perpendiculairement ä la direction
de la diagonale et pour la face superieure, parallelement ä la diagonale, la
meme section de fers darmature, par metre de largeur que celle que comporte
la region le plus fortement armee (fox) du milieu de la dalle (armature fixe).

3. Dans le cas exceptionnel indique ci-dessus, on a encore la possibilite (par
exemple lorsquil s'agit d'ouvrages simples) de renoncer ä prevoir une armature

speciale de distorsion, en multipliant le moment dll x max de l'equation
(10) non plus par le coefficient de reduction v lui-meme, mais par le coefficient

1 +v

(jui implique une reduction moins importante.
Dans le cas (voir equation (11)) dune dalle reposant librement sur ses

quatre bords, on a alors :

1 + v -r 1,584 ql2 1
__ ql2

Mm -g-. *X ma, -£- }g 2o;2- ' J2 environ ^
valeur qui se trouve en concordance avec les resultats des essais sur les dalles
calculees d'apres la methode de la decomposition en tranches (essais de

Dresde).
Dans ce meme cas exceptionnel, on peut egalement, en se basant sur un

calcul exact des moments de distorsion, realiser une economie sur les fers de

distorsion, par rapport aux armatures fixes exigees sous (2) ; on pourra alors
faire intervenir le coefficient de reduction v dans son integralite.

4. Pour les charges isolees, on peut de meme employer la methode
d'approximation de H. Marcus.

IX. Essais dynamiques des dalles.

A. Les buts des essais dynamiques.

L'etude dynamique des dalles peut tout d'abord repondre aux deux buts
suivants :

1. Determination de la frequence propre v0 d%oscillation dela dalle. — Cette
determination peut permettre d eviter les phenomenes de resonance qui pour-
raient se produire par suite des impulsions r£gulieres de meme frequence que
fournissent, par exemple, les vibrations communiquees par le sol ou par les
charges constituees par des machines. L'etude theorique ne permet pas encore
de determiner d'une maniere exacte les periodes d'oscillation propre des dalles
ou des systemes constitues par des dalles, en se basant uniquement sur des
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eonsiderafions analytiques. Pour progresser dans cette voie, on devra tout
dVabord determiner les periodes propres d'ouvrages effectifs; on etudiera
ensuite les siinilitudes de ces ouvrages et de ceux que l'on se propose d'eta-
blir, ou de leurs elements ; on pourra ensuite, en tenant compte de ces simi-
litudes, determiner Vordre de grandeur des periodes propres cherchees. Une
maniere tres simple de provoquer les oscillations des dalles consistera ä faire
tomber sur elles de petits corps pesants de dimensions appropriees ; lenregis-
trement des oscillations, d'ailleurs tres rapidement amorties, pourra se faire
au moyen d'un sismographe sensible. Les mesures permettent egalement de

determiner l'importance de l'amortissement des oscillations fundamentales ;

cette notion de l'amortissement permet de se faire une idee des resistances
d'origines interne et externe au mouvement, ainsi que de l'etat dans lequel se

trouve la construction.

2. Etude des deformations. —On peut se proposer, en outre, de determiner
les deformations que subissent les systemes constitues par des dalles sous
l'influence de charges determinees ; cette determination permettra de contröler
les calculs et en particulier les hypotheses qui servent de point de depart.
L'execution d'essais de cet ordre suppose la connaissance prealable de la

frequence d'oscillation ; la frequence d'excitation doit en effet etre suffisamment
au-dessous de la frequence propre, afin que le rapport entre les amplitudes A
dues aux efforts dynamiques et a dues aux charges statiques soit aussi faible que

possible. Le diagramme de la figure 19 indique les variations du rapport — de

la frequence d'excitation ä la frequence propre en fonetion du rapport — des
a

amplitudes et du decalage © de phases entre les oscillations d'excitation et les

oscillations propres. Jusqu'a une valeur d'environ — =0,5 on peut admettre

que la dalle est pratiquement soumise ä un regime statique de charge, car A
et a sont tres peu dilferents l'un de l'autre. Des oscillations de cet ordre peuvent
provoquer les meines deformations que des charges statiques.

Cette methode presente des avantages extremement importants par rapport
aux mesures purement statiques, de deformations. Pour realiser des charges
statiques, il faut toujours faire intervenir des charges plus importantes, ce qui
conduit souvent ä de grosses difficultes pratiques et ä des frais eleves. II est,
en outre, tres difficile de trouver desappareils de mesure (systemes de miroirs,
tensometres, etc.) ; qui soient parfaits et dont les reperes ne se dereglent
pendant laduree des essais, par suite des influences calorifiques et des vibrations.
Pour les essais dynamiques, il suffit en general d'une source d'excitation peu
importante et d'ailleurs mobile ; les mesures au sismographe ne necessitent pas
un point de repere invariable.

B. Essais dynamiques de dalles effectues sur une construction.

Au cours de la construction de la nouvelle usine Ford de Cologne, des essais

dynamiques ont ete effectues pour le compte de la Commission Allemande du



244 W. Gehler

Beton Arme, par le Bureau d'Essai et de Controle des Materiaux, de Dresde
et par la Division de Mecanique de l'Institut Heinrich Hertz, de Berlin x.

Le plancher-champignon de 52 cm. d'epaisseur ayant fait l'objet des essais
est constitue par 3><4 12 panneaux carres ; les appuis sont distants de
12,20 metres (voir figure 20). Les observations ont ete effectuees dans le pan-
neau ABCD et les mesures ont porte sur la zone ABEF. La frequence propre
d'oscillation du plancher a ete determinee par la chute d'un poids de 70 kg., ä

partir d'une hauteur de 60 cent., et avec une frequence v0 13,3 hertz. Ensuite,
le plancher a ete soumis ä un regime doscillations sinusoidales de frequence
o) 4,8 hertz, aumoyen d'une machine de mise en oscillation Systeme
Losenhausen, de Düsseldorf, machine ä developperun effort d'excitation de 10 tonnes,
ä une frequence maximum de 12 hertz.

On avait ainsi :

o) 4,8 n QA
v- m= '

On a determine l'amplitude des oscillations en divers points et on a pu en
deduire que l'effort dynamique correspondait ä une charge statique isoleed'en-
viron 1.600 kg. On a employe, comme appäreils de mesure, un appareil ä trois
composantes des Askania-Werke, de Berlin, avec enregistrement photogra-
phique ainsi qu'un sismographe pour la mesure des composantes horizontales
et verticales, avec enregistrement sur papier, modele des Leunawerke de
Merseburg. Les figures 21 a 21 b traduisent les resultats des mesures.

Si l'on compare la figure de deformation 21 A, qui correspond ä l'action d'une
charge statique isolee de 1.600 kg. avec les resultats trouves par M. Ros et
A. Eichinger, de Zürich 2, par des mesures purement statiques effectuees sur
le plancher-champignon de l'entrepöt de laSociete pour l'lndustrie Chimique,
de Bäle (voir figure 22), on constate que les surfaces de deformation presentent
une similitude d'allure complete. Malheureusement, les essais de Cologne ont
ete effectues dans des conditions tres defavorables, peu de temps avant la mise
en service des locaux et par consequent dans la häte de la fin des travaux. On
n'a dispose que de deux jours, tant pour la preparation que l'execution des
essais. Au point de vue quantitatif, on ne peut donc considerer ces essais que
comme des essais preparatoires, d'une exactitude assez limitee. Toutefois, au
point de vue qualitatif, la comparaison avec les essais statiques de Ros-Eiciiin-
ger montre tout l'interet que presente l'essai dynamique des dalles et des

planchers-champignons. Le developpement ulterieur de cette methode d'inves-
tigation peut contribuerä la determination de la maniere dont se comportent les
differents elements de construction sous l'action des efforts statiques et
dynamiques et ä resoudre les nombreuses questions qui se posent encore dans le
domaine extremement important du beton arme.

1. L'idee de ces essais revientau Dr. Ing.REisiNGER (Obercassel-Siegkreis) et ä la Deutsche-
Beton-Verein Les resultats des essais seront publies prochainement par le Prof. Gehler,
de Dresde, et le Prof. Hort, de Berlin, dans une publication speciale de la Commission Alle-
mande du Beton Arme.

2. Voir le rapport presente au cours du Premier Congres International du Beton et du
Beton Arme, Liege, 1930. Resultats de mesures de deformations et de tensions sur des

dalles-champignons.
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Zusammenfassung.

Die beiden hauptsächlichen Fragen bei der Bemessung der kreuzweise
bewehrten Platten lauten : Wie gross ist die Riss- und Bruchsicherheit solcher
Platten, ferner durch welches statische Berechnungsverfahren kann der
verwickelte Spannungszustand in einer Eisenbetonplatte vor und nach der
Rissbildung zweckmässig beschrieben werden und wie muss die Bewehrung
bamessen und angeordnet sein Die bisherigen gebräuchlichen Rechnungsverfahren

legen den Trägerrost, das Trägerkreuz oder die drillungssteife isotrope
Platte mit festgehaltenen Ecken zu Grunde, die auch bei dem in den Deutschen
Eisenbetonbestimmungen empfohlenen Näherungsverfahren von H. Marcus

angenommen wird, wogegen im Schrifttum scharfe Einsprüche erhoben
wurden.

Zuverlässige Grundlagen für die Bemessung können nur durch Bruchversuche

mit Platten von baumässigen Abmessungen gewonnen werden. Der
Deutsche Ausschluss für Eisenbeton hat Versuche mit insgesamt 82 Platten
durchgeiührt und zwar 1915 bis 1926 in Stuttgart mit Platten von 2 m
Seitenlänge ohne Festhalten der Ecken und 1927 bis 1930 in Dresden mit
Platten von zumeist 3 m Seitenlänge, die sowohl mit als auch ohne Festhalten
der Ecken geprüft wurden.

Die Versuchsergebnisse sind im Bericht durch besondere Kennziffern
übersichtlich dargestellt. Bis zur Risslast verhalten sich kreuzweise bewehrte
Eisenbetonplatten wie isotrope Platten. Dehnungen und Spannungen wachsen
linear mit der Belastung. Die Risslast ist im Mittel das 1,8-fache der Nutzlast,
ist also etwa 3 mal so gross wie bei Eisenbetonbalken.

Nach dem Auftreten der ersten Risse bildet sich ein verwickelter Spannungszustand

aus, der beim Bruch noch durch eine Membranwirkung der Platte
überlagert wird. Die Bruchsicherheit ist 4- bis 5-fach, also etwa doppelt so

gross wie bei Balken.
Ebenso wie im Stahlbau das Hookesche Gesetz als Grundlage für die

Bemessungsrechnung angenommen wird, ist man hier berechtigt, kreuzweise bewehrte
Eisenbetonplatten nach der Theorie der isotropen Platte zu berechnen und zu
bemessen. Für den Sonderfall der quadratischen Platte darf man mit einem

Mittenmoment von ^=-y q ll für drillungssteife, gegen Abheben der Ecken

gesicherte Platten rechnen und mit ^ q ll für frei aufliegende, nicht

eckgesicherte Platten. Dies wurde durch Vergleichsversuche mit Plattenstreifen
(Balken) bestätigt. Eingespannte Platten zeigen auch ohne besondere
Drillungsbewehrung sehr hohe Sicherheiten gegen Rissbildung und Bruch.

Auf Grund dieser Versuchsergebnisse wurden die Plattenvorschriften der
neuen Deutschen Eisenbetonbestimmungen aufgestellt.

Die dynamische Untersuchung von Eisenbetonplatten im Bauwerk, wie eine
solche 1931 bei einem Fabrikgebäude in Köln vom Deutschen Ausschuss für
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Eisenbeton erstmalig und versuchsweise durchgeführt wurde, gibt, bei
entsprechender Wahl der Erregerfrequenz, dasselbe Formänderungsbild wie eine
statische Belastung und ermöglicht es daher, mit einem kleinen und handlichen
Schwingungsgerät grössere Belastungsversuche rasch und einfach
durchzuführen.

R6sum6.

Les deux principales questions que pose le calcul des dalles armees en croix
sont les suivantes : Quelle est la securite que donnent de telles dalles contre
les fissurations et la rupture, et en outre par quelle methode de calcul statique
peut-on definir d'une maniere satisfaisante les conditions de charge compli-
quees auxquelles se trouve soumise une dalle en beton arme avant et apres
que les fissures apparaissent Comment l'armature doit-elle etre calculee et
realisee

Les methodes de calcul utilisees jusqu'a maintenant sont basees sur les dis-
positifs suivants : decomposition en poutres croisees en forme de grille, ou en
deux poutres en diagonales, ou enfin calcul de la dalle isotrope resistant ä la
distorsion, avec fixation des angles. Ce sont ces dispositions qui sont adoptees
dans la methode de calcul approchee de H. Marcus, preconisee dans les Reglements

Allemands concernant le Beton Arme et contre laquelle de vives pro-
testations s'elevaient dans la presse technique.

On ne peut arriver ä des donnees de base qui soient satisfaisantes, en ce qui
concerne le calcul, que par des essais de rupture portant sur des dalles ayant
des dimensions repondant ä Celles que Ton rencontre en construction. La
Commission Allemande pour le Beton Arme a effectue des essais portant sur
un ensemble de 82 dalles. Les essais se sont poursuivis de 1915 ä 1926, ä

Stuttgart, avec des dalles de 2 m. de cote, sans fixation des angles; de 1927 ä

1930, les essais eurent lieuä Dresde, avec des dalles ayant, pour la plus grande
partie, 3 m. de cote, et qui ont ete essayees tant avec que sans fixation des

angles.
Les resultats des essais sont mis en evidence, dans le rapport correspondant,

par des chiffres caracteristiques. Les dalles en beton armees en croix se com-
portent, jusqu'a la fissuration, comme des dalles isotropes. Les allongements et
les efforts croissent lineairement avec les charges. La charge qui provoque la
fissuration est, en moyenne, egale 1,8 fois la charge utile; eile est donc environ
trois fois plus grande que dans les poutres en beton arme.

Apres l'apparition de la premiere fissure, la repartition des efforts devient
compliquee et il s'y superpose encore, ä la rupture, un « effet de membrane ».
La securite ä la rupture est 4 ä 5, soit ä peu pres le double de celle que donnent
les poutres en beton arme.

De meme qu'en construction metallique, la loi de Hooke sert de base pour
les calculs de dimensions, il est ici legitime de calculer les dimensions des dalles
de beton arme munies d'armatures croisees d'apres la theorie des dalles
isotropes.

Dans le cas particulier des dalles carrees, on peut admettre un moment "de
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1

zpr-j ql- pour les dalles resistant ä la torsion et qui sont protegees contre le

1

detachement des angles de leur appui, et un moment de — q l2 pour Celles
JL\)

qui sont appuvees librement et dont les angles ne sont pas fixes. L'exactitude
de ces chiffres fut confirmee par des essais de comparaison sur des elements
traites comme poutres et supposes decoupes dans les dalles.

Les dalles encastrees, meme lorsqu'elles ne sont pas munies d'armatures
speciales pour resister ä la torsion, accusent une securite tres elevee contre la
fissuration et la rupture.

Les prescriptions concernant les dalles, dans les nouveaux Reglements
Allemands sur le Beton Arme, ont ete etablies en se basant sur les resultats
de ces essais.

L'etude de la maniere dont se comportent les dalles en beton arme dans la

construction, du point de vue dynamique, teile qu'elle a ete effectuee par
exemple, en 1931, pour la premiere fois, et sur des bases experimentales, dans
un batiment dusine de Cologne par la Commission Allemande pour le Beton
Arme, donne, pour un choix judicieux de la frequence d'excitation, les memes
types de deformations que pour une charge statique. Elle permet par suite
d'executer rapidement et simplement avec un appareil d'essai d'oscillations
simple et maniable, des essais en charge tres etendus.

Summary.

The two principal questions in the dimensioning of cross-reinforced slabs
are : How great is the security against the cracking and rupture of such slabs,
further, through what static method of calculation can the complicated stressing
in a reinforced concrete slab be suitably described before and after cracking
occurs, and how must the reinforcement be dimensioned and arranged? The
methods of calculation hitherto employed are based on the girder grillage-
system girder cross-system or the non-twistable isotropic slab, which latter
is also assumed in the approximation method of H. Marcus recommended in
the German reinforced concrete regulations ; it has met with severe criticism
from several writers.

Reliable data for the dimensioning can only be obtained by tests to rupture
on slabs of the sizes used in practice. The German committee for reinforced
concrete has carried out tests on a total of 82 slabs ; these tests were made
from 1915 to 1926 at Stuttgart with slabs 2 m long and without the corners
being firmly held, and from 1927 to 1930 at Dresden with slabs mostly
3 m long, which were tested with and without the corners firmly held.

The results of the tests are shown in the report by meansof special coefficients.
Up to the breaking load, cross-reinforced concrete slabs behave like isotropic
plates. Elongation and stressing increase directly in proportion to the load.
The breaking load in the middle is 1.8 times the working load; it is therefore
about 3 times as great as in reinforced concrete beams.

After the first cracks appear, the stressing becomes complicated and at
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rupture is again superimposed by a membrane action ofthe slab. The safety
against rupture is 4 or 5 times, i.e. about twice as in beams.

Just as in steel construction, Hooke's law is taken as a basis for calculating
the dimensions, and it is justifiable here to calculate and dimension cross-reinforced

concrete slabs according to the theory of isotropic plates. In the particular
1

case of the rectangular slab, an average moment of ^—j q l2 may be used for
2a i ,4

1

calculating non-twistable plates, whose corners are kept fromrising, and Zyfr q P
all

for free-lying slabs with their corners also free. This was confirmed by com-
paralive tests with plate strips (beams). Slabs firmly held show also very high
safety against cracking and rupture, without any special reinforcement against
twisting.

The rules for slabs ofthe new German Reinforced Concrete Regulations are
based on the results of these tests.

The dynamic investigation of reinforced concrete slabs in structures, like
that which was carried out for the first time and as anexperiment in 1931 on
a factory building in Cologne by the German Committee for Reinforced
Concrete, gives, when the excitingfrequency issuitablychosen, the same typical
change of shape as under static load, and therefore makes it possible to carry
out large-scale loading tests quickly and easily by means of small handy Vibration

apparatus.
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