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La stabilite de l'aiue et des ailes des barres comprimees 119

TRADUGTION

Les parties comprimees des constructions metalliques, telles que, par
exemple, les barres d'un treillis, les poteaux, sont en regle generale
determinees en ne considerant que la stabilite au flambage de la piece entiere. Mais
ces pieces sont souvent constituees d'elements minces et plans qui, pris en

eux-memes, peuvent presenter un etat d'instabilite et se voiler souvent bien
avant que ne commence le flambage de la barre elle-meme. Ges elements ont
de ce fait une grande importance et jouent, particulierement dans la construction

des ponts, un röle predominant. II parait donc indique de disposer de

regles et formules simples pour les calculer, d'autant plus que, par suite de

l'emploi des aciers ä haute resistance, on a toujours tendance ä diminuer de

plus en plus Tepaisseurdes parois.
Cette etude se borne ä resoudre le probleme de la facon suivante : etablir

des regles simples pour proportionner l'epaisseur de la section par rapport aux
autres dimensions des parois et des barres, et cela en se basant sur la theorie
connue de la stabilite des plaques comprimees. On ne considerera dans ce
rapport que des parois minces appartenant ä des barres uniformement comprimees.

Le probleme analogue qui se pose pour Tarne mince des poutres flechies
sera traite dans le memoire du professeur St. Timoschenko.

La question de la stabilite des plaques rectangulaires comprimees a ete trai-
tee pour la premiere fois par Bryan, 18911. Plus tard Reissner2, Timoschenko3
et Lilly 4 se sont occupes de ce probleme. F. Bleich 5 a etabli des formules
pratiques simples pour la construction metallique.

Letude part de l'etat d'equilibre, represente par la figure 1, d'une plaque

rectangulaire d'epaisseur c, dont les cötes x + - et x — ^ supportent une

pression uniforme a.o.

Les bords x dz 4t sont articules, tandis que pour les cötes y ± ~ on con-
2 2»

sidere les cas suivants :

1° Les cötes y +- ~ sont elastiquement encastres.

2° Le cote y + ^ est elastiquement encastre.

Le cote y — - est completement libre.

Dans le cas oü a est grand par rapport ä b, le mode de fixation des bords

1. G. K. Bryan. On the Stability of a Plan Plate under Thrusts in its own Plane with
Application on the (< Buckling » of the Sides of a Ship. London Math. Soc. Proc, 1891, p. 54.

2. H. Reissnek. Über die Knicksicherheit ebener Bleche. Zentralblatt der Bauverwaltung,
1909, p. 93.

3. S. Timoschenko. Sur la stabilite dessystemes elastiques. Ann. des Ponts et Chaussees.
Über die Stabilität versteifter Platten. Der Eisenbau, 1921, p. 147.

4. W. E. Lilly. Web Stresses in Plate Girders and Columns. Engineering, 1907, p. 156.
5. F. Bleich. Theorie und Berechnung der eisernen Brücken. Berlin, 1924.
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x + - a peu d'influence sur le resultat. Dans les barres comprimees, a est

toujours un multiple de 6, on peut donc admettre, pour ces cötes, un genre de
fixation qui conduise ä des resultats aussi simples que possible.

L'etude theorique a pour point de depart l'equation differentielle de
deformation des plaques minces, qui sont soumises, suivant une direction, ä une
compression uniforme a.§. Cette equation differentielle est :

DL^-T+2ä^?v/T+??J+5-s-5^=0- ¦¦• •

Pour generaliser l'equation differentielle (1) on a fait la supposition suivante :

Le materiaudevient anisotrope lorsqu'on depasse la limite d'elasticite, c'est-
a-dire que le module de flambage T de Karman (variable avec a) est valable
dans la direction de la pression a?, alors que le module d'elasticite E
(invariable) est valable dans la direction perpendiculaire y. M. Bleich a de cette
facon generalise l'equation differentielle, bien connue dans la theorie de l'elas-

- T
ticite, en introduisant les coefficients t et sjx 1 oü

L
t 1 tant que a ne depasse pas la limite d'elasticite aE.

t < 1 si a d^passe aB.
T? T T? ^3

Dans l'equation (1), D represente la rigidite : D -.——^ 9 *"—^

(\>. 0,3 pour l'acier).
La proposition (1) est justifiee par la concordance des valeurs critiques cal-
culees de la pression specifique a avec les valeurs de a observees au cours des
essais.

1er cas. La plaque est articulee sur les cötes x +: z et encas-
b

tree elastiquement sur les deux autres cötes ,y= + ~-.

La Solution de l'equation differentielle (1) prend par raison de symetrie la
forme : nr,x[ 1

io cos —-— A cosh kx y + C cos k2 y\ (2)

oü kx et k2 sont determines par les equations *¦ :

v—W*'-*-")
A et C sont des constantes qui sont determinees par les conditions aux appuis

y +: -. n indique lenombre des demi-ondulations dans la direction x quand

la plaque se voile. Le long des deux cötes y=±-^les conditions suivantes

sont valables : ~>w
iv 0 et M v. —

1. F. Bleich. Theorie und Berechnung der eisernen Brücken, Berlin, 1924.
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oü M designe le moment flechissant au bord et v un facteur de proportionnalite,
qui depend du degre d'encastrement.

Comme d'apres la theorie de lelasticite nous avons pour les bords de la

plaque: D>„,
w 0 et —z 0

d x2

EJ d2tr
1 — sv2 d y2

Les deux conditions aux appuis se simplifient de la facon suivante :

w \) et h*«—?=0 (6)
Zy ^2 }y2

v ;

; est une constante qui depend du mode d'encastrement.
J- oo si le bord est articule.

; 0 si le bord est rigidement encastre.
Si on introduit la Solution (2) dans les relations (3), on obtient, pour A et C,
deux equations homogenes qui n'admettent de racines non nulles que lorsque
leur determinantsannule.

La condition de flambage prend alors la forme

tg — Vp-1- t,-- -r=K — - Tr==K (4)
OL 2 \/p-\ « \/9 — 1

oü v, ol et p sont definis par les relations suivantes :

a

/>' * ~\nlz) ' tTD

2

v V^, « t ?•= i .-V (*')

De l'equation transcendante (4) on tire p> et par suite de l'equation (4') Teffort
critique ak.

On peut remplacer avec une grande approximation la relation transcendante
v nentre les valeurs p et — representee par l'equation (4), par une equation
a

algebrique de la forme / x2 / \4?~l+r&+*(ih) (5)

dans laquelle p et q sont des fonctions du coefficient d'encastrement 'C.

En particulier :

Pour les bords articules : p 2, q 1.
Pour les bords rigidement encastres : p 2,50 ; q 5.

En reunissant les equations (4 et (5) on obtient, pour Teffort critique ak, la
relation: \(v.n\2 / a \21 Et;2^ ß\2

de 0, on tire enfin la valeur minimum de ak qui permet de deter-
d —v.n

miner les dimensions :

Et:2\A: /^2
?k -m*a® (>+**) <6>
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Si l'on veut finalement calculer les parois des barres comprimees de teile
fagon que chaque paroi offre par eile-meme la meme securite contre le voile-
ment que celle qu'offre l'element dans son ensemble contre le flambage, la
tension ak qui cause le voilement doit etre egale ä la tension critique sous laquelle
flambe l'element. On a donc la relation :

*2Et ^Ey/7 (Z\2( r
w

-r, etant l'indice de finesse, c'est-ä-dire le rapport de la longueur de l'element

au rayon minimum de giration. On en deduit la loi suivante pour le rap-

port ^, de l'epaisseur ä la largeur de la plaque :

b \/p + 2\i9 fl\ °>303 / 7=. (l\ ,~«=i^=^w-«vr^+^-W--- (7)

r

Cette equation (7) fait ressortir, fait important, que le rapport - croit avec le
l

rapport -r.

Plus la barre est longue et plus sa section est faible, en un mot, plus sa
finesse est grande, plus ses parois peuvent etre minces.

L'equation (7) fournit les valeurs particulieres suivantes pour les deux cas
extremes qui sont representes dans la figure 2 :

Dans une barre comprimee composee de quatre parois d'egale largeur et
d'egale epaisseur, les parois elles-memes se comportent chacune comme des

plaques prenant appui librement sur les deux bords, etant donne que ces parois
se deforment simultanement, sans pouvoir se decharger mutuellement par l'in-
tervention d'un encastrement. Si, dans ce cas, on introduit dans l'equation (7)
les valeurs indiquee ci-dessus, p 2 et q=- 1, on arrive ä :

b 0,606 (l

En general, si Ton considere les bords des plaques comme articules, la valeur
33Z>'

de £ est egale ä -^r pour differentes largeurs b et b' des deux parois.

Si, par contre, deux parois sont tres rigides par rapport aux deux autres, le

rapport - s'approche de la valeur limite pour l'encastrement rigide, qui est
ö

pour p 2,5 ; 7 0:
b 0,800 /Z^

c3//Dans ce cas, £ -^-r 0 (fig. 2 b)— 0 Cfio- 2 h\
*b
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Dans la pratique, £ varie en general entre 1 et 0, il suffit d'interpoler lineai-

j ,• -. 0,606 /Z\ t 0,800 /l\ ,.ff.rement entre les deux valeurs limites ' f : 1 et 4/.
I -.), qui ne dillerent

pas beaucoup l'une de Tautre. Nous arrivons ainsi a la formule simple sui-
vante pour des sections en caisson :

(-£(M-.,j£).! (»»

C3Z>'
dans laquelle o et i sont les dimensions de la paroi la plus faible ; ^3-7 est

ainsi toujours plus petit que 1.

La valeur de t peut etre representee comme une fonction de la finesse -. si

Ton se base sur le diagramme des tensions et des deformations correspondant
ä chaque categorie d'acier. F. Bleich propose la formule suivante pour l'acier
ordinaire de construction, ayant une resistance ä la traction de 37 ä 45 kg/mm2 :

J_ { =33+0,67-* pour (<100
V/t ' l l

¦5-= =1 pour t> 100.
\A l

De la formule (8) on tire les deux formules suivantes :

Pour -.< 100
1

^=(33 + 0)67-!)(0,8-0,2^

Pour'> 100
1

(8')

- (•.»-•.» j£).{
Les parois d'un element semblable ä celui de la figure 2 a se voilent en for-

mant des ondulations qui, pour les barres elancees, ont une longueur egale a la
largeur b de la plaque. Dans le cas de la figure 2 A, les ondulations sont plus
courtes, ä savoir egales a 0,67 b. II n'y aurait donc pas lieu de vouloir eviter le
voilement par des entretoisements, car ces derniers devraient etre disposes si

pres les uns des autres que ce renforcement ne serait pas economique. Ainsi,
dans les barres comprimees a section en caisson, la capacite de charge n'est nul-
lement augmentee par la disposition habituellement adoptee d'entretoisements
separes par des intervalles multiples de la largeur de la paroi la plus faible.

L'equation (8) trouve son application pour les barres comprimees dont la
section est representee par les figures 3 a-d. Dans les cas representes par les

figures 3 c et 3 tf, les ames se comportent comme des plaques librement arti-
culees aux appuis. Pour ces deux types d'elements, on a parconsequentles
formules simples suivantes :

Pourf<100. ^ =20 + 0,4
' pourl>100. *

0,6 (8")
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Dans les profiles, y compris les fers en C, le rapport - etant egal ä 28 dans le

cas le plus defavorable, de sorte que le voilement n'est pas a craindre pour les

barres comprimees, pour lesquels l'indice - caracterisant la finesse est superieur

ä20.

2C cas. La plaque est articulee sur les deux bords x db - ; le cote
L 2

y=+-est encastre elastiquement et l'autre cote est complete-
ment libre.

De Tintegration de l'equation differentielle (1) conduite comme dans le
premier cas, resulte l'equation suivante donnant l'effort critique ak1 :

«=if^(f^^ <9>

Cette equation presente la meme structure que l'equation (6) toutefois avec
d'autres valeurs pourp et q ; on a maintenant: siun cote est articule :p 0,425 ;

q 0 ; si un cote est totalement encastre : p 0,570 ; q 0,125. Pour un
encastrement elastique, les valeurs de p etq varient entre les limites ci-dessus.

La securite devant etre la meine contre le voilement des parois et le flambage

de la barre entiere, la relation ci-dessous doit etre satisfaite :

-W 12(1-,2)U) ^ + 2V/^

De celle-ci resulte la meme formule que precedemment :

b \/p + 2\jg II
3 2v/3(l-H.2)V/t^

Dans les deux cas extremes, representes par les figures 4 a et Z>, on obtient
les resultats suivants :

Un des cötes presente un appui articule (fig. ia ; p 0,425 ; 7 0)

b
_ 0,197 l ^ 0^2 l

Un des cotes presente un encastrement rigide (fig. 4A; p 0,570; q
0,125)

b
_ 0,342 / 0^34 l

3 ~ \A
" r \fi ' '

*

lzb'
Pour un encastrement elastique (fig. 4c), si l'on introduit l'expression zi$-r

comme mesure de celui-ci, et si on interpole lineairement, on trouve :

b { l, n, n §3/>'\ //
* \fi\0'u-0Mm)\i) (10)

1. F. Bleich. Theorie und Berechnung der eisernen Brücken. Berlin, 1924.



La stabilite de Tarne et des ailes des barres comprimees 125

De cette equation on obtient, en utilisant la relation lineaire entre 7 et -

indiquee precedemment, les deux formules suivantes :

*/^n. b /A no A Qn l\ /A OI AJ£28APour j < 100 :
*

(o,33 + 0,67 A (o,34 —0,14 ^j j

Pour | > 100 :
* A),34 —0,14 ^j ' j

(10'

Une plaque dont l'un des cötes est articule se voile, quelle que soit sa

longueur, suivant unedemi-ondulation. Dans une plaque encastree suivant l'un de

ses cötes, il se forme plusieurs demi-ondulations si eile est suffisamment
longue. Dans le cas represente par la figure 4, il est indique de disposer des

entretoisements pour augmenter la resistance de la barre. L'intervalle entre les
entretoisements etant a, on a l'equation suivante :

|= (l0 + 0,2!) y/A+0>42 (11)

valable pour - <M00.

La formule (10') trouve son application aux sections du type represente par

la figure 5 ; eile donne pour des degres de finesse - petits des epaisseurs de töle

plus grandes que Celles que l'on emploie habituellement. Les formules empi-
riques employees dans la construction des ponts ne donnent pas la securite
necessaire contre le voilement des parois des barres de courte longueur relative.

Pour des ämes de hauteur relativement grande, il est absolument necessaire
de border le cote libre de la töle avec des cornieres et de disposer des entretoises
afin d'eviter leur deversement lateral. La deformation de Tarne se produira
alors a peu pres comme eile est representee sur la figure 6. Lame est encastree

elastiquement d'un cote et articulee de l'autre. On peut donc utiliser une
valeur moyenne tiree de la formule (8') :

| - (33 + 0.67 {) (0,7-0,1 |^) (12)

valable pour - ^100.
Les ämes libres des barres dont les sections sont representees dans les

figures 7, se comportent comme des plaques articulees le long d'un cote. Dans
ce cas on obtient la formule simple :

2< 100 : ^ (6,6 + 0,134-|) (13)

En pratique, on propose donc d'appliquer les formules et les regles groupees
dans le tableau, etablies pour le calcul des parois minces des barres travaillant

ä la compression sous l'influence d'une charge appliquee suivant l'axe.
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Comparaison entre les resultats theoriques et les valeurs
obtenues expärimentalement.

»

Jusqu'a maintenant il semble qu'aucun essai de laboratoire n'ait ete entre-
pris dans le but d'etudier la stabilite des plaques comprimees dans leur plan.
Toutefois, dans des publications concernant des essais sur des barres compo-
sees par assemblage de töles, telles qu'elles sont connues dans la construction
des ponts, F. Bleich a signale quelques cas particuliers permettant de verifier
l'exactitude des formules developpees dans ce travail. Ces essais avaient ete

proposes par le Board of Engineers ä l'occasion de la construction du nouveau

pont de Quebec et ont ete executes en 1912 et 1913 1.

Deux groupes d'essais doivent 6tre pris ici en consideration, dans lesquels
la destruction de l'element par voilement des parois est nettement visible.

Le metal employe pr^sentait une limite elastique apparente moyenne de

30,1 kg/mm2, une resistance ä la traction moyenne de 45,8 kg/mm2 et un
allongement de 23 % a la rupture.

Groupe d'essais I. Aux fins de verification, on a pris en consideration

quatre elements identiques de 286 cm. de longueur de flambage (fig. 8 ; essais

n° TG 1,1 ; TC 1,2 ; TC 2,1 ; TC 2,2). Les barres etaient composees de deux
töles de 559.15,9, bordees de quatre cornieres 103.15,9. Les deux parois
etaient entretoisees au moyen d'un treillis en fers plats. Les dimensions des

parois auraient du etre determinees d'apres le tableau I, 2e cas.
Pour une section F 296 cm2, un rayon de giration i =z 20,55 cm. et une

longueur l 286 cm., ona-=14 et d'apres la formule correspondant au

2e cas, on a

:20 +0,4-' 25,6.
\ 0 / adm.

55 9
En realite le rapport etait de j^t; 35,2. De ce fait, toutes les barres de

1,59
ce type devaient £tre detruites prematurement par voilement des töles. D'apres
Tetmajer l'effort de flambage <j est 29,4 kg/mm2, tandis que lorsque les

quatre barres ont cede par voilement des ämes, la tension o- n'etait que de 26,
27,4, 27 et 26,8 kg/mm2 ; soit en moyenne 26,8 kg/mm2.

Les calculs suivants verifient la formule (6) qui entre ici en consideration

pour determiner la tension critique ak '. pour une plaque ä appuis articules

p — 2, q 1 et par consequent:

12 (1—y.2) \bj v \b/
Si on remplace par la formule connue d'ENGEssER, deduite des essais de

Tetmajer :

/'3,1 — <7kOk (ö_/\
E\0, 0358

1. Dr. Ing. Rudolf Mayer. Die Knickfestigkeit. Berlin, 1921. P. 421, etc.
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et si l'on introduit cette valeur dans l'equation precedente donnant ak, on
obtient :

/v
r /r2 \ä/

ffk 2-V r~9'61 OÜr 2l9Ö-fF + 6'2

(en t et cm.).

Lorsque - 35,2 on obtient: ak 26,7 kg/mm2. Cette tension critique
o

correspond assez exactement ä la valeur observee de 26,8 kg/mm2. La
deformation des töles de la barre TC 1,1 est representee sur la figure 8.

Groupe d'essais IL La section des barres etait semblable ä celle des barres
du groupe I (fig. 9), mais leur longueur de flambage etait de 1.020 cm. et

r) de 50,7. Deux barres identiques ont ete essayees et ont flambe* sous un

ellbrt de ak 25,5 kg/mm2 et 23,3 kg/mm2, la valeur moyenne etant
24,4 kg/mm2.

Pour les töles des parois de 559.12,7, on avait : - =44. En employant la

meme formule que ci-dessus, on obtient :

ak 24,6 kg/mm2.

Les deux barres ont cede par voilement des töles des ämes. La valeur
moyenne des essais 24, i kg/mm2 correspond bien a la valeur calculee de

24,6 kg/mm2.

Zusammenfassung.

Von der auch für den nicht elastischen Bereich erweiterten Differentialgleichung
der Ausbiegung dünner Platten ausgehend, wird die das Eintreten der

Instabilität kennzeichnende kritische Druckbelastung einer langen, schmalen
Platte, die in ihrer Längsrichtung gleichmässig gedrückt ist, bestimmt.
An den Längsrändern können die Platten frei drehbar oder beliebig stark
elastisch eingespannt sein. Unter der Annahme, dass gleiche Sicherheit für das
Ausbeulen der Wände und für das Knicken des ganzen Stabes bestehen soll,
werden einfache Bemessungsformeln, die die Tragfähigkeit als Funktion von

r ?n—n =r- angeben, für die praktisch wichtigen Fälle des Stahlbaues
b Blechbreite ° r °
abgeleitet und in einer Tafel zusammengestellt.

R6sum6.

Enpartantde l'equation differentielle exprimant la flexion de plaques minces,
etendue ä l'application aux cas non elastiques, on determine, pour une plaque
longue et mince sollicitee uniformement ä la compression dans le sens de sa
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longueur, la charge critique ä partir de laquelle il y a instabilite. Sur leurs
cötes longitudinaux, ces plaques peuvent soit etre montees sur appuis libres,
soit etre encastrees d'une facon plus ou moins elastique. En admettant la meme
securite par rapport au voilement des parois que par rapport au flambage de la
barre entiere, on developpe, pour le calcul des dimensions, des formules

gl -,,/.,.! .3 epaisseur de la'töle
simples qui donnent la capacite en tonction du rapport T —. :—-. —11 L

¦
L L b largeur de la tole

Les formules relatives aux cas les plus importants qui se presentent pour les
constructions metalliques sont reportees dans un tableau.

Summary.

Starting with the differential equation for the bending of thin plates, and
extending it also to the non-elastic field, the critical pressure characterising the
commencement of instability is determined for a long narrow plate, uniformly
compressed in the direction of its longest axis. Along the edges parallel to
this axis, the plate may be left free to turn, or be held quite elastically in any
desired manner. Assuming that the same certainty shall exist for the bulging
ofthe web as for the buckling of thewhole test piece, simple formulae, giving

r el tickness of platethe carrying capacity as a lunction ot 7 -= r-j t are deduced ford ° r J b breadth of plate
important cases occuring in practice in steel construction, and are given in a

table.
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