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LA STABILITE DES BARRES COMPRIMEES
PAR DES FORCES EXCENTREES

KNICKUNG EXZENTRISCH BELASTETER STABE

BUCKLING OF LCCENTRICALLY LOADED BARS

Dr.-Ing. h. ¢, M. ROS,
Professeur a I'Ecole Polytechnique Fédérale el
Directeur du Laboratoire Fédéral d’Essai des Malériaux, Ziirich.

Ce mémoire est une extension et un complément des publications suivantes
parues & l'occasion des deux premiers Congres internationaux de construction
des ponts et charpentes :

« La résistance au flambage des barres articulées aux deux bouts » (Zurich,
1926) et .

« Le dimensionnement au flambage des barres comprimées par des forces
axiales et excentrées » (Vienne, 1928).

Tous les essais ont été exécutés au Laboratoire Fédéral d'Essai des Maté-
riaux sous la direction du Prof. M. Ros et celle du Dr J. Brunnek. Ce dernier
s'est chargé, d'autre part, de I'’exécution et de la surveillance des essais ainsi
(ue de la mise en valeur des résultats.

C'est aussi sous la direction immédiate du D* BrunNER qu’ont été exécutés les
essais de flambage

sur le bois de construction, par le D* Christen OstenreLo, Copenhague, Dane-
mark ;

sur la fonte, par le Prof. Tomoyvasu Yuki de 1'cole Polytechnique de Sen-
dai, Japon ;

sur I'acier 2 haute résistance (Ac 52), par le Prof. Shizuo Bax de 1'Université
impériale de Kyoto, Japon, et

sur le béton armé, par I'Ingénieur dipl. O. Baunany de Baden, Suisse.

L’ingénieur diplomé A. Eicninaer, collaborateur scientifique du L. F. E. M.,
a pris parl aux discussions théoriques.

I. Suppositions.

Les suppositions sur lesquelles se basent les recherches théoriques et les
considérations développées au cours de ce mémoire sont les suivantes :
1) la barre est a Ame pleine, de section invariable et rectangulaire (F) ;
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2) I'axe de la barre est rectiligne;

3) la barre est articulée aux deux bouts;

4) les sections restent planes;

5) la courbe des fleches est une sinusoide qui répond a la fonction

y=/[.sin (ﬁ—lw) ;

6) le diagramme tension-allongement est connu ;

7) l'allegement des fibres comprimées suit la loi élastique ;

8) la force de compression P croit d’une fagon constante, mais toutefois pas
trop lentement, jusqu'au moment ol elle atteint la charge de flambage P,
(essais statiques de flambage) ; :

9) la force P agit parallelement a I'axe rectiligne de la barre lorsque le flam-
bage se produit sous l'action de forces excentrées.

II. Processus du flambage.

[.e flambage est un probleme de stabilité. Tous ces problemes de stabilité se
basent sur les diagrammes tension-déformation et, dans la régle, sur les dia-
grammes compression-raccourcissement ; dans certains cas on utilise aussi les
diagrammes tension-allongement des matériaux de construction.

Le moment intérieur M;, dd, lors de la compression axiale, & un fléchisse-
ment latéral, virtuel et infiniment petit, est en relation avec le moment déve-
loppé par la charge exlérieure.

Ces moments sont donnés par les formules :

moments intérieurs

dans le cas de la compression axiale

Mi=J 'TI; A (2)
moments extérieurs
dans le cas de la compression axiale
Mo=Pe./o o000 000000000 (3)
dans le cas de la compression excentrée
Mo=Pu.(p+/). . . . . . . ... (&)

Au moment du flambage la relation existant entre le moment interne M; et
le moment extérieur M, correspond a un état d’équilibre instable. Cette rela-
tion d’équilibre ne peut pas étre assimilée au cas ou on atteint une tension
déterminée de la fibre extérieure (limite d'écoulement, résistance a la rupture). -

) ! . :
Ce n’est que dans le cas ou 1'élancement s ne dépasse pas un certain chiffre cri-



La stabililé des barres comprimées par des forces excenlrées 59

tique, dépendant lui-méme de la loi de déformation du matériau sollicité a la
compression, que le probléme de stabilité devient un probléme de résistance a

I’écrasement.
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Principe du proce<sus de flambement par charge centrée.
Prinzip des Knickvorganges bei zentrischer Belastung.
Law$§ governing buckling under a central load.

Fig. 2.
Principe du processus de flambement par charge excenlrée.
Prinzipe des Knickvorganges bei exzentrischer Belastung.
Laws governing buckling under a eccentric load.
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III. Compression centrée et excentrée.

Le flambage di a des forces centrées ne peut avoir lieu que dans des condi-
tions idéales qui ne se réalisent en pratique qu’extraordinairement rarement ;
dans la trés grande majorité des cas, ces conditions ne sont pas remplies. En
réalité, le point d'application des forces est excentrique.

Comme causes d’excentricité on peut citer :

le fait que 'axe de la barre n’est pas, géométriquement parlé, absolument
rectiligne (dressage);

le fait que la structure du matériau n’est pas partout absolument la méme
(manque d’homogénéité) ;

le fait que la résistance et les déformations du matériau ne sont pas partout
exactement égales (anisotropie) et enfin

le fait qu'il est pratiquement impossible de centrer parfaitement les forces
(frottements, encastrements et finalement I'excentricité primaire).

l.e probleme du flambage par compression excentrée ne peut étre mis en
doute, 1l existe de droit.

*

» ¥

Les fig. 1 et 2 représentent, & une échelle réduite, les conditions de stabilité,
telles qu'elles se présentent pour une barre trés élancée, comprimée par des
forces centrées et excentrées.

Pour les barres dont I'élancement est le méme que celul qu'on rencontre dans
la construction, les degrés distingués dans les graphiques :

charge de flambage d’EuLEkr,

effet de Grasuor,

dépassement de la limite de proportionnalité,

charge maximum
sont trés rapprochés et, pratiquement, coincident. Ceci provient du fait que, dés
le début, la limite de proportionnalité est déja dépassée ou que, lors du flé-
chissement, succédant a la premiére phase de stabilité, on ne constate qqu'une
trés faible élévation de la charge critique.

*
¥ ¥

Lors du flambage di & des charges excentrées, la barre fléchie se trouvera
toujours dans une position d'équilibre, & supposer que le matériau dont elle se
compose soit absolument élastique ; en réalité, on constate qu'une fleche rela-
tivement pelite occasionne déja un état d’équilibre instable.

La théorie du flambage par forces centrées s'appuie directement sur les
travaux d’'Encesser et de v. KirmAn.

Pour le flambage par forces excentrées, M. Ros et J. BRUuNNER ont
développé une théorie spéciale qui est rappelée brievement ci-dessous.

La relation (2) M; = A T.A. permet de tracer la courbe des moments internes

M; pour une tension de base déterminée. L’excentricité critique dépend de
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I’élancement de la barre sollicitée par ladite tension de base. On détermine
graphiquement cette excentricité en déplacant la ligne M, des moments exté-
rieurs jusqu'au moment ou elle est tangente a la courbe M;. Le point de con-
tact est le point de stabilité critique ; 'abscisse de ce point représente I'excen-
tricité critique, fig. 3.

Droite des moments

E exterreyrs Ms
Inclinaisan de ks ororte Ma depengant 8§ ’ >/
o degré d'éencement [ ¢ > J L.
g , CLourbe oes momeﬂ/‘.s' mtérieurs
/
/ . .‘ :
M-
S|/ pour une tension de oose moyenne Op

P-Fa,

Abscisses: Fleches ef excentricilss

!
Excentricite erivipue p | Heche leritigue
!

Fig. 3.

L.a tangente & la courbe des moments intérieurs Mj, correspondant @ une charge et a un degré
d’¢lancement donnés, détermine leYC(‘llll‘l(‘llc crilique par son intersection avec l'axe des
abscisses.

Die Tangente an die Kurve der innern Momente M;, entsprechend einer gegebenen Last und einem
gegebenen Schlankheitsgrad, bestimmt die krilische Exzentrizitat durch ihren Abschnitt auf der
Abscissenachse.

The tangent to the curve of internal moments M;, corresponding to a given load and a given
slenderness ratio, determines the critical eccentricity by its intersection with the abcissac
axis.

Co¥e de dkcharge, (ore oe surcharge, % de surcharge
survant lemogule £ suvant @ torgenfe Swrvant ks courte lension -
3 & courde fersion - deformotion
I ! i ob/brﬂwg_‘m
I v A _\, -5/’—’ 7 i
Jensron additonnelle : P i
Survant ke module £ -
} 1 mm
@
9 L Y
3 il N S H *ﬁ |[a c/.r/r bu//m 4 U \La distribuhon
8 & S| AW #ireaire de remploce- S Iieaire oe rempixe
§ v S @ mmfdes rensions A\ ||| ment des rensions
3 | Q dorre fe moolute, ( l donne le rmoduk lf
8 , &1 'mun i i
|
|. i
Fleche petite, virtvelle. s lirute Fleche, pelite, virtuelle. Lo limte Fleche effective,. reefle. Lo limite
08 proportionnaiité neslpas depassee. de propurtionnalifé est dcpas.sz‘e. deprooortionnalilé est gépesses.
(Flambement par Force centree barres (Flambement par Force centree (Flambement por lorce ercontrer)
Eancees) barres lrapues)
Fig. 4

Détermination du module Tk pour le flambage sous charge centrée et excentrée.
Bestimmung des Knickmoduls Tk fiir zenlrische und exzentrische Last.
Determination of modulus Tk for buckling under cenlral and eccentric load.

La fig. 4 permet de se rendre compte schématiquement de la détermination
du module Ty. Ce dernier est, pour des fléchissements virtuels infiniment petits
(flambage par forces centrées), dépendant de la tension de base et du dia-
gramme tension-déformation du coté chargé et du coté allégé. Pour des flé-
chissements de grandeur finie, tels qu’ils se produisent lors du flambage par
charges excentrées, le module T, dépend de la tension initiale uniformément
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répartie et de la différence algébrique des allongements A des fibres extrémes
due & la flexion.

- Les précédentes publications du L. F. E. M. contiennent un graphique ayant
servi de base pour le calcul des courbes M;, fig. 5, et qui illustre la relation
entre Ty et A pour des tensions initiales de grandeur différente et pour l'acier
de construction. Les publications sus-nommées renferment par ailleurs tous
les détails intéressant la question.
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/s Fibre extreme Module 4 M

?700@/6‘/772 Jension dons
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== == =2 le Fibre extreme

0 | | [ | N (NN GRS RSN TS N N N S S W | [
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4 6 &
Difference des deformations specifrgues A

Fig. 5.
Module Tx en fonclion des différences des déformations spécifiques A en °/,,
des fibres extrémes ct de la tension de base.

Modul Tk als Funktion der Differenz der Randfaserdehnungen und der Grundspannungen in °/,.

Tk modulus as a function of the original tension aund of the specific deformations differences A
of the outside fibres.

11 faut relever, comme le Prof. E. Cuwaucra ’a fait dans le compte rendu du
congrés de Vienne, que la maniére dont on applique la force, dans le cas du
flambage par charges excentrées, joue un réle au point de vue théorique. On
peut appliquer la force axialement et produire le déplacement aprés coup pour
atteindre l'excentricité voulue ou hien faire augmenter la charge déja excentrée
dés le début. On a prouvé par ailleurs, pendant la discussion, que cette diffé-
rence n'est sensible que pour des barres trés trapues qui ne sont, pour ainsi
dire, pas utilisées en pratique. Au cours de la méme discussion, on a aussi
traité a4 fond la question de l'influence que joue la courbe admise de la barre
(sinusoide) sur les résultats de la charge théorique de flambage et du fléchisse-
ment.
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1) Acier de construction,

Valeurs de résistance caractérisant le matériau

ap=1,90 t./em? or=2,70 t./cm?
5, =400 » E=2.150 »

Le rapport publié a l'occasion du I°* congrés international de construction
des ponts (Zurich, 1926) : « La résistance au flambage des barres articulées
aux deux bouts » illustrait 'application & l'acier de construction, de la théorie
esquissée ci-dessus et relatait les essais exéculés pour en confirmer l’exacti-
tude. Nous reproduisons ci-aprés les courbes permettant de déterminer immé-
diatement les tensions de flambage pour les degrés d’excentricité m =0 jus-

qu'a m =6 (fig. 6).
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Fig. 6.
Courbes théoriques de flambage pour I'acier de conslruction. Degrés d’excentricité m—=0 ; m =6.
Theoretische Knickspannungkurven fiir Baustahl. Exzentrizititsmasse m.
Theoretical buckling curves for structural steel. Degrees of eccentricity m.

2) Acier de construction au silicium.
Valeurs de résistance caractérisant le matériau

op =2,80 t./cm? st == 3,80 t./cm?2
g, =5,40 » 15==2.070 »

Par la suite, la théorie a été appliquée a l'acier de construction au silicium
comme il a été indiqué dans le rapport du congrés de Vienne (1928), intitulé :
« Le dimensionnement au flambage des barres comprimées par des forces axiales



64 M. Ros

et excentrées ». Les courbes théoriques pour m =0, m =1 et m =2 ont été
déterminées a l’aide d’une méthode d’approximation. Pour les barres élancées
ou la tension au flambage 5<(s,, les courbes de l'acier de construction
sont valables du fait que les coefticients d’élasticité sont les mémes; pour

Yz l x .
I'élancement ; =35, la valeur de la tension de flambage augmente proportion-

nellement aux limites d’écoulement o.

Les valeurs intermédiaires sont déterminées par interpolation {fig. 8).
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Acier dc construction. Lignes approximatives des
tensions de flambage.
Degrés d’excentricité m = 0 0,5 1,0 2,0 et 3,0.

Baustahl. Angeniiherte Knickspannungslinicn.
Exzentrizititsmasse m.

Structural steel. Approximate buckling tension-
lines. Degrees of eccentricity, m.

pour m = P =0,5

k
m =1 :
m =2
m =3

*
¥ ¥

Le procédé suivant, convenant trés
bien en pratique, donne une approxi-
mation plus grossiére mais qui four-
nit des valeurs utilisables pour les
sortes d'aciers les plus dilférentes :
I'hyperbole d'Euler est valable pour
ok < sp; on relie par une droite le
point ¢, au point sy dont l'ordonnée

est reportée pour l'élancement - ==
)

',,y%,a,e 35. Cette droite est valable, dans
"Euler

le sens de 1'édlancement décroissant,
. vl [
jusqu’a = 10 (; -3). Pour des

élancements plus faibles on trace
une horizontale d’ordonnée 8, = 24
fig. 7).

En partant des courbes théoriques
s (fig. 6) pour le flambage par com-
pression excentrée, on peut calculer,
avec une exactitude largement suf-
fisante en pratique, les lignes ¢, pour
le flambage par compression excen-
trée en appliquant les coefficients de
réduction suivants : '

-
Ok excs — 07 10 Sk centr-

» =10,55 »
» =040 »
» :0,33 )

(fig. T).

En vue de la rédaction du présent rapport pour le Congrés des ponts et
charpentes de 1932 & Paris, on a appliqué, pendant les années 1929 a 1931, la
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théorie du flambage par compression axiale et excentrée aux matériaux de con-
struction les plus différents en se basant sur leurs diagrammes tensions-défor-
mations ; en outre, on a exécuté de nombreux contrdles expérimentaux. Les
essais exécutés au Laboratoire [Fédéral d'Lssai des Matériaux comprenaient
l'examen de

barres 4 d4me pleine

en acier de construction a haute résistance (Ac 52);
en tubes d’acier pour avions;
en fonte grise;
en métaux légers;
en bois de construction et
en béton armé

de barres a chassis en acier au silicium et de

barres & treillis en acier de construction.

10

en tiem?
T

voge

Flrm

Tersion rmoyenre g

S

T

0 ! 1 59, . " 1 L
74 52

o
Oegre d'éarcement (¢
Fig. 8.

Acier de construction au silicium. Courbes théoriques de flambage
pour charges centrées ct cxcentrées. Valeurs d'essais. Degrés d’excentricité m =0 0,5 ct 1,0.

Siliziumstahl. Theoretische Knickspannungskurven. Versuchswerte. Exzentrizititsmasse m.

Structural silicon stecel. Theoretical buckling curves for central and cccentric loads. Test values.
Degrees of eccentricity, m.

Toutes les barres étaient articulées aux deux bouts de facon a étre mobiles
dans la direction du plus petit rayvon de giration, respectivement de l'excen-
tricité. Le centrage et la mise en place excentrique ont été mis au point géo-
métriquement ; les positions furent ensuite vérifiées et corrigées a l'aide de
mesures de tensions.

(A
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3) Acier de construction a haute résistance (Ac 52).

Valeurs de résistance caractérisant le matériau

Gp=259 t./cmz 5[=3,90 t./Cl’ll2
ﬁ7_=5,8 » E=2150 »

Les essals ont été exécutés sur des barres prélevées sur des profils normaux

1PN 20etP N 30. La fig. 9

50 T v 3
-~ n.mntxe le dlagramme compres-
/ sions-raccourcissements, tandis
3 = que la fig. 10 représente gra-
N phiquement les lignes théori-
5. B .
% 7 = 200 vomP Cours approvimebi e iy conrke | ques de tensions au flambage et
S tension ~allongermen/ & les valeurs d'essai pour m = 0
§ /e decharge. . .
82 I (compression centréej et m =1
S ‘ . . )
5 %E-Z/Ja//cm7 / | (compression excentrée, agis-
| PRI
Se | sant sur le périmetre du noyau
l / central). Les résultats d’essais
g ! 1 \ 1 L ! 1 1 1 1

~ et les courbes théoriques des
tensions de flambage présentent

Fig. 9. une trés bonne concordance.

Diagramme tension-déformation pour l'acier de
construclion & hautes résistances. (AC.52).

Spannungs-Dehnungs-Diagramm  fiir  hochwertigen

j . ’ /0
Raccourcissement specifigue en Yoo

4) Tubes en acier pour

Baustahl. (St. 52). avions.
Tension-deformation diagram forhigh grade structural L.
steel. (St. 52). Valeurs de résistance carac-
térisant le matériau :

tubes a I'état de livraison 5 =150 t./em? ¢ =3,9 t./em?2

£, =5,20 » E=1.890 »

tubes aprés traitement thermique op==4,37 » =25,2 »

) &= 5,50 » E=1.940 »

Les essais furent exécutés avec des tubes d’acier étirés, a l'état de
livraison et aprés un traitement thermique approprié. La fig. 11 repré-
sente les diagrammes caractéristiques tension-déformation.

Les tubes a 'état de livraison présentent, par rapport a l'acier de construc-
tion une limite de proportionnalité trés basse ensuite du phénoméne de Bau-
schinger di a 1'étirage

acier de construction op=1,90 t./cm?2
tubes & 1'état de livraison op=1,80 »

Par contre, la limite d'écoulement ¢r = 3,90 t./cm?2 est plus élevée que celle de
I'acier de construction ¢;=2,70 t./cm2, Conlormément a ces valeurs d’essai,
les points sont groupés plus ou moins prés de la courbe du T. K. V. S. B.
pour l'acier de construction, tracée la a titre de comparaison.

Grace au traitement thermique des tubes on a élevé la limite de proportion-
nalité jusqu'a 4,37 t./cm? et la limite d’écoulement jusqu'a 5,20 t./cm2. En
reportant les valeurs d'essais jusqu'a cette haute limite de proportionnalité, on
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Fig. 10.
Acier de construction & hautes résistances (AC. 52). Courbes théoriques de flambage
pour charges centrées et excentrées. Valeurs d’essais. Degrés d’excentricité : m = 0clm=1.

IHochwertiger Baustahl (St. 52). Theoretische Knickspannungslinien,
Versuchswerte, Exzentrizititsgrade m.

ITigh grade structural steel (St. 52'. Theorelical buckling curves for central and eccentric loads.
Test values. Degrees of eccentricity m.
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Fig. 11.
Diagrammes tension-déformation pour les tubes en acier.

Spannungs-Dehnungs-Diagramme fiir Stahlrohre.
Tension-deformation diagrams for steel tubes.



68 M. Ros
s'apercoit que les points ne s'éloignent guére de I'hyperbole d'Euler et qu’ils
o . 83 ; T
tendent vers la limile d’écoulement lorsqu’on atteint - = 35 (fig. 12 et 13).
: :

I ot 5,20 pour orouveltes
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a4 re—g A=
: l
! |
i ° |
1 | .
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SRR\
0 Zr=390%
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& /et de ivenson & \
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construchion
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pour 3cier de Construction
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Fig. 12.
Iissais de tubes en acier :
a) Eprouvetles a I'état delivraison ; b) Eprouvettes traitées thermiquement.
Courbes dessinées : Courbe d'Euler et courbes T.K.V.5.B. pouracier de construction.

Versuche mit Stahlrohren :
a) Stibe im Anlieferungszustand ; b) Stiibe thermisch behandelt.
Gezeichnete Kurven : Eulerkurveund T.K.V.S.B. Kurven fiir Baustahl.

Steel tube tests :
a) Specimens as received; b) Specimens thermally treated.
Curves drawn : Euler curve and T.K.V.S.B. curves for structural steel.
Fig. 13.
Essai de flambage sur un tube en acier. Distance entre les appuis-pointes 122 cm. Diamétre

i . 5 R l
extérieur 2,8 cm. Degré d'élancement - = 130.
i

_ : . . l
Knickversuch mit Stahlrohr. Spitzenentfernung, Aussendurchmesser, Schlankheitsgrad = .

Buckling Lest on a steel tube. Distance beetween bearing points. Outside diameter. Rate of

l
slenderness — .
[
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5) Fonte grise.

La fonte grise utilisée avait les valeurs de résistance suivantes :

2,=2,10 t./cm?2
£a=8,80 » E =1.250 t./cm?
=470 »

Les essais furent exécutés sur des barres de section rectangulaire dont le dia-
gramme tension-déformation est représenté sur la fig. 14. On peut remarquer
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Fig. 14.
Diagramme tension-déformation pour la fonte grise.
Spannungs-Dehnungs-Diagramm fir Gusseisen.
Tension-deformation curve for grey cast iron.

que pour la fonte, le diagramme tension-allongement présente des valeurs trés
différentes de celles du diagramme compression-raccourcissement, tandis que
pour tous les autres métaux examinés, ces deux diagrammes peuvent étre consi-
dérés comme semblables dans la zone qui entre en considération. Cette parti-
cularité se répercute aussi sur la forme des lignes théoriques des tensions au
flambage. Les valeurs d’essais pour m =0 (compression centrée) ; m =1 {point
d’application de la force au bord du noyau); m =:3 (point d’application de la
force & une distance égale a 3 fois la grandeur du noyau), sont groupées aux
abords immédiats de la ligne théorique des tensions (fig. 15 et 16).

6) Métaux légers.

Duraluminium, avional et anticorodal.
Valeurs de résistances caractérisant les matériaux :
Duraluminium et avional

op=1,80 t./cm?2 ¢, =4,20 t./cm?
E =730 »

Anticorodal
op=2,1 t./cm?2 p.=4,30 t./cm?2

On a exécuté un grand nombre d’essais sur des barres de section rectangu-
laire et de section circulaire ainsi que sur des tuyaux. Les diagrammes ten-
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sion-déformation pour le duraluminium et I'avional ne présentent que des dif-
férences peuimportantes, tandis que les valeurs pour 'anticorodal sont un peu
plus élevées (fig. 17).

La longueur des barres destinées aux essais de flambage varie de 140 &
2.040 mm., leur diameétre extérieur de 10 2 86 mm. et Iépaisseur de leur paroi
de 1 & & mm.
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Fig. 15.
Fonte grise. Courbes théoriques de flambage pour charges centrées ct excentrées.
Valeurs d'essais. Degrés d'excentricité : m =0 1,0 et 3,0.

Gusseisen. Theoretische Knickspannungslinien, Versuchswerte. Exzentrizitiitsmasse m.

Grey cast iron. Theoretical buckling curves for central and cccenlric loads. Test values.
Degrees of eccentricity m.

Fig. 16.
Issai de flambage sur une barre de fonte grise. Distance entre les appuis & couleau 105 cm.
Degré d'élancement — = 132, degré d'excentricite m = 3.
i
Knickversuch mit einem Gusseisenstab. Spitzenentfernung, Schlankheitsgrad - .
[
Excentrizititsmass m.

Juckling test on a grey cast iron bar. Distance between knife-edge supports. Rate of slenderness.
Degree of eccenlricity, m.
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La tig. 18 re presente wlaphlquement la ligne théorique des tensions de tlam-
bage pour la compression axiale ainsi que les valeurs d’essais correspondantes.
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4 5 0 3 5 27 5
Raccourcissement specifigue en Yoo
Fig. 17.

Diagramme tension-déformation pour métaux légers.
Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir Leichtmeltalle.
Tension-deformation diagram for light metals.
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Fig. 18

Mctaux légers. Courbes théoriques de flambage pour charge centrée. Valeurs d'essais.
Leichtmetalle. Theoretische Knickspannungskurven fiir zentrische Last. Versuchswerte.
Light metals. Theoretical buckling curves for central load. Test values.

Les 22 valeurs d'essai des barres de duraluminium et d'avional sont tres
proches de la ligne théorique des tensions de flambage. Par contre, les 14 valeurs
d’essai pour les barres d’anticorodal sont situées, dans la zone plastique, un peu
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plus haut, conformément au diagramme compression-raccourcissement déter-
miné pour ce matériau.

Relativement a la ligne des tensions de flambage, on peut remarquer les par-

ticularités suivantes : jusqu'a la tension de flambage s, =3, [en moyenne
1,80 t./cm2), on obtient une ligne correspondant a I'hyperbole d'Euler mais
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[ A\ I o m=05
é,_'-eo)\.o o m=1/
S 151 <53 % m=3
S/
E =]
S
© 10
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05 T~ 2
- \1(
ol 1 1 1 T D B T R I S
0 , .. loo ] 150 200
Degre d eloricerment 1.
19 20
Fig. 19.

Métaux légers. Courbes théoriques pour charges excentrées. Valeurs d'essais.
Degrés d’excentricité m=0.25 0.5 1,0 et 3,0.
Leichtmetalle. Theoretische Knickspannungskurven fir exzentrische Last.
Versuchswerte. Exzentrizititsmasse.
Light melals. Theorelical buckling curves for eccentric loads.
Test values. Rales of eccentricity m.

Fig. 20,

o

Essai de flambage sur une barre d’anticorodal a scction carrée de 2 em. d'aréle. Distance entre
t

les appuis-pointes 46 cm. Degré d'¢lancement — — 80. Charge de flambage P==5,0 L.
i
Knickversuch mit einen Anticorodalstab. Viereckiger Querschnitt Spitzenentfernung,

Schlankheitsgrad, Knicklast.

Buckling test on an « anticorodal » bar, 2 em square. Distance between bearing points.

Rate of slenderness. Buckling load.

tracée en se basant sur un coefficient d'élasticité de 730 t./em2. De ce fait, la
. l : o
force de flambage des barres dont I'élancement ; > 100 est environ 3 fois plus
i

faible que celle des barres d’acier de construction, de qualité normale, pour
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lesquels E=2.150 t./cm?; lorsque 1'élancement s’abaisse, la courbe des ten-
sions de flambage des métaux légers se rapproche de celle de I'acier de con-
struction et atteint presque cette derniére lorsque I'élancement est tres

faible.

7 a3,

U:J ; A= 280
\"
§ 47
S
INRZ/ S ! =
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S o Limitece | ok I courbe fersion -
RN proportionnalite allongerment & 13 declsrge
S o - oo
S
3 sl .
e £ - 105000 I
§’ a . 1 Il -
S v 25 10 15 20 25 30 35

Raccourissement  specifigue en /oo
Fig. 21.
Diagramme tension-déformation pour le bois de construclion.

Spannungs-Delimungs-Diagramm fiir Bauholz.
Tensic n-deformation diagram for timber.
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Bension maoyenne de Flarmbage en tem ?

0 I S | I N | L1 1
0 50 00
Degre o éoncement 1.t
Fig. 22.
Bois de construction. Courbes théoriques de flambage pour charges centrées et excentrées.
Valeurs d'essais. Degré d'excentricité m = 0 et m =1.
Bauholz. Theoretische Knickspannungskurven. Versuchswerte. Exzentrizititsmasse m.

Timber. Theoretical buckling curves for central and eccentric loads.
Test values. Degrees of eccentricity m.

On a exécuté, en outre, un grand nombre d’essais avec les excentricités sui-
vantes : m = 0,25, 0,3, 1,0 et 3,0. Les courbes théoriques ont été établies par
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approximation en réduisant les valeurs trouvées pour le flambage par force
centrée. On a utilisé pour la réduction les rapports déterminés a l'aide des
courbes pour l'acier de construction. Les résultats d’essai montrent que ces
facteurs de réduction permettent de déterminer aussi pour les métaux légers,
des valeurs parfaitement utilisables en pratique (fig. 19 et 20).

7) Bois de construction (sapin blanc).

Valeurs de résistance caractérisant le matériau :

op =140 kg./cm? 3(.:28.0 kg./cm?
b = 600 fr = 450 »

Eqs=105.000 kg./cm?2.
I1 était aisé de concevoir I'application de la théorie développée ci-dessus au
00— calcul du bois de construction. Dans
" 4y ce but on a exécuté environ 90 essais
de flambage sur des poutres de bois,
toutes prélevées d'un seul gros tronc
afin qu’elles soient de méme qualité.
La fig. 21 représente le diagramme

.

| P
I \ j—?— compression-raccourcissement, la fig.
:%‘_ X i 22 la ]igne. théorique des tensions de
- ' v T “' ﬂa.mbage ainsl que les valeurs d’es-
TT i L sais pour m =0 et m=1.
3 oz 855 Gicornr , m-L. Pour le calcul de la résistance au

pyenre
)
Y

T
/I

7,
2 . "
! flambage des bois de construction
1 x >
! dont on connait la résistance a la
]

oD e a3 i % compression des prismes debout .24,

j la limite de proportionnalité o, et le
N coefficient d'élasticité E (valable jus-
¥ ! . (qu'a ¢,), on peut utiliser la méthode

d’approximation suivante qui fournit

\\\— des valeurs satisfaisantes pour les

tensions de flambage.

L1 L Tant que la tension de flambage
50 100 50 ’ . .
Degre’ o dncement ¢.( ok ne dépasse pas la limite de pro-
Fig. 23. portionnalité s,, I'hyperbole d'Euler
Bois de construction. Lignes approximatives
de tension de flambage. Degré d'excentricité est valable
m—=—20 1,0 et 3,0.

Tension moy

T T ]

T

Q

I S,

S

Y

I'auholz. Angeniherte Knickspannungslinien, “ E
~ e eg —_— —— 4
Exzentrizititsmassc. Ok T2

Timber. Approximate buckling tension lines. (_.

Degrees of eccentricity m. X

A partir de la limite de proportionnalité ¢, la ligne des tensions de flambage

se réduit & une droite uirelie le point 5, au point 4 dont I'ordonnée est repor-
l l o -

tée pour I'élancement ;- = 20 (i) =6 ). Le choix d’un élancementl critique - =
i

20 est justifié du fait que les poutres de bois plus trapues n'accusent aucune

différence sensible de la résistance a la compression 34 (fig. 23).
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Diagramme tension-déformalion pour le béton.
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Courbes théoriques de flambage du béton armé.
Résistance i la compression sur prisme 3¢ = 225 kg/cm?, Pourcentage d'armature 1°/,.
Theoretische Knickspannungslinien fiir armierten Beton.
Prismendruckfestigkeil — Armierungsgrad.
Theorctical buckling curves for reinforced concrete. Crushing strength on prism,
Percentage of reinforcement.
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C’est dans le domaine intéressant spécialement la pratique, c'est-a-dire dans
, {
le cas de barres trapues ou d’élancement moyen <-. < 100), que la chute des
l

tensions pour le flambage par compression centrée, par suite de I'excentricité
. . . . b p - ’

du point d'application, est la plus considérable. Elle est en moyenne de 435 °/,

pour m =1 et de 65 °/, pour m= 3. Les relations suivantes assurent une exac-

titude suffisante pour le calcul des constructions dans le cas de flambage par

compression excentrée :

pour m = 1 Ok evcentr. — 0a55 Gk axial
pOlll‘ m = 3 Ok excenlr. — 0,35 Ok axial- (ﬁC". 23).

Pour les barres trés élancées <§ > 100), I'influence de l'excentricité devient

de plus en plus faible (fig. 23).

8) Bélon armé.

Chiffres caractérisant la composition et la résistance du béton :
dosage en ciment 300 kg./m? consistance plastique (Hy0 = 17,5 °/,) ;
résistance des prismes debout & la compression 34=225kg./cm?;

Eea = 330.000 kg./cm?2;
pourcentage d’armature ~ 1°/,.

La figure 24 représente le diagramme compression-raccourcissement, tandis
que la fig. 25 donne une image des courbes théoriques de tension au flambage
pour

m = 0, compression axiale ;

m =1, point d’application de la force sur le périmétre du noyau ;

m =2, point d’application de la force a une distance de deux fois la gran-
deur du noyau.

Les 18 valeurs d’essais sont aussi reportées sur la fig. 25 aprés réduction
effectuée en admettant une seule résistance a la compression des prismes
debout ,34= 225 kg./cm2. La concordance entre les valeurs théoriques et
expérimentales est trés satisfaisante.

Il apparait nettement que l'excentricité du point d’application de la force,
dépendant aussi du pourcentage d’armature, diminue de fagon trés sensible la
stabilité au flambage. '

La méthode suivante est a conseiller en pratique pour I'établissement des
lignes de tensions de flambage.

La formule d’Euler reste valable pour les élancements ol la tension au

P

oy : Ba . . .
centre de gravité ne dépasse pas o= 5= ~ ¢, (4 peu prés la limite de propor-

3

tionnalité)

Si la détermination du coefficient d’élasticité n'a pas lieu expérimentale-
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ment, on peut en calculer la valeur, avec une exactitude suffisante, a I'aide de
la relation

. - pa?ld
Ekg./cm’—‘ 0,75 x 350.000. de -+ 150

Le coelticient 0,75 a pour but de tenir compte des déformations permanentes

qui apparaissent, méme si la tension a la compression ne dépasse pas 'ﬁ' )
3
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Fig. 26.
Béton armé, Lignes approximalives de tension de flambage. Degré d'excenlricité m =0 1,0 et 2,0.
Armierter Beton. Angenitherte Knickspannungslinien. Exzentrizititsmasse.
Reinforced concrele. Approximate buckling tension lines. Degrees of eccentricity, m.

2
Le point répondant a I'ordonnée g, <cp ~ B > est relié par une droite 4 un

3
. ) » ) o l n . l
second point dont l'ordonnée est 34 et labsmsse;. =35 (correspondant & L=

10).
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- { ;
Si I'élancement - est plus petit que 35, la résistance & la compression des
l

prismes debout 3, est valable.
Sion a des forces excentrées paralleles a l'axe de la barre, on réduit les
lignes s, pour la compression axiale dans les proportions suivantes :

excentricité mi == 1 &k excentr. = 0,45 61 axial
m=2 Ok excentr. =— 0,2:) Gl axial (flz‘_: 2“, :..7, 28 et 2()}

Fig, 27,
Essai de flambage sur une barre de bélon armé, Distance entre les appuis & couteau 3,30 m,

Degré d'élancement - —114, degré d’excentricité m — 0.
i

Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung. Schlankheitsgrad,
oxzentrizititsmasse m = 0.
Buckling test on a reinforced concrete bar. Distance between knife-edge supports.
Slenderness ratio, degree of eccentricity.

Fig. 28.
Essai de flambage surune barre de béton armé. Distance entre les appuis & couleau 6,60 m.
Degré dé¢lancement - — 142, degré d'excentricité m =1.
L
Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung, Schlankheitsgrad,
Exzentrizilatsmass.
Buckling lest on a reinforced concrete bar. Distance between knife-edge supports. Slenderness
o] o]
ralio, degree of eccentricity.
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IV. Flambage dans le cas d'une charge transversale invariable
agissant au milieu de la barre.

Les éléments de construction ayant a supporter, en plus d'une charge
axiale de flambage, une force latérale agissant en leur milieu ont des rap-
ports communs avec les barres sollicitées par des forces excentrées, aussi bien
au point de vue théorique (calcul) qu'au point de vue pratique (construction),
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Fig. 29.
Essai de flambage sur une barre de béton armé. Distance entre les appuis & couleau 3,00 m.
!
Degré d’élancement = — 42. Degré d'excentricité m =—1.

8 ; g

Knickversuch mit armiertem Betonbalken. Schneidenentfernung, Schlankheitsgrad

\ o o e < o] )

Exzenlrizitatsmass.

Buckling test on a reinforced concrete bar. Distance between kuife-edge supports,
Slenderness ratio, degree of eccentricity.

Notre rapport, présenté au Congres de Vienne, contient un tableau gra-
phique calculé pour I'acier de construction et vérifié expérimentalement.
Ce graphique permet de lire immédiatement les valeurs déterminantes des
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charges de flambage avec force latérale, en pourcent des charges de flambage
sans force latérale (fig. 30).

D'une fagon générale on peut déterminer la charge portante au flambage des
barres, chargées transversalement en leur milieu par une force I, 4 'aide du
graphique établi pour les barres comprimées par des charges excentrées
(tig. 6). Cette maniére de faire, tout en ne donnant que des valeurs approxima-
tives, présente une exactitude suffisante dans la plupart des cas pratiques.
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Fig. 30.
Courbes représentant la diminution de la force de flambage par suite
d'une charge transversale: Acier de construction voir fig. 6.
Kurven der Knickkraft-Abminderung durch Seitenlast. Baustahl.

Curves showing decrease in buckling strength owing to a transverse load.
Structural steel.

L’excentricité (p) du point d'application de la force est donnée par la relation

)
_ oy 3 ™
PP =Pig st r

Par titonnements on recherche, pour un élancement déterminé, la concor-
dance entre Py g et m= % . De cette maniére il est possible de déterminer la
diminution de la charge au flambage des barres comprimées axialement et sol-
licitées latéralement par rapport & la charge au flambage des barres compri-
mées axialement, mais sans sollicitation transversale.

La méme méthode d’approximation est applicable aux barres comprimées
par une charge excentrée, paralléle a 'axe de la barre et sollicitée simultané-
ment par une force transversale agissant en son milieu.

V. Flambage des barres & axe de courbure continue.

Tout en étant certain d'une exactitude suffisante, on peut traiter et calculer
les barres courbes, sans tension initiale, comme des barres comprimées par
une charge paralléle a I'axe de celles-ci. On introduit dans le calcul I'excentri-
cité p=-e, respect. p =e + p, (fig. 31).
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VI. Flambage dans le cas ou le point d’application de la force
est excentrique et la direction du flambage perpendiculaire
au plan de la force.

Supposons une barre comprimée par une force excentrique située sur un des
axes principaux de la section. La force porhute subira une diminution, non
seulement dans cette direction de flambage, mais encore dans la direction de
flambage perpendiculaire au plan de la force si certains éléments de la section
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Fig. 31.
Barres d’axe courbe. — Stibe mit gekriimmter Achse. -— Bars with curved axis.
Fig. 32.
IFlambage sous charge excentrée, direction du ﬂamba;.,c pcnpondlcu]anc au plan de la charge.
lhpmtmon des tensions pour la cllal"'(' de flambage évaluée a4 Px = 64 £.: charge détermince
au moyen du module Tk = 1700 : Px =64 £. (Conforme a I'¢v aluation. )

charge de flambage mesurée (essai) Px = 60 £,

Knicken bei exzentrischem Lastangriff, Knickrichtung winkelrecht zur Lastebene.
Spannungsverteilung [iir die geschatzle Last, gemessene Knicklast.

Buckling under eccentric load; direction of buckling perpendicular Lo load plane. Distribution
of tensions for buckling load estimated ; backling load mecasured at tests.

sont sollicités au-dessus de la limite de proportionnalité par le moment di a
I'excentricité initiale et a la fleche. Le module de flambage de ces zones subit
de ce fait une diminution.

La détermination de la force de flambage se fait & 1'aide de la répartition
effective des tensions dans la section flambée. La fig. 32 représente une répar-
tition semblable des tensions et la variation du module de flambage dans les
différentes zones. Le tableau 1 qui suit rassemble les valeurs des forces de
flambage obtenues lors d'une série d'essais dans lesquels le flambage a tou-
jours eu lieu perpendiculairement & la direction de 'excentricité.
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Tableau 1.

Flambage perpendiculaire au plan de la force. Section : rectangle de 40 X 160 mm.

Forces de flambage

: l . l
élancement 5 — 65 élancement - — 130
{
=0 my=1 g =2 Me=3 my—1~0 my—1 m,—2 my—3
132 t 102 i} — 83 — 60 5

B a5 i 5 g i g
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Fig. 33.
issai de flambage sur une barre rectangulaire 16 >< 4 cm.

= = 130. =2 My=20:

v

Knickversuch mit Rechteckeisen. Schneidenentfernung, Schlankheitsgrad, Exzentriziliitsmass.

Distance entre les appuis & couteau 1,52 m

Buckling test on rectangular bar. Distance between knifecdge supports,
Slenderness ratio, degree of eccentricity.
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VII. Flambage dans le cas ou le point d’application de la force
est excentrique par rapport aux deux axes principaux.

Lorsqu'une barre est comprimée excentriquement par rapport aux deux axes

principaux, il n'est pas admissible d’examiner d’abord sa sécurité au flam-
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Fig. 34.
IFlambage sous charge excenlrée par rapport aux 2 axes principaux. Répartition des tensions
pour la charge de flambage évaluce : Px = 53 (. Charge de flambage mesurée (essai) Px = 553 L.
Knicken bei nach beiden Hauplachsen exzenlrischem Lastangrill. Spannungsverteilung
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