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DER BEITRAG DER INDISCHEN MATHEMATIK
ZUM RECHNEN MIT NEGATIVEN ZAHLEN

Eberhard Guhe, Mainz

Abstract

The present paper is about the Indian forerunner of our modern idea of negative numbers. Some of
the calculation rules for negative numbers which we apply still today are to be found in Brahma-

gupta's Brähmasphutasiddhänta, the earliest Indian account ofthe idea of negative numbers.

Information about the benefit of negative quantities in practical calculations can be gathered from
Bhäskara II and his commentators. The present paper is especially concerned with Bhäskara's way
of determining the area of a triangle presupposing the lengths ofthe sides as given data. He shows

that a general solution to this problem is available if negative quantities are supposed to be admissible

in the calculation process. Bhäskara is also aware ofthe geometrical meaning of these negative

intermediary results.

In der modernen Mathematik wird eine negative Zahl als eine gewisse
Äquivalenzklasse von geordneten Paaren natürlicher Zahlen definiert. Briefliche Mitteilungen

von Richard DEDEKIND weisen darauf hin, dass er einer der Wegbereiter
dieser Definition gewesen sein könnte (vgl. Dedekind 1932:490). Doch schon

lange vor der exakten Festlegung, was negative Zahlen sind, waren sie als Re-

chengrössen, die sich in bestimmten Anwendungsregeln manifestieren, ein

Begriff. Die Idee der negativen Zahlen in diesem operationalen Sinne wurde von
muslimischen Mathematikern tradiert, die sie von der indischen Mathematik
übernommen hatten, und erreichte auf diesem Weg auch den abendländischen

Kulturkreis (vgl. ELFERING 1985:83).
Im folgenden soll gezeigt werden, wie negative Zahlen in der indischen

Mathematik eingeführt wurden und welche Rolle sie gespielt haben, wobei stets

zu beachten ist, dass in diesem Zusammenhang von negativen Zahlen nicht im
Sinne der exakten modernen Definition die Rede ist, sondern im Sinne einer

intuitiven anwendungsorientierten Betrachtungsweise, die auch heute noch unsere

Vorstellung von den negativen Zahlen prägt.
Unter diesem Vorbehalt können in mathematischen Kontexten Sanskrit-

Ausdrucke wie ma ("Schuld") oder ksaya ("Verlust", "Abnahme", "Verminderung",

"Untergang") mit "negative Zahl" oder - dort, wo sie sich auf eine Zahl
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500 Eberhard Guhe

in Verbindung mit einer Masseinheit beziehen - mit "negative Grösse"

wiedergegeben werden. Entsprechend sind dhana ("Geld", "Gut", "Habe", "Vermögen",

"Besitz") oder sva ("das Eigene", "Eigentum") in mathematischen Kontexten

als Bezeichnungen positiver Zahlen bzw. Grössen aufzufassen.

Um eine Zahl in der mathematischen Symbolsprache als "negativ" zu

kennzeichnen, wurde in der indischen Mathematik (anstelle des uns geläufigen

vorgesetzten Minuszeichens) meist über dem Zahlzeichen ein Punkt oder ein

kleiner Kreis notiert (vgl. Datta/Singh 1962:11:13f).
Das früheste erhaltene Werk eines indischen Mathematikers, in dem negative

Zahlen thematisiert werden, ist der Brähmasphutasiddhänta von Brahma-

gupta. Der Text stammt aus dem 7. Jh. n.u.Z., ist also deutlich später als das

chinesische Werk "9 Kapitel der Rechenkunst", in dem ebenfalls negative Zahlen

behandelt werden (vgl. Martzloff 1997:200f). Es dürfte spätestens im
1. Jh. n.u.Z. entstanden sein und könnte durch den regen Kulturaustausch
zwischen Indien und China in dieser Zeit auch die indische Mathematik beeinflusst
haben.

Ebenso wie in diesem chinesischen Werk wird der Leser auch bei Brahma-

gupta sofort mit Rechenregeln für negative Zahlen konfrontiert. Was negative
Zahlen sind, und was ihre Einführung bezweckt, darüber erfährt man nichts.

Dennoch wirken Brahmaguptas Rechenregeln auf den modernen Leser sehr

vertraut, denn sie entsprechen ziemlich genau dem, was wir über das Rechnen mit
positiven und negativen Zahlen wissen.

Aus dem (bereits in ELFERING 1985 übersetzten) Text - es handelt sich um
die Verse 31-36 im Kuttakädhyäya des Brähmasphutasiddhänta - greife ich hier
als Beispiel nur die Regeln für die Multiplikation heraus:

rnam rnadhanayor ghäto dhanam mayor dhanavadho dhanam bhavati \

sünyarnayoh khadhanayoh khasünyayor vä vadhah sûnyam || [34]'

Das Produkt von einer negativen und einer positiven Zahl ist eine negative Zahl [Das
Produkt] von 2 negativen Zahlen ist eine positive Zahl. Das Produkt von positiven Zahlen ist
eine positive Zahl. |

Das Produkt von 0 und einer negativen Zahl, von 0 und einer positiven Zahl, oder von 0 und

0, ist 0. || (BSS p. 244)

1 Die vorliegende Textfassung gründet sich an mehreren Stellen auf Lesarten, die in BSS zwar

angegeben werden, aber nicht im konstituierten Text erscheinen, der stattdessen - sprachlich

gesehen und auch vom Sinn her - unverwertbare Varianten enthält.
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Der Beitrag der indischen Mathematik 501

In dieser Weise spielt Brahmagupta auch für die Addition, die Subtraktion, die

Division, das Quadrieren und das Wurzelziehen alle Möglichkeiten durch, die

sich bei Anwendung dieser Operationen auf positive und negative Zahlen und

auf die Null ergeben. Die Null ist für Brahmagupta - so wie in der modernen

Mathematik - weder positiv noch negativ.
Im Falle der Division durch 0 weicht er von den uns geläufigen Rechenregeln

ab, wodurch sich Widersprüche in sein Regelsystem einschleichen. Doch

dies soll hier nicht weiter erörtert werden.

Bhäskara II (12. Jh.) behandelt in seinem Bïjaganita das Rechnen mit negativen

und positiven Zahlen auf ähnlich abstrakte Weise wie Brahmagupta.
Es gibt jedoch einen späten Kommentar zu diesem Werk, nämlich den im

17. Jh. entstandenen Navähkura. Der Verfasser Krsna Daivajha versucht dort,
eine anschauliche Vorstellung davon zu geben, was negative Grössen sind. Die

Beispiele, die er dazu heranzieht, bringt er auf einen gemeinsamen Nenner,
indem er das rnatva, also die "Negativität", mit vaiparïtya ("Gegensätzlichkeit",
"Umkehrung") umschreibt (BG p. 8, Z. 6).

Dabei kann - so wie in dem folgenden Fall - die Gegensätzlichkeit darin

bestehen, dass es sich bei einer positiven und der zugehörigen negativen Grösse

um entgegengesetzt gerichtete Grössen handelt: yathä pürvagater dhanatva-

kalpane yadä grahah pascimagatir bhavati tadä grahe gatitulyakalä rnam
bhavati - "... so wie, wenn man das Positiv-Sein der Bewegung nach Osten

annimmt, die gleichvielen Bogenminuten der Bewegung bei einem Planeten

dann eine negative Grösse sind, wenn sich der Planet nach Westen bewegt"
(BG p. 8, Z. lOf).

Die Möglichkeit, rna und dhana im Sinne des Kommentators als gerichtete

Grössen aufzufassen, besteht auch dann, wenn man die Begriffe im merkantilen

Sinne versteht. Auch der Kapitalfluss hat schliesslich eine Richtung: ato
devadattasvämike dhaneyävadyajhadattasvämikatvam tävad devadattasyarnam

iti vyavahriyate - "Daher nennt man, wenn Devadatta Besitzer eines Vermögens

ist, soviel die Schuld Devadattas, wieviel Yajnadatta [davon] besitzt"

(BGp. 8, Z. 15f).
Inwiefern die Einführung negativer Grössen die Lösung mathematischer

Probleme erleichtert, ergibt sich aus einer Stelle in Bhäskaras Lïlavatï, auf die

Krsna Daivajha hinweist: yata uktam äcäryair lilävatyäm ksetravyavahäre...
(BG p. 8, Z. 6f). Es geht dort um die Bestimmung des Flächeninhalts eines Dreiecks,

von dem alle 3 Seitenlängen bekannt sind (Lil 1927 p. 108f u. Appendix p.
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502 Eberhard Guhe

612). Da der Flächeninhalt nach der Formel Grundseite • Höhe : 2 berechnet

wird, versucht Bhäskara zunächst, die Länge der Höhe zu bestimmen, die senkrecht

auf der Grundseite steht. Diese Höhe kann innerhalb des Dreiecks liegen

(Fall A) oder ausserhalb (Fall B).
Eine Formel, mit der man die Höhe im Fall A berechnen kann, hatte

Bhäskara bereits an früherer Stelle hergeleitet und anhand eines konkreten

Zahlenbeispiels ausprobiert. (Lïl 1927 p. 106f u. Appendix p. 61 [Verse 163-165]

Ol 1937 p. 153f [Verse 165-167]). Sein Ansatz zur Gewinnung dieser Formel,
den auch Banerji in Lïl 1927 (p. 107) erläutert, soll im folgenden skizziert werden:

Die Längen der Seiten a, b und c des Dreiecks in Abb. 1 seien bekannt.

.r

Abb. 1

Die Höhe h teilt die Grundseite in 2 Teilstrecken x und y, so dass sich 2

rechtwinklige Dreiecke (mit den Seiten a, x und h bzw. h, y und b) ergeben. Auf
diese beiden Dreiecke wendet man den Satz des Pythagoras an (wobei die

ursprünglich zur Bezeichnung der Dreieckseiten verwendeten Kleinbuchstaben
nun für die Zahlenwerte ihrer Längen stehen sollen):

2 Es handelt sich nach dieser Ausgabe um Vers 166 und die zugehörige Passage der Väsanä

(Bhäskaras Anmerkungsteil zu den Versen der Lîlavatî). In Lïl 1937 und Lïl 1975 hat dieser

Vers die Nummer 168. In Lïl 1975 fehlt gerade der Teil der Väsanä zu diesem Vers, den

Krsna Daivajna zitiert.
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Der Beitrag der indischen Mathematik 503

a2=x2+h2

b2=y2+h2

a2-b2=x2-y2

Mitx2 -y2 (x + y)(x - y) folgt also

a2-b2
_

x + y
x-y.

Nun gilt:

c+x-y=x+y+x-y=2x
c-(x-y) x + y-(x-y) 2y

2 l2

X
c + x-y c + -

al-b 2 Z.2al-b
—— (*) und y

c-(x-y) c (**(**\

9 ~) ")

Wir können also h durch a, b und c ausdrücken. Aus b y + h folgt mit
Hilfe von (**):

a2-b2^2

h JÖ~7=lb2

Wie Abb. 2 zeigt, scheint Fall B eine völlig andere Vorgehensweise zur
Berechnung von h zu erfordern.

Als Divisor in dem Bruch auf der linken Seite dieser Gleichung gibt Banerji in Lïl 1927 (p.
2 2

107) fälschlicherweise x -y an.
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504 Eberhard Guhe

Abb. 2

Die Längen der Seiten a, b und c seien wieder als bekannt vorausgesetzt, z ist
die Verlängerung von c bis zum Fusspunkt von h. Kennt man die Länge von z,
kann man die von h mit dem Satz des Pythagoras bestimmen. Die in Fall A
ermittelten Formeln für x und y nützen einem hier scheinbar nichts. Bei näherer

Betrachtung (s. Tab. 1) entdeckt man aber in Fall B Strecken, deren jeweilige
geometrische Funktion sich mit der von x bzw. y deckt.

Tab. 1

Fall A FallB

Strecke, die vom Fusspunkt der Höhe zum linken Eckpunkt des Dreiecks

verläuft
X d

Strecke, die vom Fusspunkt der Höhe zum rechten Eckpunkt des

Dreiecks verläuft y z

Es gibt jedoch einen wesentlichen Unterschied zwischen beiden Fällen: y liegt
rechts und z links von der Höhe. Anhand eines Beispiels (vgl. Vers 168 nach der

Verszählung in Lïl 1937 bzw. 1975) verdeutlicht Bhäskara, was dieser Unterschied

ausmacht:

rnäbädhodäharanam - dasasaptadasapramau bhujau tribhuje yatra navapramä mahï\
abadhe vada lambakam tathä ganitam gänitika äsu tatra me || [168] [166] in Lïl 1927)
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"Ein Beispiel für eine Teilstrecke als negative Grösse: In einem Fall, in dem bei einem Dreieck

die Grundseite 9 c) beträgt und die beiden [anderen] Seiten 17 a) und 10 b), |

nenne mir, oh Rechenmeisterin, schnell die beiden Teilstrecken (z und d), die Höhe (h) und

die berechnete [Fläche]."41|

Wie Bhäskara im darauffolgenden Kommentar erklärt, läuft die Berechnung von
z (wobei mit z - so wie im Falle der anderen Streckenbezeichnungen - wieder

zugleich die zugehörige Masszahl gemeint sein soll) auf ein negatives Ergebnis
hinaus, wenn man dieselbe Formel verwendet wie bei der Berechnung von;y, der

Entsprechung zu z im Sinne von Tab. 1 :

a2-b2
_c_ ç_ 9-21

_ 12_
2 2

~
2

~

Was man auf diese Weise errechnet, kann nicht die (selbstverständlich positive)
Masszahl der Länge von z sein. Entsprechend deutet Bhäskara im folgenden an,
dass mit dem negativen Vorzeichen eine Richtungsangabe verbunden ist. z kann

nämlich - ebenso wie y - als Masszahl der gerichteten Strecke aufgefasst werden,

die vom Fusspunkt der Höhe zum rechten Eckpunkt des Dreiecks verläuft.5

anena bhür ünä na syät. asmäd eva bhür apanitä sesärdham rnagatäbädhä
digvaiparïtyenety arthah. - "Die Grundseite dürfte wohl nicht um diese [21]
vermindert werden. Davon wird die Grundseite abgezogen.6 Die Hälfte der
Differenz7 ist eine Teilstrecke, die wegen der Umkehrung der Richtung den negativen

Grössen angehört. Das ist der Sinn." (Lïl 1937 p. 155)

"Umkehrung der Richtung" bedeutet dabei offenbar, dass z zwar - so wie jy

- vom Fusspunkt der Höhe zum rechten Eckpunkt des Dreiecks verläuft, aber

links von der Höhe liegt. Wann die Masszahl der gerichteten Strecke, die vom

4 So wie Colebrooke ergänze ich sinngemäss ksetram hinter ganitam (vgl. LH 1927 p. 108).
5 Eine solche gerichtete Strecke ist - modern ausgedrückt - ein Ortsvektor, dessen Ursprung

im Fusspunkt der Höhe liegt.
6 Statt 9-21 rechnet man also 21 - 9, um den Betrag der Differenz zu ermitteln. Wie auch

später seine Formulierung des Ergebnisses zeigt, fasst Bhäskara die Aufgabe so auf, dass

nur nach dem Zahlenwert der Länge von z gefragt ist.
2

- h2
7 d.h die Hälfte von c -
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506 Eberhard Guhe

Fusspunkt der Höhe zum rechten bzw. linken Eckpunkt des Dreiecks verläuft,
positiv oder negativ ist, ergibt sich aus der folgenden Tabelle:

Tab. 2

Eckpunkt liegt
links von der

Höhe

Eckpunkt liegt
rechts von der

Höhe

gerichtete Strecke, die vom Fusspunkt der Höhe zum
linken Eckpunkt des Dreiecks verläuft

+ -

gerichtete Strecke, die vom Fusspunkt der Höhe zum rechten

Eckpunkt des Dreiecks verläuft - +

Wenn man bei z vom Richtungsaspekt absieht, bleibt nur der Zahlenwert der

Länge 6) übrig. Das Ergebnis der in Vers 168 gestellten Aufgabe lautet daher:

tathä jäte äbädhe. 6. 15. ata ubhayaträpi jäto lamvah. 8. phalam. 36. - "Somit
[betragen] die beiden entstandenen Teilstrecken 6 z) und 15 d). Daher
[beträgt] in beiden Fällen (d.h. unabhängig davon, welche Teilstrecke man zur
Berechnung verwendet) die ermittelte Höhe 8 h). Das Resultat (d.h. der Zahlenwert

des Flächeninhalts) [beträgt] 36." (Lïl 1927 Appendix p. 62)
Wie das Beispiel zeigt, können die durch die Höhe abgegrenzten Strecken

(x und y bzw. d und z) ohne Fallunterscheidung je nach der Lage der Höhe
(innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks) berechnet werden. Die beiden Formeln für
x und y in Fall A genügen. Ausser diesem praktischen Nutzen ist mit der

Berücksichtigung negativer Grössen auch ein Informationsgewinn verbunden: Bei
der Berechnung der durch die Höhe abgegrenzten Strecken ist das Ergebnis die

Masszahl der gerichteten Strecke, die vom Fusspunkt der Höhe zum linken
(rechten) Eckpunkt des Dreiecks verläuft. Im Falle eines positiven Ergebnisses
liegt die betreffende Strecke links (rechts) und im Falle eines negativen Ergebnisses

rechts (links) von der Höhe. Die Kennzeichnung als "positiv" oder "negativ"

lässt also die relative Lage der Strecke erkennen.
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