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September und Dctober.

I

Die Operationen oder DenFoervidhtungen in
Der Mathematif.

Gine per bepten Uebungen fiiv fdyarfes Denfen ift die Be-
ftimmung bder ver{chiedenen Thdtigfeiten, welde der Werftand
in der Grfenntnif der mathematifchen Wakrheiten audiibt, RNady-
ftehender Verfuch foll 3u einer ftrengen Unterfdyeipung Ddiefer
Thatigfeiten oder Operationen anleiten.

©te Operationen der Mathematif unterfcheiden fidh, je
nachpem fe jur Beftimmung der Form, bder Grofe, oder der
Jabl angewendet werden.

I. §orm.

1. Wenn die vorgeftellten Grengen der Raumfsrper nady
ihrer gegenfeitigen Lage gedacht werden, ftehen jie unter dem
Begriff Form. Gine Form find die in beftimmter Lage inners
lidy vovgeftellten und dufierlich dargeftellten und geord:
neten BVegrengungen ded Raumes.

2. Gormen Deftehen aus Punften. Denn die wollftdndig
beftimmte Grenge it et Punft, und die Lage eined Raumfdr-
pers Fann nur in Punften oder den Stellen derfelben vollftin-
dig Deftimmt werden. infent und Fldchen find {dhon ald For-
men 3u betradhten und a8 foldye aus Punften jujammenge-
fegt. — Umgefehrt bilden nady Lage und Ordnung gedachte und
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duferlidh bhingeftellte Punfte Formen und nur Formen, feine
Gréen. Denn weder getrennte noch) fidh) berlihrende Punfte
Finnen eine Grife ausmadyen. Jwar {ind Lnien, Flidyen und
Raumtdrper aud)y Grofen und dienen auch ald folche 3ur Bil-
bung von Formen; allein nur, infofern fie ausd Punften ju-
fammengejest {ind (oder fo gedadht werben), und vou ihrer
Grofe abgefehen wird.

3. Die Lage der Punfte wird durd) Nicdhtung, Wintel
und Raumganged beftimmt.  Umgefehre ift dag, wodurd) die
Punfte auf cimander beogen und in ihrer Lage vder Stellung
beftimmt werden, erftlich tm einfachften Falle die Richtung,
pann dag Winfelgange, und julept dag Raumganye.

Punfte {tnd alfo die lepten Beftandtheile oder die Grunds
beftandtheile, dag Raumgange, der Ebemwvinfel und die
Ridtung der leste Beftimmungsgrund der Form.

4. @8 gibt dret Arten von Grundformen: Linien, Fld-
hen und RawmESrper, und nur diefe drei; aber infofern fte ald
aus Punften Deftehend vorgeftellt werden,  ud Vunften und
pert Girundformen werden durd) Jujammeniesen wnd An-
ordnen (Combiniren und Permutiren) neute und immer jujams
mengefestere Formen gebildet.

Von Linien, Flachen und Raumfrpern ald Formen
fantn nicht gefagt werden: fie haben efne Form, fondern fie
find Formen; venn ohne Form gedadyt find fie tn begiehungss
[ofe Punfte aufgelist.

5. Die Grundthdtigleit bet der Beftimmung der Form
ift bag CStellen ober Sepen — ein einfadyed Befttmmen
jeder eimgelnen Stelle.  Gine weitere Thdtigkeit ift dag Juz
fommentftellen oder Jufammenfesen, wodurd eine
Stelle fiir je eine andere oder viele folche der Lage nach bes
ftimmt wird, Das Anordnen beftimmt die Lage von Stellen
in Begtehung auf alle fbrigen Stellen.

1. Grope.
6. Wenn Runfte 3 cinem Gangzen im Raume vers
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bunbden gedadgt werden, entfteht der BVegriff Grope. Gro-
fen find Gange, ju welchen Punfte verbunden find.

7. G8 qibt yweierlet Gange: Formgange und Grifen-
gawge.  Formgame™ {ind beliebige abgegrenzte Formen, Ddie
fidy mur im Allgemetnen vergletdyen aber nidht mejfen laffen.
Go find pwet beliebige Drefecte als Formgange gleidy ober dhn-
[idh) und von Vicreden in diefer Hinficht verfdhicden. Dasjelbe
gilt von gwei SKreifen, oder Halbfreifen u. {. w. CGine Form
wird st einem Ganzen, wenn man jie bewegbar denft, olne
pag thre Punfte dabei thre gegenfeitiq beftimmte Lage verdns
pern. —  Grdfengange {ind entweder Linien, oder Fldchen,
odet Raumtdrper, aber obhne Ritdfidht auf thre Form,
mur threm JInbalt nady betradhtet als Linge, Fladyeningalt,
Korperinhalt.  Die Form wird fir fie gleidhgitltiq. Sie laffen
fich vergleichent und auch meffen, und werden ju diefem Swede
auf die einfachfte Form gebracht.

In diefer Begiehung find Lnten, Fladen und Raumfdrs
per Grogen; betrachtet man aber jugletcdh thre Form, fo fann
man fagen: fie Haben Grdpe. Im leptern Falle bedeutet
Grige cine Cigenfchaft, die denm rdumlichen Ganzen — Linde,
Sladye , Raumtsrper — ald Gegenfidnden jugefchricben wird; im
eriteven werden diefe Gamgen nur ald durd) die Gigenjchaft
Grife beftehend gedadyt, fo daf fie obhne Grdfe gar nidt Ge-
genftande fiir und fein wirden. — Streng genommen  find
Linien, Fladyen und Korper felbjt Grdgen, fo dag bder Aus-
pruct: fie haben Gripe, unrichiig ift; denn abgefehen von bder
Grope find fie Formen, und ald folde find fie nidhts als ges
trennte, obgleich auf elnander bejogene Punfte, die in
Richtungen und Fladen liegen; Punfte aber finnen feine Linie
oder Flache bilben.

Bemerfung. NRidhungen, Chemvinfel und Korperwinfel
find weder Grofen nody Fovmen; nur der Jahlbegriff Cinbeit
fann auf fie al8 auf Gange angewenbdet werden.  Man Fann
swar auch von ihrer Giréfe fprechen und fie ju Formen an-
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ordnen, aber nur durd) BVetmifchung von BVegriffen, die tfhnen
felbft fremd find.,

8. Gine Grofe befteht nicht aud Punften, fondern aus
gleidhartigen Theilen: eine Linie aus Lintentheilen, eine
Flade aus Fladentheilen w. f. w. Diefe Thetle werden ju
pem Gangen verbunden; dad Ganze wird in feine Theile ge-
fchieden oder gethetlt.

Sede Grofe wird dagegen Ddurch eine verfchicdenartige
eryeugt: ein Raumbbrper durd)y einme Dewegte Fldiche, eine
Flache purdh eine bewegte Lnie, eine Linie durch einen bewegten
Punft. Gin blofes Begiehen getrennt liegender Punfte auf
einander ift nidht hinveidhend , wm die Vegriffe  Lnie, Fldche,
Raumforper ju erzeugen, fondern der Vegriff BVewegung muf
hingufommen.

Wenn ein Punft bewegt gedacht wird, fo ift die durd)
biefe Bewequng hergeftellte BVerbindbung aller durdhlaufenen
Ctellen eine Linie; wenn alle Punfte einer Linte aud ihren
Bewegungsridhtungen heraud in andere Richtungen bewegt ge-
padyt werden, dody fo, daf fie ftetd eine Lnte bilden, fo ents
ftebt durdy die hergeftellte Verbindung aller durchlaufenen Stel-
fen der Linte eine Fladye; durd) die Vewequng ciner Fldache
endlich entjtebyt auf dbnliche Weife ein Raumidrper. — Diefe
Bewegqung ift die ausdgefiihrte, verwirflichte Vegichung, welche
in der Form Statt findet. — (Nur durcdh Bewegung und den
Grund derfelben (Kraft) iff Verbindbung bder im Rauwme rein
getrennten Korperpunfte denfbar.) —

9. Ungleichartige Grofen fénnen geordnet und verbun:s
pen, aber nidt vergliden werdben; nur gletdhartige Gropen
laffent fich vergleichen.

Dag Vergleidyen der Grofen befteht darin, dap eine
Grife in die Form Der andern verfest (bewegt) gedacht wird.

Jwei gleidhartige Grofen werden durd) Vergleichen ald
aletd) over ungletd beftimmt.
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Bon 3iwet ungleidhen Grofen ift die fleinere gleich cinem
Thetl ver groferen,

Dad cinfache Vergleichen Hat tmmer nur je swei Grifen
sum Gegenftand,

Gin Punft, eine Linie, eine Fliche und ein Raumfdrper
ftebent in feinerlet Grogenverhdltniffe ju einander.

10.  Grdgen fonnen ferner durd) wiederholted BVerglei-
chert gemeffent werden.

Dad Meffen befteht darin, daf etne Grife mit einer
Anzahl fhon ald gleidh beftimmter Grofen abermald vergli-
chen wirh. Die Anzabhl fann auch nur eine Grife fein. Cine
Girdpe ift durd) eine andere gemeffen, wenn Ddiefe einmal oder
mehrmal an einander gefest, gleich Dder erfleren ift. Das
blofe Vergleichen it tm Falle der Gleichbheit audy fdyon ein
MNefjen.

Die Grofe, weldhe eine Jahl mal an einander gefest
(verbunden), gleich etner andern ift, nennt man dad Map.

11.  Das Mefjen unterfcheidet fich) in gwet entgegengefesste
Shatigtetten: entweder ift die eine Grofe ald Map  gegeben,
und durd) ein wicderholted oder maliged Jufammeniepen
perfelben wird die anbere ald gemeffened Gange beftimmt; ober
umgefehrt, cine Groge ift ald Gangesd gegeben, und durdy Ein-
thetlen derfelbent witd ein fovielter Theil beftimmt., Drittens
fann  aber aud) bdag Werhdaltnif swet gegebener Gripen
purd) ein gemeinjchaftliches Maf beftimmt werden. Um
diefed 3t finden, miiffen die Deiden Grdpen und thre Refte durdy
einander fo oft mal gemeffen werden, big ein Reft ald dasd
Map deg vorhergehenden fid) crweift. Diefe Verrichtung fann
man Vermeffen nennen.

12.  Grofen werden alfo ftufenweis durd) einen bewegten
RBunft erzeuqt, indem aber dabet von der Bewegung abgefehen
wird und nur die durd) fie beftimmten Stellen ald verbunden
sufammenaefaft werden.  Die ergeugten Grofen — gleichartige
und verfdhiedenartige — onmen ju Formen jufammengefest
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werden,  Die gleichartigen Grogen laffen fih vergleichen
und meffen. Gine weitere Thatigfett auf Grofen anpnvenden
ift unméglich. Durch dag Mefjen entftehen Grofeneinbeiten,
auf weldye die Jahlthdtigleiten angewendet werden finnen; das
durd) werden die Grofen ju pofitivenn und negativen, zu LProz
pucten und Brudytheilen beftimmt, weldyed alleg in die Jahlen-
lefre gehort.

Durd) dad Bermejjen wird mwifchen et Grofen ein
Jahlenverhaltnif beftimmt, durcd) Vergleichen (das einfade
Vergleihen) ein blofes Groenverhdltnts.

Bemerfung. Die Vegelchnung arithmetifchesd und
geometrifdhes Berhaltnip ift verfehrt. Wenn umgefelrt dagd
Gropenverhdltnif, weldhed dad Grofer oder Gleich befrimmt,
ein geometrifched, dag Jablenverhdalmi, weldyes das Soviel:
mal angibt, ein arithmetifded genannt witd, fo hat died eber
einen Sinn.

L. 3apl

13. Gine Jabhl beftelt aus Ginbeiten. Weber Bunfte
nody Theile vetdhen hin, cine Sahl ju bilden.

Die Criengung eined Gangen gefdhieht allmdlig durd) Be-
wegung, weldhe je ywei Punfte verbindet; die Cinbeit entjteht
mit etnem Male, indbem alle Punfte oder Theile cines Gan-
sen vereinigt gedacht werden. Der Grund der Wereinigung, das,
wodburd) fte entfteht, ift ein BVegriff, su dejjen Darftellung oder
Verwirtlidhung alle Punfte und Theile des Ganzen ald dienend
gedacht werden.  Diefer BVegriff ift das, was alle Theile jus
fammen in dem Gangen mit einem Male {ind, oder wad
bag Gange in allen feinen Theilen tff. — Der einfadfte Be-
griff, welcher jur Crieugung einer Gindeit dienen fanmn, ift der
allgemeine Raum von cinem Punfte aus als Naumganges aufz
gefapt.  Denft man fidh jeden Punft einer Form over Grofe
auf einen beliebigen Beftimmungspuntt oder Mittelpuntt Desd
Raumgangen begogen, fo exhdlt man im Gedanfen diefe Form
oder Grofe als Ginbeit.
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14, @8 unter{chetven fich dreterlel Ginleiten: Formein:
betten, Grofencinfetten und Jableinbeiten.

Gine Formeinlheit ijt jede Formart, die man jdhlen fann,
wie Gerade, Kreid, Dreied, Flache, Wiirfel, Kugel, Koérper;
auch die Form eined Stulles, Vaumes, Menjdyen u. dgl. gehdrt
pagu, — alfo trgend eine durch einen Begriff su eter Borjtellung
vereinigte Form, — Dagd, wad an eingelnen Aupendingen ge-
3ihlt wird, it dle begremgte Form, welche dem Begriff des
Dingesd, der allgemein ift, und nidt gexiblt, fonvern nur alg
Ging gedacht werden fann, jur Verwirflichung dient, und gwar
tmmer in je etnem etngelnen Falle,

Gine Gropencinfyett ift feved Maf, das jur (rdumli
chen) Beftimmung eined Begriffed dient.  Dagu gehort das Lin-
genmap, Fladenmap, Korpermaf; auch vad Kraftmaf, Ge-
widt, Werthmap (Geld), Jettmaf und anderes.

Die Jahletnheit ift dle Gind und dad Eing im Ge-
genfa gegen vas Nidyts.  Cine Grofencinbeit ift jeded durd
einen Artbeqriff OLeftimmte Maf; eine Ging dagegen ift jeder
vermittelft eined (rdumlichen) Mafed beftimmte Begriff. —
Dag Eing ift der allgemeine, unbeftimmte, nur von der Jeit
und gegen Ddiefelbe unterfchicdene Raumbegriff, alfo dag unend-
lihe auf fichy felbft Desogene Raumgange, obne fede Grenge.
@Es {jt darum nur ein Ging dentbar.

15.  Babhlen werben ausd Ginbeiten gebilvet durdy 3ah-
len. Gine 3ahl fann nur aud gleichartigen Ginleiten gebilvet
werden; daber cntftehen dreferlet Jablen: Formenzahlen, Gri-
Bengahlen, und reine Jahlen.

@8 gibt fo vielerlei Formengahlen, ald ed verfdhicdene
Formarten gibt, alfo unerfdhdpflich viele.

Von Gropenzahlen gibt ed nur drei Arten, indem ver-
fhiedene Lingencinlyeiten, oder Fladyen-, oder Kbrpereinbeiten
auf diefelbe Ginbeit gebracht werden Eonnen. Die wmittelbaren
Grofenbefiimmungen der Maffe, der Kraft, der 3eit u, dgl.
nadh) Gewidht, Gefdywindigleit, Dauter u. f. w. fonnen jwar



{heinbar ju mehr Avten von Grogenyahlen fithren, fommen aber
tmmer auf 3ablen von Lingens, ober Flddens, oder Korperein-
Beiten guriic.

Reine Jahlen {ind nur von einer Avt, indem nur der
allgemeine Raumbegriff fid) nach Map beftimmen Lipt.  Alle
andern Begriffe, die fidy meffen laffen, wie Jeit, Kraft, Werth,
ja felbft der ®eift, feen den RNaumbegrifi voraus, fdhliefen
ihn ald Seite oder befondere Besiehung in fich; und nur diefe
Geite von ihnen fann nach Map beftimmt werden.  Jede Bes
sichung ded Raumbegriffes nun auf ein Ma ift von einer
andern foldhen Besiehung nur der 3eit nad) unterjdhieden, im
Uebrigen diefelbe, da fie immer Ddasfelbe RNaumganze betrifft,
weldyed bejogen wird.

16. Dad Jdbhlen unterfdhetdet fich in ein Vorwdrts:-
und Ridwdrtdzahlen. Dasd erftere ift ein Bilden, dasd
leptere ein Aufléfen der Jahlen; beibe heben einander auf,
aber ohne Ddie Gleichheit Der Bebeutung zu haben, wie jwel
entgegengefeste Ricdhtungen, weldye einander nidht aufheben.
Dag RNidwdrtdzahlen hat nur eine Bedeutunyg, wenn dag Vor-
wdrtdzahlen voraudgefest wird, und geht nidyt wetter ald bigd
sur Aufldfung fdyon gebildeter Jahlen. Dasg Richwdrtszahlen
begtelt iy nicht auf die Cinlpeit, welde tmmer auf die gleiche
Weife ald Cinleit erzeugt wird, fondern auf die Folge etner
Ginfyett auf die andere; es gefdhieht daher {prungweife, und
nicht ftatig, toie die Ridbewequng eines Punttes.

Bemerfung. Dad Jdhlen, weldyes die Jabhlen bilbet
oder erzeugt, unterfdyeivet fich von vem Bewegen, weldes die
Gropen erzeugt, dadurch, dap ed feinen Gegenftand, dad ald
Ginfeit beftimmte Gange, ftetd erneuert, wdihrend dag Be-
wegen feinen Punft belydlt; beide Thitigfeiten aber beftimmen
eine Jeitrethe, in welcher die vorhergegangenen Beftimmungen
aufbewalrt find.  Wenn die Grofe erzeugt ift, wird der Ynfang
verfelben gleidygiltig; in einer 3abl Dagegen bleibt nothwendig
eine Ginbeit die erfie, und jede folgende behdlt thre Stelle in
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ver Jeitfolge. — Der Gegenfap der Ricdhytung madht audy fiir
bie Vewegung einen Unterfdhied swifchen Vorwdrtd und Ritd-
wartd moglich. Denfen wir und einen Punft (oder auch eine
finte ober Flache) erft vorwdrtd, dann ridwdrtd bewegt, fo
entjteht Det feder Bewegung eine Grofe; bdenfen wir und da=
gegen beide Bewegungen zugleid) auf den Punft angewendet,
jo heben fie einander auf, fo weit fte gletd) find.

Ucbrigend begieht fich der Unterjchied jwifchen Vorwwdirts
und Ridcdwdrtd nur auf den Rawm; flir die Jeit ijt nur ein
BVormwdrtd denfbar,

Das Jablen ober die SJahlthdtigleit ift die Grundopera:
tion der Jabl. Jhre Begeidhnung ift:

1=1 und 3—1=2

1+ 1= 2 1=2

2 4 1=3 1—1=0
(n—1) + 1=n u. {. w.

17. Aus {dyon gebilveten Jablen fdnmen durd)y Ju-
sablen neue Jahlen gebildet werden; aber nur aud gleid)-
artigen.

Dag Jugdhlen LGt {icdh auf alle dret Jahlarten amwvenden,
aber mit folgendem Unterfchied :

Obgleich es wunerfchdpflich viele Arten von Formengah:
len gibt (15), {o Eonnen bdoch vielerlet Formeinheiten unter
einen Vegriff gebradht und fo sufammengezdhlt werden. 3. B.
1 Dreiedt, 2 NRedhtede und 3 Kreife find jufammen 6 Flidyen;
2 Fliegen, 1 Fifch und 2 Hunve find jujammen 5 IThiere.
Welches die allgemeinjten Formbegriffe feien, braudyt hier nicht
entfchicden ju werden.

Bon den Grdgengablen laffen fich nur weldhe von Lingen-
einfyeiten, ober von Fladheneinheiten, oder von Korpereinheiten
sufammengdhlen; audy die mittelbaren Gréfeneinheiten miiffen
gleidartig fein. Sind die Cinbeiten nur ungleid) grof, fo fon-
nen fte auf gleich groge suriidgebracht werden.

Alle reinen Jablen laffen ficdh sufammenzdblen.



— 446 —

18, ®Dag Juzdhlen fann nur auf je jwet gegebene
Jablen, m und n, angewendet werden. 3 gefdhieht, tndem man
die eine 3abl, n, aujlést, und die Cinbeiten ju der andern, m,
uzdblt; ober tndem man beide Jahlen m und n ald aufgelist
neben einander fest und nun die Ginbeiten zablt, EStjt alfo
ein 3dblen, aber vorgefchrieben durch swel gegebene Jablen.

Die Besetchnung diefer Thatigkeit ift

m - n=np.

Dte beiden Sablen m und n jind von gleicher Art und
nur dadurch unter{chieden, daf die eine, m, juerft gefest, die
andere, n, ihr ald nadgefest sugezdbhlt wird, m fann daber
Sepzabl, n 3ufepzahl, oder audy beidbe — Sepjahlen,
p die Gefammtzahl genannt werbden.

Bemerfung. Daf m-t+n=n-4m ift ein Grund-
fag und war Dder erfte der Jahlenlehre. Gr beruht darauf,
Daf die Lage und Anordnung fiir die in einer Jabl ufam:-
mengefapten Ginbeiten gleichgiltig ift, wie die Form fiir die
Grope (7).

19, Dem Juzdblen entgegengefest ift dag Abzdhlen und
pag Vergletdyen,

Dag Abzdahlen gefhieht, wenmn eine Jabl p, ald Ge-
fammtzahl betrachtet und von ihr vidwdrtd geydhlt wird nad
einer Jabl, n, (dte ald gewefene Jufeszall angufelen {ft,) und
fo die Sepzalhl, m, erbalten wird. — Die Jufepzahl erhalt
durd) diefes Werfahren eine anbere Veftimmung, fie wird Ab-
sablungszabl. Die 3ahl m, der Reit, fann audy vie Ueber-
saly [ genannt werden.

Dag Vergletdyen findet Statt, wenn von einer Jahl,
m, al8 Sepzabl vorwdrtd gesdblt wird, big m und die juge-
sablte 3abl, n, gleich Dder gegebenen 3ahl p werden. — Die
fo erbaltene 3abl n fann die Unterfdyiedszalhl heifen.

Der Unter{chied zwifchen Wbzihlen und Wergleichen jeigt
fich am deutlichften an Formzahlen. n Formeinheiten (Kugeln)
von p gleidhartigen absuzdblen, Hat nur einen Sinn, wenn n
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von den gegebenen p Formeinheiten gemetnt find; find aber p
und n (Kugeln) gegeben, fo fanm offenbar fein Abzahlen, fons
pern nur ein Vergleihen Statt finden; denn eine Formeinbeit
(KugeD) fann von einer andern (Kugel) nidht abgezdblt werden,
Bet (glethartigen) Grofeneinheiten fallt diefe Unmdglichfeit weg,
indem cine vou pwel gleicdhen Grdfeneinheiten in die andere vers
fest gedadht werden Fanny die, welche abgezdbhlt werden foll,
vernichtet dann die andere, indbem die erzeugende Bewegung der
beiden Girdpenganzen ald entgegengefest angenommen iwird.

Das Abzihlen einer Jahl n ift nur moglidh), wenn eine
Gejammizahl p gegeben ift, die ebenfoviel oder mehr Cinbeiten
hat, als n. Wenn Feine Einbeit mehr da ift, und m nody ab-
gesdblt werden foll, fo ift die Ausfliihrung diefer Thatigleit
swar unméglidy, aber m tft nun alg eine Jabl su betrach-
ten, die abgezdhit werden foll, o bald e moglich ift. Mit
diefer BVeftimmung behaftet hetpt fie eine abydalhlige, tm Ge-
genfap gegen etne guzdflige Jabhl. — Jede gegebene, ge:
fete oder gebildete Jabl ift yugdblig (pofitiv); absiblig (negas
tiy) wird eine gebildete oder gefeste Jahl erft durd) die Thitig-
feit Des ALzihlens, die auf fie angewendet wird, der fie ald
Gegenftand dienen foll. '

Formengahlen fonnen nicht abzablig fein, nur Gropenzal-
e und refne Jalhlen.

Dte Begeihnung ded Abzdhlensd ift

p—n—=—m;
per Bergleichens

p o m=n,
Bemerfung. Sise der Sahlenlelre find:
a—b=— (b—a); 0— (—a) =+a.

20.  Gine Jabl fann ferner fo oft mal gegdhlt werden,
alg cine andere Jabl Ginfen hat, oder fie fann ald Sehzabhl
nach den Ginfen ciner andern Sahl wiederholt werden.

Fir Ddiefe Thitigkeit oder Jalblverrichtung find, wie bet
vem Sugilblen, pvet 3ablen, m und n, gegeben, aus welchen
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ourch die Thatigkeit eine newe Jahl, p, gebildet wird. Das
Suzdblen aber verlangt ywet gefeste Jablen oder Sepzahlen,
m und n, von gleidher Art und gletcher Bedeutung, und bils
bet fie fo in eine 3ahl, Ddaf beide meben einander bleiben.
Dad Wiederholen aber Dbevparf nur einer Sehzahl, m, und
3dblt diefe alg Ginleit nacdy der andern gegebenen Jahl, n, o
pag beive verfchiedene Bedeutung haben und auch von verjchie-
pener Art {ein Fonnen.

Statt Multiplicand, Multiplicator, Broduct, Factoren fon-
nen folgende Venennungen gebraudyt wevden:

Dic Jabhl m, weldhe nad)y n wiederholt wird, wollen wir
pie Sepungszahl, n die Wiederholungsyahl, p bdie
Rethengalhl over Fachzall nennen; die Factoren m und n
fonnen Seitengabhlen leipen.

DOte Sepungszahl fanm feine Formzahl fein. Denn die
Beftandtheile eines Formgangen, welches zu einer Formeinbeit
beftimmt wird, find alle gegeben, wefwegen eine Wiederholung
nicht auf fle amwendbar ift; fie miifien ju ciner oeiten und fe-
per folgenden Ginfyeit ebenfo unmittelbar gegeben fein.  Swei-
mal eine Sugel find mdht poet Kugeln; ein Viered beliebig
oft wiederholt gedadyt, ift immer nur ein Bieved; fechdmal ein
Stubhl it nicht ein halbes Dupend Stithle, fondern nur einer,
Aber fechsmal ein Joll 1yt Jechs Joll. Girdpenzahlen und veine
Sablen fonnen wiederholt werden, und Sepungsdzablen fein.

Die Wiederholungszahl it immer eine reine Jahl. Denn
Dem LWiederholen ift die Sepungdzalhl al8 Gegenftand gegeben;
jepe malige Sebung dedjelben ijt eine Begiehung ves allgemeis
nen Paumbegriffed auf thn, und foldhe wiederbholte Bejiehuns
gen ftnd nur der Jeit nady unterfchieden (15). Die Jeit macht
pie Wiederholung von Grogenzahlen und veinen Jahlen moglich,
wie fie aud) den Vegrifi Vewegung und durch thn die Grd-
fen moglich macht. — Dret Joll mal etne Jahl m hat Fei
nen Sinn.

Gine Sepungszalhl ift ihrer Wefenbeit nady eine Grdfens
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sabls eine veine Jabl ijt ihrer Wefenheit nach eine Wiederhyo-
lung8zabl.

Dag Wieberholen befteht darin, daf der Beqriff einer vei-
nent 3abl mit dem einer Grdgenzabhl, oder rveinen, verbune
pen wird. Die Sepungdzahl wird ald Cinbeit beftimmt und
gwar fo oft mal nad einander, a8 die Wiederholungszahl
Ginfen bat.

Die Begeichnung ded Wieberholens {ijt

m X n=p, oder m n =p.

Dag m’ X n=n' X m, wo () ecine Grogenart bedeutet,
ift etn Sa der Jablenlehre, deffert Beweid auf der rdumlichen
Anoronung der Ginfeiten, ndmlich in der Form eined Parallelo-
gramm$, beruht (:::= 1), im Grunde alfo, wie m Jn=
n—+4m, auf der Gleichgiltigfeit der Fovm fiir die Jahl (18). —
Hievraud rechtfertigt fich die Vegeihmung Seitenzalhl ftatt
Factor,

21. Dem Wieberholen entgegengefest ift das Einthei-
fen und das WVergletdyen,

Eine Gropenzahl oder rveine Jahl p fann ald NReihenzahl
betrachtet, und nun cine Seungdiahl m beftimmt werden, weldye
in thr n mal enthalten ift.  JIn dlefem Falle ift n die Thet-
fungszahl, m dic Theilzahl su nennen; der Divivend p ift
purch Neiben- oder Fachzahl binveichend beseichnet. — Um das
Cintheilen audzufithren, mup p mit den nfachen Fadyzahlen ver-
glichen werden: ijt fte gleid) einer derfelben, fo ift m beftimmt;
wenn fte aber wifdyen weten oder der etnfachen und o liegt,
fo ijt die Veftimmung von m unméglidhy; wohl aber fann m
ald cine Jahl von Cinbeiten angegeben werden, die mit Dder
Beftimmung bebaftet find, erjt nady n maliger Wiederholung als
Ginheitenn gu 3dblen. Gine mit foldher Veftimmung behaftete
Einbeit nennt man einen Vrudy, m aber eine Vrudyzall,
und  begeichnet fie, wenn g bdie Dbehajtete Ginheit bedeutet,
durdy -1 |

Auch eine Grofencinbeit fann ald Brud) beftimmt fein,
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mit pem Unterfdhiede von etnem Brudy der Ging, daf die Ein
thetlung der Gjrdfencinbeit ausfithrbar ift, und der erbaltene
Brudytheil alg Cinbeit betrachtet werden Ffann, wdhrend die
Ginthetlung der Sabhleinfeit unmdiglich bleibt. Briihe von
Gropensahlen Fonnen alfo ald Ginbeiten betrachtet werden, fo
pag die Beftimmung der Theilzahl m tmmer miglich wird, wenn
pte Fadzahl p eine Grofenzabl ift. — Wehnlich verhdlt es
fth wmit Dden abzdbligen (negativen) Jahlen. Gine abzdbhlige
Sableinfyeit oder Ging ift unmoglich, weil die Erzeugung der
Eing mit einem Male (13) gefchieht und jeded Ritchwiirtsgehen
ausfhliept; fte bleibt etne puzdahlige Cind mit der Veftimmung,
in Vesiehung auf eine andere Eind abgezdhlt su werden; aber
eine abjdblige Grofeneinheit fann wegen ver Bewegung, die
al8 Begriff in thr liegt, al8 eine juzdblige Cinleit entgegen=
gefester Art gedacht werden, die Grofe wird dann nur tn entgegens
gefepter Richtung gemeflen und nach ihren Mapeinheiten gezdblt.
Die Begeichnung ded Eintheilensd ift:
p:n=m, oder L =m.

22.  Gndlich fonmen swet gleichartige Jabhlen, reine oder
Grdpenzalblen, durch einander gemeffen iwerden. Die eine,
m, ift die Meffungdgalhl, die andere, p, die gemeffene;
bag gemeinfdyaftliche Weap (ft die Einlett.

Die Thatigfeit befteht darin, dag jede Ginleit der gemef
fenent 3abl p ald Thetl der Mefjungszabl m beftimmt wird.
p burch m gemefjen ift p mal der mte Theil von m, weldyes
man ebenfalld durd) p : m oder L besetdhnet. Wenn p : m
ober L al8 eine veine 3ahl n Detrachtet wird, fo Fann n die
Verhaltnif- oder Mapzalhl heifen.

Bemerfung. E8 wdre ein Vorthell, wenn T nur fiir
pag Gintheilen, und m : n nur fiir dad Meflen gebraudht wiirde
ober umgefebhrt. Um Wiedberholen und Theilen als Aufgabe
su ftellen, fonnten dann die Jethen X und —— Denubt werben,
das legtere aud) fiir das Meffen; ab, a : b und ¢ wiirden die
audgefithrte 3ablverricdhtung bedeuten.
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Hier folgen nun die Sdge der Jahlenlelyre:
(a + b) X ¢=ac 1 bc;
(a+ b) X —c¢c=— ac F he;
(arh} X e=uaezb; ’
(a:b) =— c=2a: bc;
a— (b:c)=ac:b; u {. w.

Formzahlen (3 Fiinfede, 4 Kegel) fonnen fo wentg ein=
getheilt und gemejjen, al$ tiederholt werden.

23.  Gndlich fann dag Wiederholen einer Jahl nady einer
andern 3ahl iwiederholt, oder eine 3ahl fann al8 Wiederho-
lunggzahl nacdy einer anderm gezdhlt werden, Diefe Sablvers
richtung Deipt Lotengiren oder Steigern.

Bet diefer Operation ift eine Jahl, m, gegeben, weldye
flir jede Ging einmer sweiten gegebenen Sahl, n, einmal alg
Wieverholungdzahl gejdblt oder verwendet werden foll. m fann
bie Grundzahl, n die Steigerungszahl, und die Jahl p,
welche qebilvet wird, die Stufenzalhl heipen, Stetgerungs-
sahl und Grundzahl mijjen reine Jahlen fetn; feine von beiden
fann ald Segalhl gelten, fondern wad gefest ift, ift nur nod
bie Ginbett der Grundzabl m, welche diefe {dhon ald einmal
gesdhlte Wieverholungszahl m mal wiederholt. Die Sehzahl
over Sehungszahl (20), weldhe dag Steigern erfordert, ift alfo
die Eins.

Die Begetchnung diefer Jahlverrichtung ift:

1 X mteE=j,

Sise der Jablenlehre find:

1
m' = m—";
am g — am—|—u :
(aﬂl)ﬂ o amn_

24. Gine reine Jabl p fann umgefehrt ald Stufen-
sabl von n maliger Steigerung gegebent fetn, und dann die
Grundgalbl beftimmt werben.

Ju diefem Jwed muf die Jahl p mit den befannten Stu-
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fenyahlen von nter Stufe verglicdhen werden (dhnlich wie in
21): {ft fte gleich einer derfelben, {o ift die Grundjahl m be-
flimmt; liegt fte aber awifdhen zwet Stufenzahlen, {o ift die
Beftimmung von m nidht moglicy; wohl aber fonnen 3wet Jal-
len fo beftimmt werden, ba{;’ thre Verbdltnifzahl (22) auf nter
Gtufe ber Werhdaltnifzalhl P~ beliebig nahe fommt.

Die Grundzahl hetft in btefer Besiehung die Wurzel(zahl)
ber Stufenzabl; die Benennung Grunbdzabl ift iibrigens hin-
reichend. Dad Beftimmen der Grundzahl nennt man Wurzel-

n
aussiehen; die Beseidhynung ift Jp = m.
Sdse der Jablenlehre find hier:

n l
Va == a" .
i

Ja=a";
. P
L ]/aP =a",
V—1 ijt unméglic) aussufithren, bebeutet aber eine Ging
mit Der Beftimmung bebaftet, daf J/— 1. J—1=—1 u. . w.

25. Gndlid) fann dag Stetgerungdverhdaltnif sweler
gegebenen ahlen m und p Deftimmt werdben. Die eine Jabl,
p, mug ald Stufenzahl, die andere, m, ald Grundgahl be-
tracdhtet, und nun die Stetgerungdzahl, n, beftimmt werden. Die
leptere feifit in diefer Besichung Logarithmusd. Jft die Jahl
p groger al8 m, fo muf man fte mit den Stufenzahlen von
m, ift {ie fletner al8 m, fo mup man ihre Stufenzablen mit
m vergleihen . {. w.; wenn die verglichenen Jahlen ungleid
find, fo lapt fich eine anndbhernde Vrudyzabl flir n Dbeftimmen.

Die Benennung Steigerungszahl madyt fibrigens dag Wort
- Logarithmus uberflitffig. Die Bezeichnung logm oder lmp =n
fann pafjend mit pm = n vertaujdyt werden. am

Nun folgen die Sdpe: (ab)™ =ambm; (™ = b™;
ferner (a + b)m = am 4 ma®—1t b --...; u.{ w., welde die
Algebra zu beweifen fHat.
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Sotweit geben bdie befannten einfacdhen Operationen oder
Sablverrichtungen. Nun ift die Frage, ob e8 nod) neue geben fann,

Die Grundthitigfeit ved Denfend in der Jahlenlehre oper
Analyiid ift dad Jdahlen, und der Gegenftand desdfelben find
Ginbeiten. Durdy dbad Idhlen der Ginbeiten entftehen Jahlen.
Dag Jablen fann wiederum auf fdhon gebilvete Sahlen anges
wendet werden. Aber ed ift felbft {hon ein BVerjchiedenesd flir
bie ver{chievenartigen Ginbeiten, nur tritt die Verfchiedenbeit
nody nicht fo in thren Folgen hervor, wie died bet dem Jdhlen
ber 3ablen der Fall ift.

Formeinheiten fonnen nur gezdhlt werden, wenn fte einzeln
gegebent ober gefest finds dag Jdhlen Dderfelben ift nur ein
Suzdahlen,

Grofeneinbeiten fonnen ebenfo sugezdblt werden; das Jdh:-
len Derfelben fann aber auch ein Wiederholen fein, ivogu
nur etne Grofenecinheit gegeben odber gefest it.

Dag 3dhlen der Jableinkeit oder der Eind fann ein Ju-
sablen, fann ein Wiederholen, ed fann aber audy ein Stei:
gern fein, wodurcd) es freilich nicdht iiber Ging hinausfommt,
Die reine Ging it ndmlich nicht ald ein Cinmal Ctwas, fon-
Dernt ald ein blofed Gin Mal u denferr, und wenn diefed nur
in Begtehung auf fich felbft m mal geyablt wird, {o entfteht
ein Ginmal etnmal einmal . . . . Gind — wenn man will, alfo
pag Cing. Aber dag Juzdhlen und dag Wiederholen von
Ginbeiten gibt die gleidhe Jabl m.

Flir dag Jdhlen der 3ablen ift nun tm einfadften Falle
nur eine 3abl gegeben, auf weldhe dad 3dhlen fo angewendet
wird, wie auf Cinbeiten, Auper der gegebenen Jahl, m, weldye
bie Ginbeit vertritt, it alfo eine 3abhl, n, beftimmt, nady wel-
der gesdblt wird; denn fmmer hat dag Jdhlen den Iwed,
eine 3abl, n, su bilven.

Wenn m eine Formzabl ift (m Kugeln), fo [dpt fid) das
Jablen nady n nur fo darauf anwenden, daf n audy eine ge-
gebente gleichartige Formzabhl ift, welde su m sugesdhlt wird.
m und n {ind dabei Sepzahlen (18). 32
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Jft m eine Gropengahl, fo fann zwar audy eine Grogens
sabl n jugesdblt werden, aber m felbft ald Seszahl [aft fich
audy nach n gdhlen, wo dann n eine veine Jahl und jwar Wieder-
holunggzahl ift. Weiter gelht dad Sdahlen etner Grofensahl nidht.

Jft m eine rveine Jahl, fo fann eine andere, n, ald Sep-
sabl sugesdblt swerben; oder m jelbft wird ald Sepungsdzabhl
nach n gezdblt, wo n Wiederholungszahl ift; oder man fann
endlich m alg Wicderholungszahl nacdhy n 3iblen, in weldem
Falle n Steigerungsyall ijt.

®ied {ind die dret oben erfldrten einfadyen Oyperatio-
nen der Jahl ober Jahlvervichtungen; thre Umfehrungen geben
nicht 1ber fie hinaud und verlangen hier feine befondere Be-
ridjichtiqung.  Sie Deifen einfach, weil fir fle immer nur
etie 3abl gegeben ift, auf weldye dag Jabhlen nady einer und
aucdh) nur einer andern angewendet wird. Dad Jugdhlen, Wie-
verhyolen und Steigern fann aber aud) auf mehrere Jahlen an-
getvendet werden, woraus jedod) Feine neuen Operationen fer-
vorgelhen, fondern nur BVermifchungen der fchon befannten und
ihrer Umbehrungen.

Jun fommte man pundchft verjuchen, eine gegebene Jahl,
m, ald Steigerungszahl nach ciner anvern 3ahl, n, ju 3dblen.
Wenn diefed mbglich wdre, fo iwirde e8 eine neue einfache
Oyperatton fein, weldye unmittelbar auf dad Potengiven folgt,
wie diefed auf das Multipliziren folgt.

Gine Stetgerungszahl (ein Cponent), m, ift nothwendig
eine veine Jabl, welche ald folche aud m Einleiten befteht, von
penen jede ald etn Gin Mal gedacht werden mup. Als Wies
perholungdzabl nun ift die reine Jahl m =m X Ging; ald
Steigerungszabhl aber mug fich jedes Gin-Mal auf das vorhers
gehende begiehen, 1und fatt m X Ging erhdlt man Cin-Mal
Ein=Mal .. .. (m mal nady einander) = Ein=Wal = 1o = 1.
Soll alfo eine Jahl m fir {id) ald Stetgerungdzahl gefedt
werden, fo verwandelt fie fidh vadurd) in Ging. Nur die Cind
ift jugleid) die Steigerungdzahl threr felbjt. In diefer Begiehung
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aber ijt fie pag Ging (14). Und m ald Steigerungdzahl n
mal gefeBt wiirde

« (n mal) « (0 mal)
i E
m 1
1 oder 1 = 1 geben.

Alfo flihrt eine moglichft einfache Sabhlverrichtung, die jus
nadyit auf dasd Potengiren folgen wiirde, ju Eing und durchausd
su nidhtd auper Cing. Aber diefe Qyeration ift nidt einfad).

Dag eine cinfade Operation 1tber dad Potengiren hinaus
unmdglich ift, Lipt fidh ndmlidy audy fo zeigen.

&8¢ ift flar, daf, wenn eine neue Oyperation auf dasd Po-
tengiven folgen fonnte, etne Jabhl, m, zunddft ald Erponent
nady einer andern 3abhl, n, gefept werden miifte. Weil die
Operation einfachy und nicht aus verfchiedenartigen gemifcht fein
foll, darf m Dblog al8 Grponent und nicht al8 Factor vers
wenbet werden. Wag ift dann aber die Grundzabhl, und woher
foll fie genommen werden? et man 1 flir die Grundiabl, o
fommt aud der Operation ftetd nur die Cing heraus; fest man
ein m audy fiiv die Grundzabl, fo wird ed 1 mal ald Factor
periwendet und mup auperdem noch n mal ald Crponent ftehen,
und fo hat man offenbar feine cinfache, fondern eine gemifdyte
Oyperation, fo dag ein Umfehren der Operation unmdglich wird,
ie fogleidy betm Verfudy fidy zetqt. Dadfelbe ift der Fall, wenn
ftatt m eine Dbeliebige anbere abl, r, al8 Grundzahl gefest
witd. Dazu fommt, daf m in

m ’ m

m m

1 (D und m (2)
an jeder Stelle, aufer in der leten und in (2) in der erften;
audy fdyon ugleich ald Factor und alg Grponent fteht, fo da
diefer Grund allein eine einfache Operation 1iber dad Poten-
siten hinaud unmoglich madht.

Somit ift die Unmoglichfeit ciner vierten einfachen Jahl-

verrichtung erwiefen. Ales, wasd mit Jahlen nod) vorgenommen
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werden fann, {ind Mifdungen der dret Grundoperationen : Ju-
siblen, Wieberholen und Steigern und ihrer Umbehrungen.

Aus den bisher aufgeflihrten Sapen ergibt fidy Folgendes:

Die Mathematif ober die reine Raumlehre gliedert fich
in dret innig jufammenhingende Theile: in Formenlehre oder
Cyntaftif, Grofenlelire oder Geometrie, und Iabhlenlelyre oder
Analyfis. In jeder diefer dret Lehyren verfibhrt das Denfen, welched
pie Raumwifienfdyaft erzeugt, auf eigenthiimliche LWeife. Dag
Grundoerfabren der Formenlehre ift Sepen oder Stellen, dad
der Grofenlelyre Meffen, und dad der Jahlenlehre Jdhlen.

Dag Ctellen ift, ndber bejtimmt, ein Jufammenitellen
oder Sufammenfegen (Gombiniren) und ein Anordnen mit Ver-
taujdhen (Permutiven und Bariiren).

Dag Meffen der Gropen ift entiveder ein blofes Berglet-
dhen — ein BDeftimmen der Gleichheit oder Ungleichheit, — oder
eigentlidhed Meffen, BVermefien, d. h. Beftimmen ded Mapes
yweier GroBen.

Dad dhlen unterfdheidet fich in Juydbhlen, Wiederholen
und Steigern.

Xn die tiefere philofovhijche Bedeutung diefer hier unter-
fhiedenen Denfoervichtungen der Mathematif eingugeben, ge-
ftattet flir jest Der Raum nicht. Karl Frobel.

Des Lebrerd Stellung jur Gegenwart. Vorirag
sur Groffnung der pweiten ordentlichen BVerjammlung ded
aargauifchen Lehrervereing zu Birr am 28. Yug. 1849,
vont §. . Straub, b, 3. Vorftand ded Vereins.

Berehrtefte Amtdgenoffen und Freunbe!

Werm i) am 30. Sept. v. §. tn Ihrer erften ordentlichen
BVerfammlung su Lenzburg die Hoffnung ausdfprady, eine Berel-
nigung de8 aargauifhen Lelritandes ierde ju Rejultaten fiily
ren, welde su ergielen aufer der Macht pes Gingelnen liege;
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