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Cinige Beifpicle, wie der Wnterrvicht in der Ma:
thematif in ein griindlichesd Weritandnif der
pbilofopbifhen Begriffe ecinfiitbren und o
al8 Voriitbung jur pbilofophifdhen BVildung
benutit werden Fann., Bon Karl Frobel.

@3 ift {don oft Dad Bilbende des mathematifchen und des
Syradyunterrichtd abgewogen und dem Lepiteren der BVorzug ge-
geben worden, Die gropte philofophifhe Autoritar, Hegel,
hat die Unguldnglichfeit der Mathematif fitr jeden philofophifdyen
Jnbalt, thre Unfrudytbarfeit fiiv philofophijde Wahrheit ausdge-
fprochen, weil ithre BVeweife ein duferlidhed, gedanfenarmes
Vorzeigen felen, ja ihre Operationen bid ju mithfamer Wer-
widelungen (3. B. dag Summiren von Rethen) einer Mafchine
libertragen twerden fonnen. Dad fdeint gewif, daf die Ma-
thematif auf die geiftlofefte Weife gelehrt und gelernt, und dabet
bodh) mit ihr fiir praftifhe Jwede BViel geleiftet werben Fann.
Diejem entgegen [ft fidy die Behauptung aufftellen, daf die
Mathematif vie Grundlage fiir alle Philofophie in fich enthdlt, und
vaf ein mit diefer Ritcficht ertheilter Unterricht mehr al8 felbft
ver Gpradyunterricdht auf .dad wabre Verftandnif der Pbhilo-
fopbie vorbereitet, alfo aud) den Geift fiir feine hochften JIn-
terefjen anregt. Gin paar Beifpiele follen died ndber zeigen.

Der Unterridyt in der Mathematif wird geiftlod, fo wie
ber Lehrer nidyt auf eine {harfe Beftimmung der BVegriffe ein-
gebt, fondern nur auf Mittheilung der Lehridse und Darlegung
per Beweife fid) befdhrantt; dagegen wird er abfdyredend miih-
fam, wenn mit {dharfen Definitionen angefangen werden
foll, ober doch fdhon frith verfudht wird, die Schiler auf ftrenge
Begriffsbeftimmungen au fithren. - A3 der redhte Gang eined
bitbenden Unterrichts in der Mathemattf wird fidy der erweifer,
baf pie Schiiler juerft auf die finnlidhe Anjdhauung begrenster
Kovper, dann auf die Borftellung vermittelft Setchnungen und
Seidhen vermiefen, beim weitern Fortfdhritt aber auf die fharfe
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Unterfheidung der Grundbegriffe zurfidgefiihrt werden, wozu
Wiederholungen bei Abfchnitten, von denen ausd ein Ueberblid
fih geben lafit, Gelegenbyeit bieten.

Giner ver fdyierigiten Begriffe in der Geometrie ift der
Begriff Winfel, wenn er ftreng aufgefapt werden foll. Ber-
fandt mit thm ift Ridtung, Cbene und dad Raumgange
oDer Der Raum ald allfettige Auddehnung von einem Punfte
aug betradytet (der volle ,Stralenbiifchel”). Auf der mangel-
haften Auffaffung diefer Begriffe beruht dte Schivterigleit eined
einfachen und dennod) vollftindlg gemigenden Vetweifed bder
yBaralleltheorie;# find aber jeme vidytig aufgefapt, fo ift diefer
leicht und Flar, und fann mit Umgehung der Definitionen felbit
beim erften Untervicht an feiner thm in der Wifjenfchaft gebiihs
venden Stelle vorfommen. Den Hauptgedanfen hat Lacroir
ald nmerfung in feiner Geometrie audgefprodhen, aber weder
{hlagend Ddargeftellt (ev beruft fidh auf Bertrand), nod) unter
pie Lehyrfdse aufgenommen. — Gerade diefe Beweisfiihrung der
auf gleichlaufenden Linien berufjenden Lebrfise, die hier
alé erfted Beifpiel folgen foll, madyt den Scniler mit widhtigen
Grundbegriffen befannt und geigt, wie die Mathematif ficdy eignet,
pen Geijt auf dad philojophijche Denfen vorzubereiten.

Der BVollftandigleit wegen foll mit den erfien Begriffdbe:
ftimmungen der Geometrie angefangen und Alled fo Dbehandelt
werden, wie ein fireng wiffenfdhaftlicher Unterricht e verlangt.
@8 wird bdaraus hervorgehen, daf die Begriffe ded unendlid
Gropen und unendlich Kleinen gang auf elementare Weife bes
hanbelt werben Fonnen, und fdon in den erften Sdsen der
Geometrie vorfommen mitfjen,

Begriffebeftimmungen.

1. Gin rdumlider Korper oder Raumfdryer (su un:
terfdyeiden von einem materiellen Koryer oder Stoffsryer) it
von allem dbrigen Raum durd) Gremzen gefhieden. Umge-
febrt ift audy alfer {ibrige RNaum durc) diefelben Grengen von
vem Raumfdrper gejhieden. Die Grengen eined Raumforpers

23 *
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find Flachen, weldhe durdy Linten begrenst jind. Die Gremzen
ver Linien {ind Punfte. Gin Punft {ft die leste, die volljtin
dige Grenge. Alle Punfte {ind rein oder vollftdndig getrennt;
swet durdy Fladen gefchiedene Rdume find nicht vollftandig
gefrennt, fondern in der Grenge verbunben und durd) diefe
nur gefdyieden. Jwei Punfte, die etnander begrenien
jollen, find nidht gefchieden, fondern fte find nur ein unter-
fchiedslofer Punfs.

2. Gin Punft begrenst den leeren, unbegrensten Raum,
Umgefebrt: wad den leeven Raum vollftandig begrenst, find
Punfte, — Der Punft befitmmt den unbeftimmten Raum; er
ift pag Ctwad tm leeren RNaume.

3. Gine RNidhytung ift die unmittelbare Begiehung einesd
Punfted auf einen anderm. Umgefelyrt: wenn einer von 3ivel
Punften {o vorgeftellt witd, daf er den weiten hinter thm e
genden verdedt, {o ift dad, wad wir uns ywifdhen den beiden
Puntten denfen, die durdy fie beflimmte Richtung.

4. Gine gerade Linte tjt eine folche, deren Punfte alle
in etner Richtung liegen. Umgefehrt: wenn zwet Punfte einer
Qinie fo vorgeftellt werden, daf der eine den andern, Der weiter
[tegt, verdedt, und dann audy alle ibrigen Punfte von dem
erften verdectt werben, fo ift die Linie, vom erjten Punfte nach
pen 1brigen hin gerechnet, gerade.

5. Bemerfung. Cine Ridhhung hat Feine Linge, alfo
aud) feine Grofe (venn Breite und Dide hat fie audy nidhp),
fonvern nur einen Gegenfap; fie unterfdheidet fich in fidy felbit
al8 Richtung vom Punfte a nady b und Gegenrichtung von b
nach a.  Sie hat nur einen doppelten Anfang, aber Fein Ende;
fte ift auchy doppelt endlog.

6. Bemerfung. CEine Gerade unterfheidet fich von ciner
Richtung dadurd), dap die Leptere nur zwet Punfte in {id)
fdliept, bhingegen die Grijtere ald eine Neihe 3abllofer Punfte
vorgeftellt wird, die entjteht, wenn man {ich einen Punft in
einer Nichtung o fortbewegt denft, vaf jugleidh an jever Stelles
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purd)y Die Ddie BVowegung ihn bringt, ein Punft guriicbleibt.
(Berdndert ficdy dabei allmdalhlig vie Ridtung, {o entjteht eine
frumme Lnte.) Denft man fich den Vunft durd) die gange
Ridhtung bewegt, {o ethdlt man die (einfach und voppelt) enbd-
[ofe Gerabde,

7. Gin Winkel ift die unmittelbare Beziehung gweter von
einem SPunfte audgehenden Richtungen auf cinander. — Wegen
ped Gegenfates tn jeder Richtung (5) bilden et Ridhtungen
pier Winfel um einen Punft; diefe zufammengefaht find die
GChene a8 Ganzes ohne Lange und Breite betrachtet oder das
Winfelgange. Umgefehrt: wenn man fidy von einem Punkte
aus Richtungen nach allen Punften einer endiofen Gleraden
venft, fo i)t die Jufammenfafjung bdiefer Ricdhtungen die Win-
felhalfte, Die mit der entgegengefesten dad Winfelganze aus-
madyt. Jeder Wintel ijt ein Defrimmter Theil des Winfelgangen,
und fhliept swifchen fetnen Grengrichtungen etnen entfpredyenden
Theil der gabllofen Richtungen ded Winfelgangen in fid). (Der
Redhte ift nady diefer Begetdhnung das Winfelviertel.)

8. Vemerfung, Gine Ebene unterfcheidet fich vom Win-
Felgangen dbnlich, wie dle Gevade von der Ridhtung. Das
Winfelganze bhat weder Linge nody Breite, fondern nur vers
fhicdene NRidytungen. Gine Ebene aber entfteht, wenn eine
Gerabe fo bewegt gedadyt wird, dap alle ihre Punfte in jeder
Lage von etner Geraden verbedt vorgeftellt werden fdnnen,
und eine Gerade in jeder Lage, durdh die fte die Bewegung
bringt, surlicbleibt, Wird eine doppelt endlofe Gerade auf
piefe Weife um einen Punft bewegr gedadht, fo entfrelt die endlofe
gange Gbene.

9. Wenn drei Ridhtungen von einem Punfte ausd in
Besiehung su einander drei verfdiedene Winfelgange bilben,
fo ift die Begiehung diefer drei Winfelganzen, weldpe natiirlic
pie Begtehung aller cingefdhlofferen und durdy die neu ent-
fteljenvent Besiechungen hingufomniender E)‘ti;?tungen sur Folge
bat, dbag Raumgange. Theile ded Raumgangen {find durd



— 326 —

eberte ober gebogene IWinfel begrenst; man nennt fie Kor-
perwinfel,

10. Bemerfung. Dasd Raumgange hat iweder Linge,
nod) Breite, nody Dide, fondern unterfdheidet fih nur in ver-
fchiedene RNichtungen und Brudytheile.

11. Durd) die Bewegung einer Fliche, wenn bdiefe in
jeder Lage, durd) welche die Bewegung fie fiihrt, mit oder ohne
Verdnderung ihrer Form guriidgeblicben vorgejtellt wird, ent-
fteht ein Korperraum. Wenn die bewegte Flade die gange
endlofe Gbene ift, und fo bewegt wird, dap fie dabei eine Um-
fehrung erleivet, ofne dag verfdhiedene ober diefelben Punfte
purd) bdiefelbe Stelle gehen, fo entfteht der gangze endlofe
Raum ald allfeitige Ausbehnung,.

Grundfdse der Form.

1. 3wei Punfte ODeftimmen eine und nur eine Ridtung;
und umgefelyrt, eine RNichtung muf wei getrennte Punfte ju
ihrer Beftimmung haben.

2. Wenn zwei der drei Ridtungen, die von drei Punf-
tent Deftimmt werden, sufammenfallen, fallen auc) die beiden an-
bern gufammen.

3. 3wet enbdlofe Gerade, die von ver{dhiedenen Ricdhytun-
gen in einem ‘Punfte zufammentreffen, miiffen einander durch-
{chnetden. ,

Grlduterung. Die beiden end-

"\ [ofen Geraden AB, CD follen in
A ______-_>M<r—— ven verjhiedenen Richtungen ADM,

. CM in M jufammentreffen. RNun

ftelle man fidh M von C gebect

vor, ofjne eine Berdnderung ihrer Lage: damn liegen beliebige

Punfte in AB zu beiden Seiten von CM. Jrgend ein Punft

D in CD, ver uiber DM Binausliegt, wird aber audy von C

gedectt; wenn man fich nun umgefehrt M von D gededt vor-

ftellt, fo wird aud) C gebedt, und die Punfte in AB liegen

nun audh ju beiven Seiten von M oder DM.  Alfo durdy
jhneidet CD die Gerave AB in M.
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4. Zwet endlofe Gerade Eonnen nur in eimem Punfte
etnander durdhfchnetden; wenn fie in pwel Punften jufammen:
treffenr, haben fie diefelbe Richtung und fallen in diefer jufammen.

5. Jwei endlofe Gerade Fonmen in einer Gbene durd
pwei Deliebig gegebene Punfte liegen, ofne fn irgend einem
Punfte jujammengutreffen.

E Grlduterung. Von irgend einem Punfte

X C auperbald der Geraden AB Denfe man

fid CA und CB, und von E in AGC bie

A / \B Gerave EB  gejogen.  3wifdhen C und
Y ven Punften in AB, die 1iber B hinaus

liegen, liegt BE, fo dap fie yon C aus

ourd) Punfte in BE gededt werben; die Geraden von C nad
piefen LPunften werden alfo BE jwifden B und E durdyfdhneiven.

Bon den Punften in AB aud, die vor A legen, werden
Buntte tn BE von C gevedt; alfo witd BE audy von den
endlofenn Geraben gefdynitten, weldhe durd) C und die Punfte
vor A liegen. — Da nun die durd) C und die Punfte in
AB beftimmten endlofen Geraden, die Linte AB theild in Punts
ten, die tiber B hinausg, theild in {oldhen, die vor A liegen,
treffenn, fo muf ed irgend eimen Punft D in BE geben, der
fo liegt, Daf CD die Gerade AB webder 1iber B hinaus, nod)
vor A, alfo nirgends trifft.

Wortbeftimmung, Swei endlofe Gerade in einer
Gbene, die in feinem ‘Punfte jufammentreffen, nennt man
Gleidhlaufende.

Grundfdase der Grife.

6. Wenn man fid) eine Gerade fo auf eine andere un-
verdndert gelegt vorftellen fann, daf jeber Punft in der einen
auf einen Punft in der andern filt, und umgefelyrt audy jeder
Punkt in der yweiten auf einen in der erften, fo find die beiden
Linten gleid) lang oder gleidy grop. (Jhre Grofe befteht allein
in ibhrer Linge.) Umgefehrt: wenn zwei Gerade gleicdh grop
find, und die eine wird auf die anbere gelegt vorgeftellt, fo dap
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awet Enden und die Ridytungen jufammentallen, fo miiffen die
betbenn andern Gnden aud) sufammenfallen, — Wenn im exften
Sall nicht jever Punft ver yweiten auf einen in der erften fal-
len fannt, fo ift die gweite grofer al8 bvie erfte. Umgefebrt:
wenn fie grofer ift w. f. w.

7. Wenn man fid) eine ebene Fldiche fo auf eine andere
gelegt vorftellen fann, dap jeder Punft in Der einen auf einen
Punft in der andern fallt, und umgefehrt, {o find die beiden
Sladyen gleich grof.

8. 3wei Gerave, die einander durdyfchneiven, bilden viex
QBinfel, deren Grofe ficdh verhilt, wie die Grofe der vier Thetle
oder Yusdfchnitte, in welde die endlofe ganze Ebene ver
Geraden durch diefe, ald endlod gedacdht, getheilt wird. (Diefe
Gjeraben nennt man Sdyenfel der Winfel oder Ausfdhnitte.)

9, Wenn vei Ausfdhnitte {o aufeinanbder gelegt vorge:
ftellt werden, dag der Punkt und ecin Schenfel ded einen auf
Punkt und Schenfel ded andern ju [iegen fommen, und dann
auch die andern Schenfel tn eine Richtung fallen, fo find beide
Ausfdynitte, fowie die Winfel der Richtungen threr Schentel
gleidy grof. Umgefelrt: wenn fie gleih grop {ind und wie
porher auf einander gelegt werden, {o miifjen die beiden andern
Schenfel jufammenfallen. — Wenn im erften Falle die beiden
Sdyenfel nicdht in eine Ridhtung fallen, o ift der eine usfdynitt
grofer ald der andere, Umgefehrt u. f, w.

10.  Jwet Gerade, bdie einander durchichneiden, Ionnen
siwet neben etnander liegende gletdye Wintel einfchliefen. (Soldye
Winfel nennt mann Redyte.)

Lehridape,

1. Alle endlofen Geraden {ind gleich grof.

Beweid, Wenn man fich vorftellt, daf et endloje
Geradbe tn 3wei Punften ufammenfallen, fo fallen alle ilyre
Punfte in eine Nichtung, und in feiner fanm ein Puntt vors
geftellt werden, der nicht auf einen Punft der andern fallen
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muf: alfo find betve gleidy lang. Wad aber fliv 3wet belie-
bige gilt, gilt fiir alle,

2. Alle endlofen gangen Cbenen find gleich grof.

Beweid. Man ftelle fich vor, zwet beliebige Ebenen
fallen in drei QPunften, die drei verjdhiecdene Ridhtungen be-
ftimmen, jufammen, {o fallen betde in ein Winfelganzed; da
nun in der einen fein Punft vorgeftellt werden fann, der nidt
mit einem Punft in der andern jujammenfallen mup, fo find
beide gleich grof. Wasd fiir gwei beliebige gilt, gilt fitr alle.

Jufas.  Alle Winfelgamze find gleich grop.

3.  Der ganze endlofe Rawm ijt tmmer gleicdh grop, von welz
chem Punft ausd er gedadyt werden mag. Denn jeder Punft
liegt tn ibm.

Jufa,  Ale Raumgange {ind gleicdh grof.

A, Gine game endlofe Gerade iwird durch einen Punft
in 3wet gleidhe Thetle getheilt. _

Beweid. M fei der Punft, der die game endlofe Ge:
rade AB in die swei Theile MA, MB theilt, Man ftelle fidy
MA auf MB gelegt vor, fo daf M wieder auf M, irgend ecin
anverer Punft in MA aber auf einen ‘Punft in MB fallt.
Dann muf jeder Leliebige Punft in MA mit einem Punft in
MB, und umgefelhrt, ufammenfallen. Alfo MA=MB; beide
ftnd halbe endlofe Gerade.

5. Gine gange endlofe Gerade wird durd) zwei Punte
in bret Theile getheilt, von weldyen die beiden dupern jeder die
Hilfte der gangen Linie ift. Der eingefchlofiene Theil Fann
einen dupern wever durdy Hinufligung grofer, nody durch Weg-
nahme fleiner machen.

A M N B DBewets. M und N feien die beiden Theis

+ f lungspuntie der gangen endlofen AB. Nun
ift (mady Lebrf. 4) MA=MB und NA=NB. ber NA=
MA+MN, NB=MB—MN=MA—MN; affo MA+MN=
MA—DN.

Bemerfung. Die Gripe MN unp die gange AB find
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von einerlei Art, Langen; aber AB oder MA ift gegen MN
unendlidy grof. Die Linge MN Ffann die Linge MA jwar
verdndern , aber tveder grofer nod) Fleiner maden, Gine un-
endlich) grofe inge fann nidt vorgeftellt, fondern nur ge-
badht werden. Dagegen find alle Theile, in die MN durd)
Puntte getheilt wird, deren Cnifernung vorgeftellt werden fann,
endlidye Ringen, d. h. folde, weldye durd) Hinzufiigung oder
Wegnahme etnander groper oder Fleiner machen.

Jufas. Gine gange endlofe Gerade fann nur in hwei,
nicht in drei oder mehr gleicdhe Theile getheilt werden.

6. Gine gange endlofe Ebene wird durdy eine endlofe Ge-
vade in gwet gleide Theile getheilt.

Beweid, AB bejeidhne die endlofe Gerade; ABM und
ABN feien die beiden Thetle der Gbene. Nun ftelle man fid
vor, ABM falle auf ABN, {o dap AB wieder auf AB fallt
und der Punft M auperhalb AB, auf einen Punft N. Dann
fallen beide Theile jufammen, und irgend ein Punft in ABM
muf auf einen Punft in ABN fallen, und umgefehrt. Alfo
ift ABM—ABN; jebder ift eine halbe endlofe Chene.

Jufas. Alle halben endlojen Ehenen find cinander gleid.
(Rebrf. 2.)

7. 3wei nebenliegende der vier Winfel, die ywei Ridy-
tungen bilden, find jufammen gleich dem Winkelhalben; die ge-
geniiberliegenden find gleich grof.

c Beweis. AB und CD feien die givei in

Y. ' u B oM Sti'd)tungen liegenden endlofen Gera-
bert, Ddie einanbder in M {chneiven, Nun

’ find swei nebenliegende Ausfchnitte AMCH-

D BMC, ober BMC4BMD u. f. w. =

per Dhalben Gbene (Grundfas 9): alfo {ind die entfprechenden
Nebenwinfel = dem Winfelhalben (Grundfas 8). — Ferner
ift ABC=CDB, weil Beide halbe Gbenen find: alfo ift Aus-
fdnitt AMC = Ausfdhn. BMD, oder 2. AMC = 2. BMD.

Sufat 1. Seper ber vier Winfel ift Fleiner ald das
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Winfelhalbe; jeder der vier Audfdnitte ift alfo audy fleiner ald
die balbe Cbene.

Sufat 2. Wenn et Nebenwinfel einander gleidh ober
Rechte find, fo {ind alle vier Winfel gleidh; alfo einer ift ein
Wintelviertel.

Umgefehrt. Wenn et nebenliegende Winfel jufammen
gleich dem Winfelhalben find, fo legen ihre Schenfel in zwei
Ridhtungen, je wet in einer. Wenn fie fleiner ober grifer
find, licgen fie in dret verjdhiedenen Ridytungen. U. {. w.

8. 3wei endlofe Gleidhlaufende theilen die gange endlofe
Gbene in drei Theile, zwel Halften und ein Band, weldes
eine Hdlfte weder durd) Hingufiigung grofer, nod) durd) Weg-
nabme fleiner madt.

e Beweid. AB, CD feien die beiden endlofen
4 B Sleidylaufenden, M und N Punfte auferhalb
berfelben.  MNun ift (mach Lelyrf. 6) ABM=
ABN, und CDM=CDN. ber CDM=
ABM+4 Band ABCD, uno CDN=ABN— Band ABCD=
ABM— Band ABCD. ljo ABM4+-ABCD=ABM—ABCD.

Bemerfung. Die halbe endlofe Ebene und dad endlofe
Band find einerlei Grofen; aber die gange und halbe endlofe
Gbene find in BVergleich mit dem endlofen Vand unendlich
grof.  Dagegen ijt jeder Wusfdhnitt, Deffen Grensricdhtungen ge-
trennt vorgeftellt werden, ein endlidyer Theil der gangen Ehene-

9. Gine Gerade, bdie ywvei beliebig gegebene Punfte in
swei Gleichlaufenden verbindet, bildet mit diefern vier und vier
abwedfelnd gelegene gleiche Winfel.

E Beweid. 3 fei AB || CD; EF ver-

A 2/ B binve bie beliebig in AB und CD ge-

P W H o gebenen PBuntte M, N; die Geraden
4 benfe man ftdy endblos.

¢ F Die Wegnahme ded endlnfen Ban-

pes ABCD madyt die halbe Gbene EFA nicht Heiner (Rebrf. 8);

alfo ift aud) EFA—AMNC=EFA; aljov EFA—AME=

C(—nN
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EFA—AMNC—AME, ober usfdhnitt AMF= usfdn.
CNF; alfo audy W. AMF= 8, CNF= .DNE u, {. w.

Umgefehrt. Wenn der Yus{dynitt oder Winfel AMF—=
CNF, fo ift AB || CD.

Beweis. Man ftelle fich vor, AMNC fet auf DNMB
fo gelegt, pap M auf N, und MN auf NM ju liegen fommt.
Dann mug AM quf ND fallen, weil 2. AMN= 2. CNF=
W, DNM; ferner muf N auf M fallen, weil MN=NM; enbd-
lich mup NC auf MB fallen, weil . CNM= 8. BMN.

Wenn nun AB und CD in frgend einem Punft X auf
ver efnen Seite von EF jufammentreffern witrden, fo mitften fie
basfelbe auf der anbern Seite thun, alfo gang in einer Nich-
tung legen (Grundf. 4). Sie liegen aber nidht in einer Ridh-
tung, alfo Fonuen fie nirgendsd jufammentreffen, oder fie find
gleidhlaufend.

Jufag. Das endlofe Band ABCD wird durd) eine Ge-
tabe MIN, bdie gwet beliebig gegebene Punfte in den Gleidh-
laufenden AB, CD verbinbet, in 3wet Hdlften getheilt.

10. Wenn eine endlofe Gerade eine von wet endlofen
Gletchlaufenden durchidyneidet, mup fie audy die andere durd-
{chneiven,

Beweis. GH foll CD in N durdyfdhneiden. Man ver-
binbe N mit einem beliebigen Punfte M in AB. Wenn GH
in NM fallt, fo durchfdynetvet {te AB in M; auferbem fann
fle nur jwifchen NM und ND, ober pwifdhen NM und NC
fallen. Qm erften Fall ift W. HNM= 6. DNM— 2. DNH=
8. BME— 2. DNH; aljo Qus{dynitt HNM= us{cyn. BME
— Yusfhn. DNH. Wenn nun NH die Gerade MB nirgends
ourdyfdynitte und einen Ausfdynitt=DNH von BME abfchnitte,
fo wiitbe HNE=HNMB-J-BME=BME {ein (weil HNMB =
pag halbe Band DNMB). Aber HNE=BME—DNH; aljo
muf NH von BME einen Ausfdhnitt—=DNH abfdyneiven, folg-
lih MB durchichneiven. — Der sweite Fall verhdlt fich wie
Der erfte.
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Bufa. Gine Gerade, die mit einer von gwei Gleichlau-
fenden gleichlaufend ift, ift e8 aud) mit der anbern.

11. Die drei Winfel eined Dreiedd find jufammen gleich
vem Winfelhalben.

¢ E Bemweis. Man denfe fid) die
v brei Seiten ded Dreteds MNO
4 M 0 __ B als endlofe Gerade AB, CD, EF;

D Ddiefe theilen die gamze Gbene in

dreimal wet gleidhe Ausdfdhnitte
AOC und BOD, BME und AMF, DNF und CNE, weldye
sufammen die gange enbdlofe Gbene ausmadhen mehr pveimal
pie Flache MINO, ober einfad) die gange Cbene, ba MINO Flei-
ner ift al8 ein Band, in dem e liegen fann, alfo 2 MNO die
gange Gbene nidyt grofer madht. Dret diefer 6 Ausfdhnitte, fe
einer von el gleidhen, 3. B. AOCH+BME--DNF find alfo
gleidy Der halben Chene. — Ober audy: AMF+FND4-BOD=
ABF4+MNO=ABF; aber AMF=BME, BOD=AOC; folg-
lid) AOC+BME+-DNF=ABF. Aljo aud) W.MONS-W.NMO
+ W. MNO=2 X.

Sufat. Gin Aupenwinfel ift gleich den beiden innern
gegentiberliegenden Winfeln jufammengenommen.

12, Wenn zwet Seiten und Dder eingefdhloffene Winkel
eined Drefeds gleich) dhnlich oder umgefelyrt gelegenen Glie
pern eined anderit Dreietd {ind, fo {find die gwet andern LWinfel
und dic dritte Seite ded einen gleich den dhnlid) oder umge-
Felyrt gelegenen Winfeln und der dritten Seite ded andern Dretes.

13. Folgefas. LWenn et Seiten eined Dreiedd gleich
find, fo {ind die gegemiberliegenden Winfel gleidh.

Vel Beweid, Esfei AC=BC. Wennnun Dreiect

/\ ABC umgefebrt auf ABC in der gegebenen

A B Qage gelegt vorgeftellt wird, fo dag C auf C

und AC auf BC fdlt, fo fallen audy die andern Punfte und
Ceitenn auf einander, alfo W. A= . B.

Sufas. Wenn bdie drei Seiten eined Dreiedd gleich find,
fo find bdie Winfel gleich.

F
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14, Wenn zwei Winfel und die gemeinfdaftliche Seite
eined Dreieds gleid) dhnlidy ober umgefehrt gelegenen Glievern
einted anbern Dreiedsd find, {o find w. {. w.

15. Folgefat. Wenn zwei Winfel eined Drefeds gleich
find, fo find die gegemiberliegenden Seiten gleid). (Beweid dhn-
lidh wie in Lebrf. 12.)

16. Wenn die drei Seiten eined Dreiedd eingelnt genom:-
men gleih den Seiten eined andern find, fo find wu. {. w.

Bewetd., Je nadpem bdie Lage der Seiten tn beiden
Drefeden dhnlich ober umgefehrt ijt, ftelle man fih dagd eine
Dreied umgefelyrt ober in der gegebenen Lage an dasg anbdere
gelegt vor, fo dag jwei gleihe Seiten jujammenfallen, und ver-
binde die gegenitberliegenven Punfte u. {. w.

17. Der grofern Seite eined Drefedsd fteht der grifere
Winfel gegenitber, und umgefelhrt dem grogern Winfel fteht die
grifere Seite gegeniiber.

18. Bwei Seiten eined Drefeds {ind jujammen grofer
ald Ddie Dritte.

Folgefas. Gine Redtwintlige ift die Firsefte Entfer-
nung eined Punfted von einer Geradben. Jeder vom Durd-
{hnittepuntt der Redytwinfligen entferntere Punkt in der Ges
raven ift auch weiter vom obern Punfte der Rechtwintligen
entfernt.

Formbeftimmung. Wenn in einer Cbene ein Punft
fo bewegt vorgeftellt wird, daf feine Cnifernung von einem
andern gegebenen Punfte derfelben Ebene immer gleich bHleibt, o
befchreibt er eine Voglinte, die man Kreis nennt. Den feften
Bunft nennt man den Mittelpunft; die Gerade, welche diefen
mit dem bewegten Punfte verbindet, den Stral ober Halbmefier
ped Kreifes.

17. Gine Redhtwinflige am dufern Gnde pdes Strales
bertthrt Dent Kreid in etner unendlid) fleinen Geraben, wibrend
eine Gerade, die irgend jwei in endlicdher (vorftellbarer) Ent
fernung liegende Punfte der Kreidlinte verbindet, diefe, wenn
perldngert, durdhfdyneidet, wie Flein die Entfernung fein mag.
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Beweid, C fei der Mittelpuntt,
PC_| AB, MPN e¢in Stid Dder

Kretdlinie, P und N et Punkfte der-
felben in frgend einer angebbaren Ent-

M fernung,
1 > Y B Nunift W. CPN= W.CNP <1R.
Alle Punfte der Geraden wifden P
und N liegen alfo G ndber, al8 der Punft P oder N (18.
Folgef.), und jomit nnerhalb ded Kreifed; die 1ibrigen Punfte
in PN find weiter von C entfernt, und fallen daber aufer-
halb pes Kreifed. Alfo durcdhfdneivet PN bdie Kreislinie in P
und N, wie nabe audy Beide vorgejtellt werben mogen.

Dagegen muf der bewegte Punft, von M in P angefommen,
fidh nothwendig in einer beftimmten Richhung PX fortbewegen,
wenn er die Kreislinie befchreiben foll. Diefe Richtung PX
muf durch 2 Punfte beftimmt fein (Grundf. 1); der eine ift P,
per anbere die nddyfte Stelle n, in weldhe der Punft aug P
tritt.  Wiirbe nun die Ridtung PX, in weldher n liegt, mit
PB einen Winfel bilden, fo wire W, CPX entiveder < ober
= 1 RN Im erfteren Falle miifte die Gerade Pn den Umfreid
purdyfdhneiven, wie PN, in beiden aber wiirde der Punft den
Umfreid verlaffen miifjen, wad nidyt fein foll.  Aljo mup PX
und n in PB fallen. Wdre aber die Linge Pn von vorftell-
barer, endlider Grdfe, fo miifte Pn oder PB den Umfreid
purdyfdhneiven, wie PN, und W. CPB <= 1 R., was nidt
fein foll; eine Qange mup Pn dennod) haben, weil n auperhalb
P liegen mup: alfo muf Pn in Bergleidh mit PN unendlid
flein fein. — Aus gleichen Griinden muf der bewegte Punft
vor P durd) einen Punft m in PA fommen, der unendlid)
nahe an P liegt. — Alle Punfte nun in AB in angebbarer
Gntfernung von P liegen weiter von G, alg der Punft P, und
fomit auferhalb Ded Kreifed: alfo beriihrt AB den Kreid in der
unendlidh) fleinen Geraben mn.

Bemerfung, Der Kreid, wie jede Boglinie, befteht aus
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geraden Theildyen, die in Vergleich mit jeder angebbaren , end-
(ichen Linge unendlich flein find; die {ich ju endlidhen Lingen
verhalten, wie diefe aur gangen endlofen Geraden.

18. 3wet game Kreife, dle in einem Punfte jufammen:
treffen, miiffert entiweber efnander durdyfchneiden, und jwar in
swet Punfterr, oder in nur etnem angebbaren Punkt beriifhren.

Beweid., Wan verbinde die beiden Mittelpunfre und
pent Punft, in dem die Kreife jujammentreffen, mit drei Gera-
bert, u. . w. Die Befchreibung einer Rechtwintligen wird dagu
nicht erfordert. |

Mit Hilfe diefer Sdase und der Vergeidhynung des Kreifes
fonmen nun folgende Sdse bewiefent werden.

19.  Auf eine gegebene Gerade von einem Punft in der-
felben fonmen gwei Dretefe befdhrieben werden, die einem ge-
gebenenn Drete in jeder Begtehung gletd) {ind.

Sufah. Auf dhnliche Weife fonnen zwei Winfel gleidh
einem gegebenen vergeichnet twerden.

20. Durch einen gegebenen Punft auerbalb oder inner-
balb einer gegebenen Geraven fann eine andere — und nur
eine — rechhwinflig auf die erjtere gesvgen werden.

21, Durdy einen gegebenen Punft auperhalb eincr geges
benen Geraden fann eine — und nur eine — andere gleich-
{aufend mit Dey erfterm} gesogen werden. (Lebyrf. 10.)

Sdlupbemerfung.

Mit diefem lepten Lelrfage, der gewdshnlich ald Aufgabe
geftellt wird, f{ind alle auf Gleichlaufende begiiglichen Lehriise
in einer Gbene erfhopft. Die vollftindige Befeitigung aller bis-
ber gefiihltenn Mdangel in den 1iblichen Beweifen bdiefer Sase
beruht, wie man gefehen hat, auf der Unterfdheidung der Be-
griffe Qinie und Ridhtung, Ebene und Winfelganges. Diefe ift
qugleich ein nicht unbedeutender philofophifcher Gewimn. D
Auffafiung des Begriffes Richtung bereitet bdie richtige Auffajs
fung ver Grundbegriffe Kraft, Maffe und Bewegung vor,
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Nug dem Begriff Nidhtung verbunben mit dem der Be-
wegung folgt 3. B. mit mathematifdher Nothwendigleit,

erftlich, paf alle Deweglidhen Korper (Stofftdrper) aus
Punften beftehen;

swettend, daf alle Krdfte tn (geraden) Richtungen wirfen.

Denn cine bewegte Kérpermaffe muf nothwendig ausd jes
bem Ort, durcdh) dent fie bewegt wird, in beftimmten Richtun-
gen treten; Richtungen verlangen ju threr Beflimmung Punfte:
alfo miffen e8 Punfte fein, die an ihr bewegt twerden, fie
muf ald bewegte Maffe aus Punften Deftehen,

Ferner, Krdfte find die Urfache der Betwequngen; die Punfte
aber find bad Bewegte: alfo wirfen Krdfte von Punft auf Punft,
Da nun jeder durdy eine Kraft jwifdhen thmn und einem an-
bern Dewegte Punft nady jedem Jeitpunft (Gegenwart) in einer
Richtung bewegt werden muf (abgefehen von der BVewegung,
dle er ald Maffenpuntt beharrlich fortfest), fo mup audy die
Kraft in einer Ridytung und jwar der durd) beide Punfte be-
ftimmien wirfen.

Der Raum geftattet nidht, diefe Begriffébeftimmungen hier
weiter ju verfolgen.  Man erfieht aus dem Wenigen, wie die
Grundbegriffe der Mathematif, ftreng aufgefaft, lberfithren 3u
einer ftreng wiffenfdaftlichen Beftimmung der Grundbegriffe der
Mechanif. Wasd gewshnlid) als Thatfache der Crfabhrung be-
trachtet wird, Fann fo in Den eignen Beftimmungen ded Den-
fend gefunden und von diefen abgeleitet ywerden.

Yuf andere philofophifhe Begriffe flibhrt die wiffenfchafts
liche Beftimmung der Grundoperationen der Jahl, ausd weldper
fich sugleich Der Beweis ergibt, dap nur drei foldpe Grunbds
operationen mit ifren Umfehrungen méglidy, d. . dentbar {ind.
— Dies in einem fpatern Auffas.

24
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