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Pourquoi les frettes sont-elles
plus serrées, dans les aigus,
sur une guitare ?

Charles Félix d’aprés un arficle de lan Stewart!

HARMONIE MUSICALE ET NOMBRES

Pythagore, intrigué€ par les rapports qui pouvaient lier la nature et les
nombres, se rendit compte que les phénomenes naturels sont associés a
des lois qui peuvent étre traduites mathématiquement. Il en est ainsi no-
: tamment pour la musique. Une
corde qui vibre engendre une
note de base; un pincement Si-
tué a mi-longueur engendrera
une note d’'une octave plus
haute et en harmonie avec la
note de base; d’autres harmo-
niques seront obtenues en pin-
cant la corde en d’autres points
qui sont des fractions simples
(le tiers, le quart, le cinquieme)
de la longueur.

Dans ce détail de L’Ecole d’A-
thénes de Raphaél, on voit une
tablette ou est inscrit le mot
EIT”OT'AOQN, qui désigne un
entier augmenté de sa huiticme
partie (1 + 1 ) c’est-a-dire le
rapport assome a Il’intervalle
d’un ton. Au-dessous, on lit les
mots AIATEXXAPQN (diates-
saron), AIATIENTE (diapente),
ATATIAYXQN (diapason) qui
® = sont dlsposes de telle sorte que
Jarelich 6 RS ciROsa T 97 le dlapente (rap-

le dlatessaron (mpport
port % 2)6a9et8al2 et‘ie diapason (octave, rflpport = )6al2.

'Pour la science, mai 1990,
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PREAMBULES MUSICAUX

Les notes pythagoricienries

Claude Ptolémée (150 apres J. C., Alexandrie) décrit, dans son traité
des Harmoniques, le systeme pythagoricien selon lequel les notes doi-
vent étre représentées par des rapports de nombres entiers:

longueur de la corde pour la note de base
longueur de la corde pour la note considérée

rapport =

Ces rapports apparaissent expérimentalement sur un monocorde (gui-
tare).
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Le monocorde permet d’étudier les rapports d’harmonie entre les no-
tes de musique. La corde complete donne la note de base (dessin a). La
corde raccourcie de moitié (rapport 2/1) forme I’octave au-dessus de la
note de base (dessin b). La corde raccourcie d’un quart (rapport 4/3) for-
me la quarte au-dessus de la note de base (dessin c). La corde raccourcie
d’un tiers (rapport 3/2) forme la quinte au-dessus de la note de base

(dessin d).

Idée pythagoricienne: rechercher, pour créer une échelle harmonieu-
se, les notes obtenues par guintes successives.

rapport %
1 —
quinte

do
note a (sol)
note b (ré)
note ¢ (la)

note d (mi)

note e (si)

note a note b note c note d
3 rapport 3 3 ol 9 rapport § 3 3 27 rapport 3 3 e 81
L g e B, B =2
2 quinte 2 4 quinte 2 8 quinte "2 16
Pour une corde de la longueur 1, on obtient
1/2 1
2/3 = 0,667
4/9 = 0,444 X2 8/9= 0,889
1
8/27 = 0,296 16/27 = 0,593
1 %2
16/81 =0,198 64/81 = 0,790
: xg 1 %2
32/243 128/24p = 0,5p7
1 x 2 L x2
e ® ® [ ] [ ] ]
do si la sol mi ré do
(5y 3y = (1) 4 (&
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Remarque: ch“tque fois que la longueur de la corde est inférieure a %
on la double; ce qui permet de garder la méme note mais une octave
plus bas.

Les notes sont alors baptisées ainsi: note a: sol; note b: ré; note c: la;
note d;: mi; note e: si.

Il apparait que I'écart entre mi et sol est plus grand que les autres;
cette trop grande différence est réduite en introduisant une nouvelle note
appelée fa et définie ainsi:

partir de la note de base, descendre d’une quinte (rapport % u lon-
gueur de la corde 3 o) pms remonter d’une octave (rapport 2 - % =
£ ou longueur delacorde 3« £ = 3 ). ;
3 2 4
fa
e |
9 it 3 1 3
2 4 2
Les rapports associés aux notes sont donc les suivants:
: 9 81 4 3 27 243
rapports 1 T 7 3 5 16 128 2,
notes do ré mi fa sol la S do

Il est intéressant d’observer que pour passer d’un rapport au suivant,
il suffit de multiplier par le facteur % (do-ré; ré-mi; fa-sol; sol-la; la-si)

ou par le facteur 21@(11li—fa; si-do). Le facteur % est associé au ton, tan-

36
243

dis que le facteur 522 est associé au demi-ton.

DO

+

w

FA

w

@|w l:'l'il-

o[

2=

256
243

Wl

(7]
e}
e

|0

Une gamme formée uniquement par quintes et octaves est voisine de
celle qui est formée par les notes blanches du piano.
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La gamme chromatique (pythagoricienne)

Cette gamme comporte douze notes distantes d’un demi-ton; entre do
et ré apparait ré bémol ou do diese; de méme entre ré et mi apparait une
nouvelle note appelée mi bémol ou ré diese; ainsi de suite.

Puisque le demi-ton est associ€é au rapport % , on devrait avoir

6. Db - 2 ; or cette égalité est fausse et conduit a choisir pour le se-
L DL ot 056 2187 10,

cond facteur le rapport 55;¢ puisque 533 - 55¢ = = . Ces deux rapports,
légerement différents, 1,0536 et 1,0679 introduisent un léger effet de
dissymétrie; a noter aussi la non superposition de fa, (1,4238) et sol,

(1,4047).

DO RE M FA S| DO
1 = Sila 243 2
8 64 3 128
256
243
256 | 2187 256 | 2187 256 2187 | 258 256 | 2187 256 2187 258
243 | 2048 243 | 2048 243 2048 | 243 243 | 2048 243 2048 243
= + N
—— == — ] O > p
.

La gamme chromatique comporte douze notes, voisines de celles que
donnent les touches blanches et noires (dieses et bémols) du piano.
Deux notes, fa diese et sol bémol, ont des valeurs différentes alors
qu’elles devraient étre confondues.

Gamme tempérée

Dans cette gamme, le rapport associé au demi-ton est constant; si ce
rapport est noté 1, cette condition conduit a poser:
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rada=aa0
ou: r - = 2 =1,05946

La gamme fondée sur ce nombre est la gamme tempérée; elle permet
des changements de clef en cours de morceau; cet avantage est large-
ment utilisé par Bach.

Les pianos et les guitares (notes fixées) utilisent généralement la
gamme tempérée.

En comparant le demi-ton pythagoricien % = 1,05349

avec le demi-ton de la gamme tempérée l%[2_ = 1,05946

il apparait que les rapports sont voisins et dans les deux cas, il sera
question de demi-ton.
Pour résumer:

Table des rapports

Gamme chromatique - Gamme tempérée
(pythagoricienne) | .
DX
x:'_.—l% 3T2§ 9gseesy 'i‘%
do 1 1 1 1
ré, =0 1.053 V2 1.059
ré 3 11125 (V2 )? [ 192
mi, i 1.185 (&5 F 1.189
mi g 1.266 Gz ) 1.260
fa 4 1.333 (V2 )° 1.335
fa, e 1.424 (32 )° 1.414
sol, L 1.405 )’ 1.414
sol : 1.500 (32’ 1.498
la, 128 1.580 ({28 155878
la 2 1.688 (32 )° 1.682
i, i 1.778 (37 )L 1.782
si 2 1.898 (o ) 1.888
do 2 2 2 2




POURQUOI LES FRETTES SONT-ELLES
PLUS SERREES, DANS LES AIGUS,
SUR UNE GUITARE ?

Propriété: sia,, a,, a,, ... sont les termes d’une progression géomeétri-
que de raison g, alors les différences dld ata Sl e Sot aussi
les termes d’une progression géométrique de méme raison q.

deeli—dk alqk—al'q“" ! alqk'l(q_l) o
Eneffet, A aaq“"-asq“ it alqu(q_l) =i

Dans la gamme tempérée, les rapports correspondant aux notes sont
. rd rd * * ]2
en progression géométrique de raison /2 (=r).

Par suite, les longueurs des cor-
des sont en progression géométri-
que de raison

= L gy D
7 ﬁ } [
s 2Lz z . Réb
et par la propriété énoncée ci-des- }1 fh:
sus, les différences des longueurs Ré :
de cordes de deux notes consécu- : }”r .
tives sont donc en progression géo- ; }uir
métrique de raison : 2
[ ]
| :
(<)
12
N

Donc, plus on va dans les aigus,
plus la différence des longueurs est
petite, ce qui explique que les fret-
tes d’une guitare sont de plus en
plus rapprochées vers le centre.
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CONSTRUCTION D'UNE GUITARE,
D°UNE VIOLE, D'UN LUTH

Comme il est impossible de construire {/2— «a la regle et au com-
pas», ce que les Grecs savaient déja, il n’est pas possible non plus de
construire 'i/_Q_ = Ll\f_{/_i ) avec ces mémes instruments. Des lors, aux
XVIF et XVIIE siecles, les méthodes géométriques pour: le placement des
frettes ont suscité bien des recherches; et lorsqu’un procédé était mis au.
point par un artisan, il était jalousement gardé. Pour approcher '%j2_ Ga-
% et Mersenne remplacera {/7 par 3—_2@, deux
nombres qui peuvent étre construits a la régle et au compas. Strihle nous

soumettra une construction «artisanale» ...

lilei proposa le nombre

Méthode de Galilei (1581)

En 1581, Vincenzo Galilei, peére du fameux Galilée, proposa pour le
demi-ton le rapport 13 soit 1,05882 (‘42" = 1,05946)

Prendre les % d’un segment est une construction aisée: on place ainsi
I€ , PUiSite :

Remarque: en prenant le rapport %7 pour chaque demi-ton, et en

o0

considérant que la longueur de la corde de la note de base (do) est
100000, alors celle de la corde du do supérieur devrait étre égale a
100000 - (—:% )'* = 50363. Cette note ne se trouverait donc pas a une oc-
tave de la note de base. En placant I’octave correctement (longueur de la
corde 50000), le rapport 5—; est de 1,06652, ce qui signifie qu’il y a plus
d’un demi-ton entre le si et le do. Cette méthode n’est donc pas trés sa-
tisfaisante.
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Longueur de la corde

Gamme tempéfée Galilei Erreur *
do 100000 100000 0
1€, 94387 94444 26
iE 89090 89198 52
mi, 84090 84242 79
mi 79370 79562 105
fa 74915 75142 131
sol, 70711 70967 . 1154
sol 66742 67025 183
la 62996 63301 210
la 59460 59784 236
si, 56123 56463 262
si 52973 53326 288
do 50000 50000 0

* Calcul de I’erreur: pour fa: 10

Méthode de Mersenne (1636)

% loo _Galilei — 105 . log 75142

© tempérée 74915

En 1636, le moine Marin Mersenne (connu pour les nombres de la
forme 2" — 1), propose d’approcher

V2 (=125992)

par

2

8 1D

(=1,26120)

nombre qu’il est possible de construire «a la régle et au compas».

s = e i : ; L
Comime N = ( 2) , il est aisé de construire, par |I’approximation

de Mersenne, la longueur correspondant a la note mi.
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L’octave est ainsi partagée en deux parties: 1’'une contenant quatre
demi-tons et I’autre huit demi-tons. Dans la premiere partie, un demi-ton

vaut

2
St

t= 4

dans la deuxieme pamc

1505973

= o8- =I105eE5e:

t et u peuvent €tre construits géométriquement.

Le tableau ci-dessous permet de comparer la longueur de la corde

pour la gamme tempérée et pour la gamme de Mersenne.

Longueur de la corde

Gamme tempérée Mersenhe Erreur
do 100000 100000 0
e, 94387 94363 —11
ré 89090 89044 -22
mi, 84090 84025 —-33
mi 79370 79289 —44
fa 74915 75849 —38
sol, 70711 70657 -23
sol 66742 66700 - 27
la, 62996 62964 -22
la 59460 59438 - 16
s1,, 56123 56109 —11
s 52973 52966 —6
do 50000 50000 0

() Condition: t'u® =2, u= 3.‘} : rappel.: \/—— 1,05946
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CONSTRUCTION DE STRAHLE (1743)

Malgré la percée de Mersenne, la recherche d’une méthode de cons-
tructions géométriques du demi-ton continua.

En 1743, Daniel Strihle, un artisan sans aucune connaissance mathé-
matique proposa une construction aussi simple qu’ingénieuse dans les
Comptes Rendus de I’ Académie de Suede.

Construction:

Tracer un segment QR de longueur 12 divisé en douze intervalles égaux. Tracer ensuite des
segments OR et OQ égaux a 24. Joindre O aux onze points de partage de QR. Placer P sur OQ
de sorte que QP soit égal & 7. Puis tracer la droite RP et le point M tels que PM soit égal a PR.
Si RM est la corde de la note de base, alors PM correspond a I'octave. Strihle propose de
considérer les onze points d’intersection de RP avec les onze rayons issus de O, comme les po-
sitions de frettes donnant les demi-tons.
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Jacob FAGGOT calcula (~1776)

Quelle est la précision de cette construction? Pour 1’évaluer, le géo-
metre et économiste Jacob Faggot effectua un calcul trigonométrique et
ajouta son résultat a la suite de ’article de Strihle: il concluait que I’er-
reur maximale était de 1,7%, soit cinq fois supérieure a ce que tolerent
les musiciens.

Faggot était un des fondateurs de I’ Académie de Suede; il en fut le
secrétaire pendant trois ans et publia dix-huit articles dans les Comptes
Rendus.

Effectuons quelques calculs (a la Faggot...) et calculons
les longueurs de corde

pour B:
COSI B — 2—64 = % diowBi=17552%

pour €:
LC2 =72+122-2-12-7-cosff=49+144—-2-12-7-0,25
=49 +144-42=151 dedLC= V151 =12,29

56



PULS

SInfE S SNl 528 cne eSO ISIWE o Ty 5516

7 \ 151 \ 151

d’ot € =33,47°

pour \:
y = 180° —75,52° — 33,4° = 71,01°

Calcul de LL, (distance entre les frettes do et si) et LL, (distance entre
les frettes do et si, )

Les mesures des angles o), 0,, ... sont aisément calculées en
appliquant les théoremes du cosinus et du sinus aux triangles ABM,
ABIVISE
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Ainsi:

L, = LSS = goey g = WD CSATIE & sy
sin 68,68° i sin 66,30°

Il est facile de poursuivre ainsi et de calculer les longueurs des
cordes; en partant des valeurs ci-dessus, et par une simple proportion,
on trouve: pour si: 53025, pour si bémol: 56204,... (voir tableau page
suivante). C’est probablement ce procédé qu’appliqua Faggot.

J.-M. Barbour controéla (1957)

Dans son article, [an Stewart écrit:

«En 1776, J. Faggot était le «numéro quatre» de I’ Académie de Sue-
de, derriere le grand Carl Linné, le naturaliste qui donna une classifica-
tion végétale et animale en genres et especes. Autrement dit, quand
Faggot déclarait une méthode peu précise, c’est qu’elle était peu précise.
L’opinion de Faggot fut propagée de siecle en siecle. Le Traité du tem-
pérament musical de E. W. Marpurg, publié en 1776, par exemple,
présente la conclusion de Faggot sans méme indiquer la méthode de
Strithle. C’est seulement en 1957 que J. M. Barbour, de 1’Université du
Michigan, découvrit que les calculs de Faggot étaient faux !

Faggot commencait par déterminer 1’angle a la base du triangle prin-
cipal, soit 75°31’ (8 dans notre figure). Puis il calculait la longueur LC
et 'angle LCB. Il déterminait ensuite chacun des 11 angles formés au
sommet du triangle principal par les rayons issus de la base et déduisait
les longueurs découpées sur la droite LC. Or Faggot calcula que 1’angle
LCB (€ dans notre dessin) était €égal a 40°14°, alors qu’il est égal a
33°28’. Cette erreur fut fatale, car I’angle LCB intervient dans la réso-
lution de chacun des autres triangles, exercant sa trompeuse influence
sur tous. Notamment, I’erreur équivalait a considérer la distance LB éga-
le & 8,6 au lieu de 7. En réalité, I’imprécision de la méthode de Strihle
est égale a 0,15 %, ce qui est parfaitement acceptable.»
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Strahle. Placement des frettes

En poursuivant les calculs commencés plus haut, il est possible de
dresser le tableau ci-dessous:

Longueur de la corde

~ Gamme tempérée _ Srihle Erreur
do 100000 100000 0
Ié, 94387 94323 - 32
ré 89090 88991 — 49
mi_ 84090 84000 —46
mi 78135700, 79310 - 33
fa 74915 74895 -9
sol. 70711 70732 11
sol 66742 66798 38
la, 62996 63077 58
la 59460 59551 65
i, 56123 56204 60
s 52973 53025 38
do 50000 50000 0
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Nous verrons plus loin comment, a I’aide de la notion de projection
centrale - la construction de Strihle ne nous y pousse-t-elle pas? — il ap-
paraitra tout naturellement une fonction, que nous nommerons fonction
de Stréhle, et qui nous livrera, par un calcul élémentaire, la longueur de
la corde. Il sera alors simple de comparer cette fonction a la fonction 2.

COMPARAISON DES DIVERSES :
APPROXIMATIONS ET DES ERREURS ASSOCIEES

Les tableaux ci-dessous permettent de comparer la longueur de la
corde des constructions de Galilei, Mersenne et Striahle, avec celle de
la gamme tempérée; voir aussi les «résultats» obtenus par Faggot...

Les courbes illustrent les erreurs associées a ces constructions et invi-
tent a4 les commenter et... a choisir.

., | Approximation | Approximation
Camme temperce i Galiiei | de Mersenne
longueur longueur longueur
it z de 1agc0rde de lf corde | TN | de l;hr corde| TTCUT
do 2 [ 100000 100000 0 100000 0
ré, A 94387 94444 26 94363 | —11
1é QL0012 89090 89198 52 89044 | —22
mi, D2 84090 84242 79 84025 | —33
mi D2 79370 79562 105 79289 | —44
fa D2 74915 7S1lAD) 131 75849 | — 38
sol, D82 7L 70967 157 70657 | —23
sol D2ls 66742 67025 183 66700 [ —27
la, Pl 62996 63301 210 62964 | —22
la I 59460 59784 236 59438 | — 16
81, Dz D023 56463 262 56109 | —11
si DLz 52973 53326 288 52966 —6
do 1 50000 50000 0 50000 0
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Approximation Approximation
de Strihle de Strihle
(calculs de Faggot)

longueur S longueur o

de la corde de la corde

100000 0 100000 0
93790 — 276 04323 — 32
88110 — 479 88991 - 49
82900 — 619 84000 — 46
78090 — 706 79310 -33
73650 — 740 74895 -9
69530 — 732 70735 ]
65700 — 683 66798 38
62130 — 601 63077 58
58810 — 478 59551 65
55880 — 344 56204 60
52740 - 192 53025 38
50000 0 50000 0

o

(=]

o

o =
1

LOGARITHME DE L'ERREUR -

po | re | mi [ ra# Isor#l sis | po
DO# Mib FA SOL LA S

Ces courbes représentent les erreurs des diverses approximations de
la gamme tempérée; elles sont exprimées par le logarithme du rapport
de la valeur approchée a la valeur exacte.
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FONCTION HOMOGRAPHIQUE DE STRAHLE

Rapport anharmonique. Propriété

Etant donné quatre points A, B, C, D sur un axe, dans un ordre quel-
conque, on appelle rapport anharmonique (ou birapport) le nombre r:

e CA DA ot (ABCD)
CB DB

Propriété: le rapport anharmonique est conservé par projection cen-
trale

Ainsi, si O est le centre de projection, on a:

(ABEDR) = (ASBEEED)

~-|

|
®

||
S
o

|

ou C:A:%_
CB DB

&
o
S
o
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Fonction homographique de Strihle

Reprenons la construction de Strihle

A

Placons sur BC un axe x de maniere que les graduations 0 et 1 coinci-
dent respectivement avec B et C et sur LC un axe y de maniere que les
graduations 1 et 2 coincident respectivement avec L et C.

Considérons une droite quelconque AD ou D est sur ['axe x. Soit D’
le point d’intersection de cette droite et de ’axe y. Appelons x la coor-
donnée de D et y la coordonnée de D’ sur chacun des axes.

Par la conservation du rapport anharmonique, nous avons:

PsE . GSE iS

@
DB 'GBL & DL = CL (1)
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Calculons encore la coordonnée de S:

pour mémoire, nous avions obtenu: 4
B — 5508 e =85 47
ILC =228 7 = LN

17
par suite, SC = 6 — 1920 &

COS £

et LS = 12,2882 — 7,1927 = 5,0955 s

L

;.’
Et: LS _ é%ﬁ; = 0,4146 |
G ’ ‘ o
. 3 7 o€

d’ou la coordonnée de S sur 1’axe y:
1,4146

Connaissant sur I’axe des x, les coordonnées de B (0), S’ (0,5), D (x),
€ ()7 et sunléaxe des vicelleside B )sS (l ,4146), D’(y) et C (2), nous
avons, par substitution dans (1):

05-x , 05-1 14146-y . 1,4146-2

=R ISR S i )
ou, encore, apres réduction: Vi= 0240 0,804
—0,1708x + 0,5854
ou, en amplifiant par 40,9976: = _9993322 :X-If; 7
et finalement (en arrondissant): V= %
—7x

Il s’agit de la fonction homographique, dite fonction de Strihle.
N’est-elle pas élégante !
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Graphiquement, dans I’intervalle [0; 1], la fonction de Strihle et la
fonction associée a la gamme tempérée y = 2* se présentent ainsi:

K
<
~
-

S/ EXACTE (29

" APPROCHEE | (Strahle)

Et le tableau de la page suivante permet la comparaison des longueurs
de cordes correspondant a ces deux fonctions.
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Tableau des longueurs de cordes

Strahle - Gamme 0 L
y = 10ce2d tempérée Ireur

-Tx+24 = ax

y =72
do x= £ 2 2 0
e i 1.88626 1.88775 =34
ré Re 1.77981 1.78180 — 48
mi, | x= % 1.68000 1.68179 — 47
mi [x= > 1.58621 1.58740 — 133
fa X= 1 1.49791 1.49831 - 12
SOl e 1.41463 1.41421(2) 13
goll | = 1.33597 1.33484 36
la, | x= & 1.26154 1.25992 56
la X= 1.19101 1.18921 66
Sl 1.12409 B[ 9946 63
si = 1.06050 1.05946 43
dod T x—0 1 | 0

* Calcul de I’erreur: 10° X log [ﬂ‘hi]

tempérée

Quant a savoir comment Strihle a eu 1’'idée de cette construction,
c’est une autre question...
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	Pourquoi les frettes sont-elles plus serrées, dans les aigus, sur une guitare?

