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Les nombres entiers premiers
sont-ils toujours premiers?

Par Jean-Marie Moine

INTRODUCTION

Les mathematiques font partie de ce qu'on appelle la culture generale,
au meme titre que la musique, la peinture, etc. Or vous conviendrez avec
moi, que cet aspect cultural est souvent delaisse. Pour quelles raisons?

- Malheureusement, les mathematiques ne sont souvent considerees
et appreciees que par necessite pratique. Si on a besoin d'elles, on les
etudie, mais... juste ce qu'il faut!

- Avant d'apprecier les mathematiques, il faut faire un effort, car au-
cun des cinq sens naturels de l'homme n'est ä meme de lui faire eprou-
ver une sensation en face d'une page de mathematiques, ou ä l'ecoute de
la lecture de celle-ci. II en va tout autrement de la musique par exemple:
on peut tres bien apprecier un concert sans rien connaitre de la musique.

- Selon un prejuge bien ancre dans les esprits, les mathematiques sont
abstraites, done...! C'est certainement vrai lorsqu'elles sont exposees
d'une certaine fapon (je pense ä la fapon bourbachique; le mot est du
mathematicien franpais Jean Dieudonne). Cependant on rencontre l'abs-
traction en peinture par exemple, ce qui n'empeche pas bon nombre de
visiteurs d'un musee, qui ignorant tout de la peinture, d'apprecier voire
d'aimer des tableaux dits abstraits.

II me semble que trop rares sont les mathematiciens qui font un effort
pour essayer de faire comprendre aux non-mathematiciens, done pres-
que ä «Monsieur tout le monde», ce qu'ils font afin d'en faire apprecier
la beaute. Et, ä l'espece de mepris (le mot est sans doute un peu trop
fort) qu'ont certains mathematiciens pour ceux qui ne comprennent pas,
«Monsieur tout le monde» sait repondre par une indifference totale et
non dissimulee!

Les lignes qui suivent s'adressent en priorite ä «Monsieur tout le
monde», et n'exigent pour leur comprehension qu'un petit effort d'at-
tention, en plus des connaissances mathematiques que chacun a acquises
ä l'ecole primaire ou ä l'ecole secondaire.

J'espere que ce n'est pas une Utopie d'essayer de vous faire
comprendre et apprecier l'une des plus belles decouvertes de la theorie des

nombres, faite au cours de la seconde moitie du siecle passe.
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Les numeros suivis d'une parenthese renvoient aux notes figurant en
fin d'expose. Les numeros affectes d'un asterisque sont destines aux lec-
teurs ayant poursuivi des etudes en mathematiques apres l'ecole secondare,

aux etudiants en mathematiques, et pourquoi pas, aux mathemati-
ciens eux-memes.

PLAN DE L'EXPOSE

I) Rappel d'une «chaine» d'ensembles intuitivement connus.

N Z Q R
decomposition decomposition decomposition decomposition

unique presque unique presque unique «anarchique»

II) Introduction d'ideaux de Z pour assurer la decomposition unique.

Ensemble des
ideaux de Z

decomposition
unique

III) R etant trop grand, on considere une autre «chaine» d'ensembles.

N Z Z[V3]

IV) Introduction d'ideaux de Z [a/3] pour assurer la decomposition
unique.

Ensemble des Ensemble des
ideaux de Z ideaux de Z [a/3]

decomposition decomposition
unique unique

L'avis que vous avez repu vous indique que je n'ai pas l'intention de

vous exposer une theorie. Neanmoins, tout expose de mathematique,
pour qu'il soit juge serieux, doit comporter au moins une demonstration.
J'ose done, pour que cet expose paraisse serieux, vous demontrer une
formule d'algebre, la seule d'ailleurs dont nous aurons besoin aujour-
d'hui. C'est une formule que vous savez tous demontrer, mais laissez-
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moi. le plaisir d'en faire la demonstration. Ainsi les... (pardonnez-moi),
les esprits chagrins seront satisfaits.

a2-b2 [a + b] [a-b] "

L'homme a toujours ete fascine par les nombres, par les nombres
premiers en particulier. Mais il se bute sans cesse ä des difficultes qu'il
ne sait pas surmonter et qui restent plantees dans sa chair comme des
echardes destinees ä lui rappeler la modestie.

Un illustre mathematicien (je crois que c'est Dedekind, mais je n'en
suis pas certain) a dit un jour: «Dieu a cree les nombres entiers, l'homme

a fait le reste !»

J'ouvre une parenthese pour vous soumettre une question: L'homme
a-t-il alors bien decide de ce qu'est un nombre premier? Permettez-moi
de ne pas pouvoir repondre. Mais, la decouverte d'une formule qui four-
nirait explicitement la valeur du n-ieme nombre premier n'a toujours pas
ete trouvee, et ce probleme restera peut-etre ä jamais sans solution!

Avec le meme respect que celui qu'avait notre illustre mathematicien,
acceptons l'oeuvre de Dieu, acceptons done les nombres entiers.

EXPOSE PROPREMENT-D1T

I) «CHAINE» D'ENSEMBLES INTUITIVEMENT CONNUS.

a) Ensemble des nombres entiers naturels.

N {0,1,2, n, }2>

Dans l'ensemble N, l'homme a defini une addition, un produit, puis
une soustraction et une division (ces deux dernieres operations ne sont

pas toujours possibles dans N).
L'element zero etant egoiste pour la multiplication, impossible pour la

division, on a decide de l'exclure et de considerer l'ensemble 3)

N* { 1,2,3, n, }4*>

[Chaque fois que l'element zero sera genant, on l'eliminera. Cette
elimination sera indiquee par un asterisque.]

L'homme a ensuite defini:
Nombre entier naturel non nul, superieur ä 1, premier: c'est un

entier naturel divisible seulement par 1 et par lui-meme.
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2 est premier
3 est premier
4 n'est pas premier, puisqu'il est divisible par 1, par 4, mais aussi

par 2.

Resultat important: Tout nombre entier naturel non nul et different
de 1 s'ecrit de fagon unique ä l'ordre des facteurs pres, sous la forme
d'un produit de nombres entiers naturels premiers superieurs ä 1.

Exemples:
14 2.7 7.2
45 3.3.5 3.5.3 5.3.3

b) Ensemble des nombres entiers relatifs.

Dans N, la soustraction n'est pas toujours possible. D'oü la necessite
de definir un nouvel ensemble.

On appelle entier relatif, un nombre qui est ou bien egal ä un entier
naturel, ou bien egal ä un nombre entier naturel precede du signe moins.
L'ensemble des nombres entiers relatifs est:

Z {0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, n, -n, } 5*>

' Lorsque le nombre entier relatif zero genera, on considerera Fensemble

Z* ={1,-1,2,-2,3,-3, ,n,-n, }

Resultat important: Un nombre entier relatif non nul et different de
1 ou de -1 s'ecrit de facon unique ä l'ordre des facteurs pres,

soit sous la forme d'un produit de nombres entiers naturels premiers,
soit sous la forme d'un produit de nombres entiers naturels premiers

et de -1.
Exemples:
75 3.5.5 5.5.3 5.3.5
-77 [-1J.7.11 [-1J.11.7 7.[—1J.11 11.[—1].7 7.11.[-11

11-7.[-1]

Remarque: On constate que le dernier resultat important est moins
«elegant» que le resultat «analogue» concernant la decomposition d'un
entier naturel, ceci, ä cause du ....soit soit Nous reviendrons sur ce
Probleme un peu plus tard. Pour l'instant, suivons le developpement his-
torique de l'apport de l'homme ä la theorie des nombres.

c) Ensemble des nombres rationnels.

Dans N, dans Z aussi, la division n'est pas toujours possible. II faut
done definir un nouvel ensemble.
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On appelle nombre rationnel (fraction), le resultat du quotient (division)

d'un nombre entier relatif par un autre nombre entier relatif non
nul (on ne divise jamais par zero).

L'ensemble des nombres rationnels est 1'ensemble:

Q {p/q | p element de Z, q element de Z*} 6*}

Lorsque le nombre rationnel zero genera, on considerera l'ensemble

Q* (p/q | p element de Z* q element de Z*}

Resultat important: Un nombre rationnel non nul, simplifie au
maximum, s'ecrit de fa<jon unique ä I'ordre des facteurs pres, sous la
forme d'un quotient du produit d'un nombre fini d'entiers naturels
premiers (produit eventuellement par -1) par le produit d'un nombre fini
d'entiers naturels premiers.

Exemples:

21
~ 7.3 ~

7.3
~ 3.7 " 3.7

-5 _
[—1].5 _ [-1J.5 _ 5.[—1] _ 5.[-l]

6 2.3 3.2 2.3 3.2

Remarque: Ici aussi (ä cause du produit eventuel par -1), le resultat
important n'est pas tres «elegant». Cela n'aura pas d'importance pour la
suite de 1'expose.

d) Ensemble des nombres reels.

Cependant, les nombres rationnels ne suffisent pas. L'homme a eu be-
soin de considerer de nouveaux nombres tels V2 V3 7t (pi),..., etc.

qu'il a appeles nombres reels.7)

n 3,141592653590 (on ne peut pas l'ecrire «jusqu'au bout», il
n'y a pas de fin!)

L'ensemble des nombres reels est designe par R. 8*)

Mais alors, que deviennent nos «resultats importants» dans R'l
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Examinons un exemple:
481 13.37

481 [41 + 2(W3] [41 - 20V3]

481 [26 + 13V3] [74-37^3]
481 [24 + V951 [24-V95]
481 [27 + 2V62] [27 - 2V62]

Ai'e, ai'e, ai'e! On trouverait encore d'autres decompositions diffe-
rentes de 481, meme, une infinite!

Dans R, la decomposition semble anarchique. Elle n'est pas
unique.
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II) AMELIORATION DU RESULTAT IMPORTANT
CONCERNANT LA DECOMPOSITION D'UN NOMBRE
ENTIER RELATIF.

Ideal de Z.

Pour chaque entier naturel n, on peut considerer l'ensemble de tous
les nombres entiers relatifs egaux au produit de n par un entier relatif.

Cet ensemble constitue un ideal de Z, note (n).

(n) {0, n, -n, 2n, -2n, 3n, -3n, }

Exemples.

L'ideal (2) de Z est l'ensemble constitue des nombres entiers relatifs
0,2,-2,4,-4,6,-6,

On ecrit: (2) [0, 2, -2, 4, -4, 6, -6, }

L'ideal (3) de Z est l'ensemble constitue des nombres entiers relatifs
0, 3, -3, 6, -6, 9, -9,

On ecrit: (3) [0, 3, -3, 6, -6, 9, -9, }

L'ideal (6) de Z est l'ensemble constitue des nombres entiers relatifs
0, 6,-6, 12,-12, 18,-18,

On ecrit: (6) [0, 6, -6, 12,-12, 18,-18, }

Produit de deux ideaux.

Le produit de l'ideal (p) par l'ideal (q) est l'ideal (pq), constitue par
l'ensemble des nombres entiers relatifs egaux aux produits d'un nombre
de (p) par un nombre de (q).
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Exemple.
Le produit de 1'ideal (2) par l'ideal (3) est egal ä l'ideal (6).
On ecrit: (2). (3) (6)

En effet,
0, element de (6) est egal au produit de l'element 0 de (2) par l'element

0 de (3);
6, element de (6) est egal au produit de l'element 2 de (2) par l'element

3 de (3);
-6, element de (6) est egal au produit de l'element 2 de (2) par l'element

- 3 de (3);
etc.

Ideal premier.
Un ideal (n) de Z est dit premier si n est un nombre entier naturel non

nul, superieur ä 1, premier.

Exemples.

(2) est un ideal premier de Z.I0)
(3) est un ideal premier de Z.
(6) est un ideal de Z, mais il n'est pas premier.
(5) est un ideal premier de Z.

(10) est un ideal de Z, mais il n'est pas premier.

Resultat important: Tout ideal de Z s'ecrit de fa^on unique, ä 1'ordre

des facteurs pres, sous la forme d'un produit d'ideaux premiers
de Z.

Exemples.

(6) (2). (3), ou dans un ordre different (6) (3). (2).10
(30) (2). (3). (5), ou dans des ordres differents (30) (2). (5). (3)

(30) (3). (2). (5)
(30) - (3). (5). (2)
(30) (5). (2). (3)
(30) (5). (3). (2)

III) L'IDEE GENIALE DE DEDEKIND ET DE KUMMER.

Dedekind Richard, mathematicien allemand (Brunswick 1831- id.
1916).

Kummer Ernst Eduard, mathematicien allemand (Sorau 1810- Berlin
1893).
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J'ai associe ces deux illustres mathematiciens et leur ai attribue la pa-
ternite de cette idee geniale, sans vraiment chercher ce qui revenait ä

Tun et ce qui revenait ä l'autre. J'aurais d'ailleurs pu citer les noms
d'autres mathematiciens celebres qui ont apporte, au milieu du siecle
dernier, une contribution importante ä la theorie des nombres.

L'idee fondamentale.

Si la decomposition en facteurs premiers n'est pas unique, on doit
pouvoir representer les nombres comme objets d'un nouvel
ensemble muni d'une multiplication et dans lequel la decomposition
en facteurs premiers est cette fois definie de maniere unique.

(Voir par exemple: Theorie des nombres par Z. I. Borevitch et I. R.
Chafarevitch, page 186. Les auteurs attribuent cette idee ä Kummer.)

Comment concretiser techniquement cette idee?

Interessons-nous aux decompositions du seul nombre 481.
Nous avons vu que dans /?, on pouvait obtenir une infinite de

decompositions de 481. Les decompositions que nous avons indiquees font in-
tervenir V3, a/95 ou a/62.

L'ensemble R est done trop grand!

Limitons-nous aux decompositions qui ne font intervenir que a/3. I2*)

Avec Kummer et Dedekind, fabriquons un sous-ensemble de R, cons-
titue de tous les nombres reels qu'on peut ecrire sous la forme a + bV3,

ou a et b sont des nombres entiers relatifs.

Cet ensemble est note Z [a/3].i3,)

Z [a/3] [a + bA/3 | a element de Z, b element de Z}l4)

Les elements de Z [a/3] sont appeles des entiers algebriques.

Z [a/3] est un ensemble d'entiers algebriques.

Les entiers algebriques premiers de Z [a/3] •
Parmi les entiers algebriques de Z [a/3], certains sont premiers (les

mathematiciens disent irreductibles), d'autres ne le sont pas. Permettez-
moi de ne pas preciser ce qu'est un element irreductible de Z [a/3]. La
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definitition de tels elements repose sur des notions mathematiques que
je ne peux exposer ici.I5*>

IV) IDEAL DE Z [a/3].

Dans le cas qui nous interesse (mais ce n'est pas toujours aussi simple
qu'ici)l6,) nous pouvons construire les ideaux de Z [a/3] en procedant
comme nous l'avons fait pour construire les ideaux de Z.

Pour chaque entier algebrique de Z [a/3], c'est-ä-dire pour chaque
element a a + tW3, oü a et b sont des nombres entiers relatifs, on peut
considerer 1'ensemble de tous les entiers algebriques egaux au produit
de a par un entier algebrique de Z [a/3], Cet ensemble constitue un ideal
de Z [a/3], note (a).

Exemples.

2 est un entier algebrique de Z [a/3].

L'ideal (2) de Z [a/3] contient done tous les nombres
0, 2, -2, 4, -4, 6, -6,
Mais attention, cet ideal contient beaucoup d'autres nombres, par

exemple:
2 A/3

2 [5 + a/3], c'est-a-dire 10 + 2a/3,

2 [-3 + 7V3], c'est-a-dire -6 + 14a/3,

etc.17)

3 est un entier algebrique de Z [a/3].

L'ideal (3) de Z [a/3] contient beaucoup de nombres, par exemple:
3 [2a/3I c'est-a-dire 6a/3,

3 [1-a/3], c'est-a-dire 3 - 3a/3,

3 [-7 +a/3], c'est-a-dire -21 + 3 a/3,

etc.

4 + a/3 est un entier algebrique de Z [a/3].

L'ideal (4 + a/3) de Zh/3] contient done tous les nombres
0, 4 +a/3, [-1] [4 + AÖ], 2 [4 + a/3], [-2] [4 + A/3],

Mais attention, cet ideal contient beaucoup d'autres nombres, par
exemple:

a/3 [4 + a/3], c'est-a-dire 3 + 4a/3,

[8 + 3a/3] [4 + a/3], c'est-a-dire 41 + 20a/3,

[1 + a/3] [4 + a/3], c'est-a-dire 7 + 5a/3,

etc.
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Produit de deux ideaux de Z [V3].

Nous pouvons aussi definir le produit de deux ideaux comme nous
l'avons fait pour le produit de deux ideaux de Z.

Done, le produit de 1'ideal (a) de Z [V3] par 1'ideal (ß) de Z [V3] est
l'ideal Cot. ß) de Z [a/3], constitue par l'ensemble des entiers algebriques
de Z [v3j egaux aux produits d'un element de (a) par un element de (ß).

Ainsi, (a ß) (a). (ß).I8)

Ideal premier de Z [a/3].

Je ne definirai pas cette notion puisque je ne vous ai pas dit ce
qu'etait un entier algebrique premier de Z [a/3],

Croyez-moi s'il vous plait, si je vous dis que les ideaux suivants de
Z [a/3] sont premiers:

TX (4 +a/3), T2 (4 -^3). ^3 (8 + 3A/3), !P4 (8 - 3^3).

Observez qu'on a designe l'ideal (4 + a/3) par fPj, l'ideal (4 - a/3) par
(P2, etc.

Resultat important: Dans Z [a/3], tout ideal se decompose de fa-
?on unique ä l'ordre des facteurs pres, sous la forme d'un produit
d'ideaux premiers. (C'est le resultat fondamental de Dedekind et
de Kummer).

Illustrons ce resultat important en reprenant les decompositions du
nombre 481 faisant intervenir V3, indiquees ä la page 74.

Attention: Pour eviter toute confusion, les crochets [] sont reserves ä

l'ecriture des nombres alors que les ideaux sont toujours ecrits entre
parentheses

Premiere decomposition, (voir page 74)

En langage de nombres:

481 13.37
Mais, 13 [4 + V3] [4 - a/3] et 37 [8 + 3^3] [8 - 3^3]
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Done 481 [4 + VjL J4 - &]. [8 + 3>/3]. [8 - 3^3]

nombre nombre nombre nombre

En langage d'ideaux:

Le nombre 481 appartient ä l'ideal (481) qui n'est pas premier;
le nombre 4 + ^3 appartient ä l'ideal premier (4 + V3) qu'on ecrit

aussi fPj;
le nombre 4 - V3 appartient ä l'ideal premier (4 - V3) qu'on ecrit aussi

fP2;
le nombre 8 + 3^3 appartient ä l'ideal premier (8 + 3^3) qu'on ecrit

aussi tPg;
le nombre 8 - 3^/3 appartient ä l'ideal premier (8 - 3^3) qu'on ecrit

aussi

L'ideal (481) peut done etre decompose en produit d'ideaux:

(481) (4 + V3j. (4 - V3). (8 + 3^3). (8 - 3^3) Tx 2>2 r?3 !P4

id£al ideal ideal ideal
premier premier premier premier

Deuxieme decomposition, (voir page 74)

En langage de nombres:

481 [41 + 20a/3] [41 - 20V3[
Mais, 41 + 20V3 [4 + V3] [8 + 3^3] et 41 - 20^3 [4 - V3]. [8 - 3V3]

Done 481 [4 + V3] [8 + 3^3] [4 - V3] [8 - 3V3]

nombre nombre nombre nombre

En langage d'ideaux:

Le nombre 481 appartient ä l'ideal (481) qui n'est pas premier;
le nombre 4 + V3 appartient ä l'ideal premier (4 +V3) qu'on ecrit aussi 3>[;
le nombre 8 + 3v3 appartient ä l'ideal premier (8 + 3^3) qu'on ecrit

aussi ^3;
le nombre 4 - V3 appartient ä l'ideal premier (4 - V3) qu'on ecrit aussi

!P2;
le nombre 8 - 3^3 appartient ä l'ideal premier (8 - 3^3) qu'on ecrit

aussi <P^.
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L'ideal (481) peut done etre decompose en produit d'ideaux:

(481) (4 + V3). (8 + 3V3). (4 - V3). (8 - 3a/3) <P3 2>2 • ^4

ideal ideal
premier premier

ideal ideal
premier premier

Troisieme decomposition, (voir page 74)

En langage de nombres:

481 [26 + 13V3] [74 - 37V3]
Mais, 26 + 13^3 13 [2 + V3] [4 + a/3] [4 -V3] [2 + V3]

nombre 13

et 74 - 37a/3 37 [2 - V3] [8 + 3^3] [8 - 3^3] [2 -^3]

nombre 37
Done 481 J^ + V3j [4 - V3] [2 + V3] [8 + 3^3],. [8 - 3^3] [2 - V3]

nombre nombre nombre.

nombre

nombre nombre nombre

nombre

Le nombre 481 appartient ä l'ideal (481) qui n'est pas premier;
le nombre 4 + V3 appartient ä l'ideal premier (4 +v3) qu'on ecrit aussi

En langage d'ideaux:

11 app
V3 ai

T\
le nombre [4 - V3] [2 + V3] appartient ä l'ideal premier (4 - V3) de-

signe aussi par
le nombre 8 + 3^3 appartient ä l'ideal premier (8 + 3^3) qu'on ecrit

aussi rPg;
le nombre [8 - 3^3] [2 - V3] appartient ä l'ideal premier (8 - 3^3)

designe par T

L'ideal (481) peut done etre decompose en produit d'ideaux:

(481) (4 + V3). (4 - V3). (8 + 3a/3) (8 - 3^3) <BX $2 ^4

ideal ideal
premier premier

id6al
premier

ideal
premier

Conclusion: L'ideal (481) a toujours pu etre decompose de fagon
unique ä 1'ordre des facteurs pres, sous la forme du produit des ideaux
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premiers fpj, C'est le beau resultat de Dedekind et de
Kummer.

Notes: Les notes indiquees par un nombre suivi d'un astdrisque sont surtout destinees aux
lecteurs ayant poursuivi des etudes de mathematiques apres l'ecole secondaire, aux etudiants
en mathematiques, et, pourquoi pas, aux mathematiciens eux-memes.

"Demonstration: [a + bl. [a- b] a.a + a.[-b] + b.a + b.[-b]
a.a - [a.b] + a.b - [b.b] a.a - b.b a2 - b2

21 On note un ensemble de nombres en ecrivant les nombres de cet ensemble entre des
accolades.

31 Dire que zero est «ego'iste» signifie qu'il «ramene tout ä lui».
Exemples: Zero fois trois egale zero.

Zero fois cinq dgale zero.
Dire que zdro est impossible pour la division signifie qu'on ne peutpas diviser par zero.

est un demi-groupe (ou un semi-groupe, ou un monoide) pour la multiplication.

5,)Zest le symetrise de N. Zest un anneau factoriel. 1 et — 1 sont les unites de Z.

Qest le corps des fractions de l'anneau Zdes entiers relatifs.

Considerons par exemple le triangle
rectangle en C. Soit a 5 cm, la longueur du

cote BC.
Soit b 4cm, la longueur du cöte AC.
La longueur du cöte AB est donnee par le
theoreme de Pythagore qui dit que
c2 a2 + b2.

Done c V ar

^ 5.5+4.4 V25+16 V4L

V4l vaut ä peu pres 6,403.
V5T n'est pas un nombre entier.
V4l ne peut pas etre ecrit sous la forme du

quotient de deux nombres entiers. Les
mathematiciens disent que V4l est un
nombre rdel.

8"' On peut definir R par le proedde des coupures, par exemple. (Dedekind)

"Le nombre reel 481 peut s'ecrire de nombreuses fagons sous la forme du produit de deux
nombres reels. Si on reprend les trois premihres decompositions du nombre 481 (indiquees au
haut de la page 74), on voit que:

481 est dgal au produit du nombre reel 13 par le nombre reel 37.
481 est egal au produit du nombre reel 41 + 20V 3 par le nombre reel 41 - 20V^.
481 est egal au produit du nombre reel 26 + 13V3 par le nombre rdel 74 - 37^3.

101 Attention. Ne pas confondre le nombre entier 2 avec l'ideal (2) de Z.
2 represente le nombre entier «deux» que chacun connait.
(2) reprdsente l'ideal «deux». (2) est l'ensemble de tous les nombres entiers relatifs,

multiples du nombre entier 2.
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"'Attention. Ne pas confondre 2.3, produit du nombre entier 2 par le nombre entier 3, avec
le produit (2). (3).

(2). (3) est le produit de l'ideal (2), par l'ideal (3).
Rappeions qu'un ideal est un ensemble de nombres!

I2"'lci, on se place dans l'extension quadratique Q[V3], obtenue par l'adjonction ä Q de

l'element JS.

Cette extension est Q[V3] (a + bV3la,beQ)

"•»Z[V3] est l'ensemble de tous les entiers algebriques du corps Q[V3]. On appelle entier
algebrique sur Z, tout nombre complexe (il peut etre reel) qui est racine d'une equation du type

x" + an_jxn"' + + ajx + ap 0

tous les aj, 0 < i < n-1 etant des elements de Z.

SoitdeZ* d* 1.

L'ensemble des entiers algdbrigues du corps Q [Vd] est constitue de tous les entiers algd-
briques sur Z, contenus dans Q[Vd].

C'est un anneau qui est un Z-module de base:
1, Vd, si d 2 ou d 3 (mod 4)

1.
* +2^. si d s 1 (mod 4).

'"L'ensemble Z[V3] contient beaucoup de nombres reels, par exemple
0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, (tous les entiers relatifs), mais aussi
1 -t- V3, 5 - V3, ,41 + 20^3,41-20^3,.. „26+13^3,74-37^3,

l5*'Un element n'ayant pas de diviseurs propres et qui n'est pas une unitd est dit irreduc-
tible.

I6''Z[V3] est un anneau principal.

"'Ne pas confondre le nombre 2 de l'ensemble Z[V3] avec l'ideal (2).
(2) {0, 2,-2 2. 3, 2.[5 +V3], 2.[-3 + 7^3],

l8'Ne pas confondre le produit a ß du nombre a par le nombre ß et le produit (a).(ß) de
l'ideal (a) par l'ideal (ß).

19"'Un iddal tPde l'anneau A tel que l'anneau-quotient A/fPsoit un domaine d'integrite est

par definition un iddal premier.

Jean-Marie Moine (La Chaux-de-Fonds), docteur en mathematiques,
est professeur ä l'Ecole d'Ingenieurs du canton de Neuchätel au Locle.
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