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Daniel Bernoulli et la variole

par Nicolas Dreyer etJean-Pierre Gabriel

INTRODUCTION

Au rnilieu du 18e siecle, le mathematicien suisse Daniel Bernoulli (1700-1782)

publie un travail sur une maladie de premiere importance ä cette epoque: la

variole. Cet evenement n'a rien de surprenant a priori puisque la premiere formation

de lautem etait la medecine. Son travail est pourtant revolutionnaire, car son

argument repose de fajon essentielle sur une demarche de nature mathematique. II
s'agit en fait du premier modele mathematique inspire d'une problematique medi-
cale et plus precisement epidemiologique, marquant ainsi la naissance d'un
domaine denomme aujourd'hui «biomathematique». Le but de notre contexte est

de mettre le travail de Bernoulli en perspective en le situant dans le contexte de son

epoque.

QUELQUES REMARQUES SUR LES MALADIES INFECTLEUSES

La variole n'est heureusement plus qu'un mauvais souvenir puisque cette maladie

a fait l'objet de la premiere eradication volontaire controlee par l'homme. Sa

«disparition» officielle remonte ä 1977 (dernier cas reporte de variole naturelle).
Elle a ete rendue possible par les actions conjuguees de la vaccination antivarioli-

que et du programme de depistage conduit par l'OMS depuis 1967.

L'histoire de la lutte contre la variole est riche d'enseignements. Les scientifi-

ques s'accordent a penser que cette maladie accompagne l'homme depuis l'Anti-
quite et le lieu de son apparition est situe en Asie, en Chine ou aux Indes. Sa

penetration en Europe occidentale reste quelque peu obscure. Certains temoignages

suggerent sa presence des le 6e siecle de notre ere. L'invasion des Sarrazins (8e siecle)

a ete un facteur important de propagation. Dans tous les cas, au debut du 18e siecle

la variole est endemique (presence permanente) dans les grands centres urbains

europeens. Elle revet par contre une forme generalement epidemique (presence

transitoire) dans les campagnes. On estime que 50 millions d'Europ&ns sont

morts de la variole durant le siecle des Lumieres. Pour bien apprecier cette donnee

rappelons que l'Europe comptait 111 millions d'individus, la Russie 35 et le

monde 700.

Que savons-nous de la variole? En consultant par exemple [18], on apprend

qu'il s'agit d'une «affection virale provoquant une fievre eruptive, hautement con-
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tagieuse, immunisante, d'une giande severite». Cette description fait bien sür

appel ä certaines notions qui n'existaient pas au 18e siecle. En effet, l'agent produi-
sant la maladie est un virus (organisme ties petit dont la taille est inferieure ä celle

des bacteries). La decouverte de l'existence des virus remonte a la fin du siecle

dernier. La microscopie optique ne parvenant pas a identifier les agents de toutes les

maladies transmissibles, des methodes de filtrations extremement fines mirent en
evidence la presence d'agents infectieux dans certains substrats [20]. II fallut atten-
dre l'avenement de la microscopie electronique pour obtenir les premieres «images»

de ceux-ci (1939). Notons cependant que le virus de la variole fait exception.
Sa grande taille le situe ä la limite du pouvoir de resolution des microscopes opti-
ques si bien que sa presence fut observee en 1886 dejä.

Plus fondamentalement, l'association entre maladie et agent pathogene est ega-
lement un acquis du 19e siecle. Au milieu de ce dernier, plusieurs theories concur-
rentes se disputaient le privilege de l'explication du mecanisme des maladies [16].
En voici trois exemples:

La theorie zymotique: attribue la cause des maladies ä des processus de

fermentation. Cette approche coincide avec les premiers travaux des chi-
mistes sur les ferments.

La theorie miasmatique: attribue la cause des maladies ä la mauvaise

qualite de l'environnement.

La theorie contagioniste: attribue la cause des maladies ä des agents
pathogenes tres petits transmis de personne malade ä personne susceptible

(saine).

Les debats contradictoires opposant les tenants de ces differentes approches
etaient nombreux et violents. N'oublions pas que chaque point de vue contenait

une parcelle de verite en accord avec des faits observe. Une plaie purulente, par
exemple, nest pas sans evoquer un processus de fermentation. La presence de la
malaria (mauvais air) est ä 1 evidence liee a la proximite de marais, zones favorables
ä la reproduction du moustique vecteur de la maladie. Finalement, l'observation

meme ties grassiere d'une epidemie semble etre en accord avec la theorie contagioniste.

Si un petit nombre de personnes malades s'introduit dans une population
saine, alors on assiste ä une augmentation rapide du nombre de malades, suivie
d'un passage par un maximum pr&edant sa d&roissance. II est tout ä fait legitime
d'imaginer que les personnes malades ont contamine les personnes saines.

A nos yeux les precedentes querelies restent aujourd'hui encore tres interessantes,

car eile nous foment ä la reflexion. A titre d'exemple nous laissons le soin au
lecteur de proposer une reponse aux questions suivantes qui s'adressaient aux partisans

de la throrie contagioniste:
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— s'il est admis que la maladie est produite par le passage d'un agent pathogene de

personne malade ä personne saine, comment peut-on expliquer le fait qu'une
epidemie decroit au moment ou eile atteint son intensite maximale, c'est-ä-dire

au moment ou les conditions de transmission devraient etre les plus favorables

— II est bien connu que lors d'une epidemie la totalite des personnes saines expo-
sees ne contracte pas la maladie. Comment un processus de contagion peut-il

epargner certaines personnes
Le milieu du 19e siecle coincide avec l'amelioration du pouvoir de resolution

des microscopes optiques. Celle-ci permettra a des chercheurs tels que Pasteur [40]
et Koch [3, 9, 33] d'asseoir la theorie dite des «germes» qui englobe de fafon satis-

faisante les trois approches protedentes. Ces notions etaient bien sür incertaines au
18e siecle, ce qui ne peut que renforcer notre admiration a l'egard de la contribution
de Bernoulli.

L'INOCIJLATION ANTTVARIOLIQUE

Fort heureusement, le developpement d'une methode de protection ou de

defense contre une maladie ne requiert pas forcement la comprehension de ses causes.

II est clair que cette derniere ne peut qu'en accroitre l'efficacite
Dans plusieurs populations de l'Antiquite, la variole faisait l'objet d'une pratique

d'immunisation volontaire denommee inoculation antivariolique ou varioli-
sation. Pour bien saisir cette notion il est n&essaire de decrire brievement les

symptdmes de la maladie. II etait admis que le virus de la variole penetrait par les

voies aero-digestives superieures. Une phase silencieuse precadait l'apparition des

premieres manifestations de l'infection. Le malade etait ensuite envahi par une
forte fievre suivie d'une eruption cutanee. Sa peau se couvrait de pustules remplies
de pus contenant en particulier le virus de la variole. Au cas ou le variole survivait,
la phase suivante voyait les pustules secher en formant des croütes qui apres leur
chute laissaient place aux fameuses «cicatrices» de la variole. Les survivants pou-
vaient souffir de graves complications, la c&ite en etant l'exemple le plus drama-

tique.
Le premier texte maiical paru en Angleterre concernant l'inoculation remonte

au debut du 18e siecle. Ii est du ä E. Timoni [30,42], medecin attache ä l'ambassade

d'Angleterre a Constantinople. Celui-ci fit l'objet d'un rapport adresse ä Londres

en 1714 qui malheureusement n'eut aucune suite. En 1716, Lady Mary Wortley
Montagu, epouse de l'ambassadeur, arrive ä Constantinople. Lady Mary est une
femme tres cultivee et a l'intelligence brillante. Son attention a l'egard de l'inoculation

a probablement ete attiree par Timoni. Elle decrit cette pratique dans une lettre

devenue celebre destinee ä son amie Sarah Chiswel et datre du 1er avril 1717. En
voici l'extrait qui nous interesse [27]:
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«...A propos de maladies, je vais vous raconter quelque chose qui vous don-

nera, j'en suis sure, le desir d'etre ici. La petite veröle (variole), si fatale et si fre-

quente chez nous, est ici rendue inoffensive par la d&ouverte de l'inoculation (c'est

ainsi qu'on la nomme). II y a un groupe de vieilles femmes spatialisees dans cette

operation. A l'automne, en septembre, quand la grande chaleur est tombee, les gens
se demandent entre eux qui est dispose ä avoir la petite veröle. Iis se reunissent a cet
effet, et quand ils sont rassembles (habituellement ä quinze ou seize), la vieille
femme vient avec une coquille de noix remplie de la meilleure matiere varioleuse.

Elle demande quelle veine on a choisie. Elle pique aussitöt celle que vous lui pre-
sentez avec une grosse aiguille (cela ne fait pas plus mal qu'une vulgaire ecorohure),
introduit dans la veine le venin qui peut tenir sur la pointe d'une aiguille et panse
la petite blessure avec un morceau de la coquille vide; eile pique de cette maniere

quatre ou cinq veines... Les enfants ou les jeunes patients jouent ensemble tout le

reste de la journee et sont en parfaite sante jusqu'au huitieme jour. Alors la fievre
les saisit et ils gardent le lit pendant deux jours, tres rarement trois. Exceptionnelle-

ment, ils ont plus de vingt ou trente boutons sur le visage, qui ne laissent jamais de

marque, et en huit jours ils vont aussi bien qu'avant leur maladie. Au niveau des

scarifications, il persiste un ecoulement pendant la duree de la maladie qui, sans

aucun doute, facilite l'operation. Chaque annee, des milliers de gens subissent cette

operation, et l'ambassadeur de France dit plaisamment qu'on prend ici la petite
verole en maniere de divertissement comme on prend les eaux dans d'autres pays.
On ne connait pas d'exemple de quelqu'un qui en soit mort, et vous pouvez croire

que l'experience me parait assez inoffensive, puisque j'ai l'intention de la tenter sur
la personne de mon eher petit enfant (Lady Mary avait dejä subi l'attaque de la

variole et il etait bien connu qu'on ne pouvait pas l'attraper deux fois). Je suis assez

patriots pour prendre la peine de mettre a la mode en Angleterre cette utile de:ou-

verte, et je ne manquerais pas d'en donner tous les details par ecrit a certains de nos
medecins si j'en connaissais qui aient assez de vertu pour faire disparattre une partie
considerable de leur revenu pour le bien de 1'humanite, mais cette maladie est trop
lucrative pour eux: on risque d'exposer ä leur ressentiment le hardi pionnier qui
entreprendra d'y mettre fin. Peut-etre, si je reviens vivante, aurai-je le courage de

partir en guerre contre eux. A cette occasion, admirez l'heroisme du coeur de votre
amie...»

On l'aura compris en lisant cette lettre, la methode consistait ä prelever du pus
(matiere varioleuse) d'une pustule de variole pour l'inoculer a une personne saine.

Avant d'apporter quelques commentaires ä cette pratique, revenons a l'annee 1721

qui voit Lady Mary regagner l'Angleterre. Elle se lance immediatement dans une
offensive de propagande en faveur de l'inoculation et parvient ä interesser des

medecins qui se livreront ä des experiences sur des orphelins et des prisonniers! Les

premiers resultats semblent prometteurs et plusieurs nobles decident de faire ino-
culer leurs enfants. C'est alors que surviennent les premiers accidents provoquant
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des morts et meme des microepidemies. On peut fort bien imaginer qu'une pratique

transmise par tradition orale et apprise au contact des praticiens ne puisse etre

transportee sans autre dans un contexte different.
L'inoculation arrive bientot sur le continent ou eile se heurte aux memes diffi-

cultes. L'Europe se divise alors en deux groupes: les partisans inconditionnels de la
methode et leurs opposants. On imagine fort bien qu'une telle question soit pro-
pice au developpement d'une polemique. Voila le contexte dans lequel Bernoulli
a:hafaude son travail.

Avant d'aborder celui-ci nous aimerions encore apporter quelques precisions
sur l'inoculation. Une question s'impose: quel peut etre l'avantage de la variolisa-

tion Son intention est claire et repose sur l'immunite acquise par l'inocule s'il sur-
vit a l'operation. Est-il possible, comme le pretend Lady Mary dans sa lettre, que
celle-ci soit moins dangereuse que la variole contractee par voie naturelle Si tel est

le cas il faut se rendre ä 1 evidence: la pratique participe d'un phenomene d'atte-

nuation du virus.
Pour une analyse detaillee de la question nous renvoyons le lecteur a l'ouvrage

de P. Razzel [31] et nous nous contentons de donner ici l'essentiel de son
argument. L'auteur suggere que la temperature pourrait etre la cle de l'explication. En
effet, le virus provenant d'une pustule de variole correspond a une Variante

«froide» puisque la temperature de l'epiderme est inferieure ä celle de l'interieur
du corps. On peut penser que cette selection permet de choisir une forme virale
moins severe. Par ailleurs, la profondeur de l'incision semblait determinante. En
Turquie, les femmes pratiquant l'inoculation utilisait une aiguille et, contrairement
ä ce que pretendait Lady Mary, elles n'introduisait pas le venin dans une veine mais

bien plus superficiellement entre le derme et l'epiderme. Les medecins europ&ns
remplacerent malheureusement l'aiguille par un instrument plus « chirurgical»: la

lancette. Cet instrument leur permettait de faire une incision plus profonde pou-
vant aller jusqu'ä la veine. La pratique a montre que de telles incisions etaient soit

totalement inefficaces, soit catastrophiques. Il fallut attendre les annees 1760 pour
voir s'imposer l'incision superficielle pr&onisee par une famille de medecins du

nom de Sutton, augmentant ainsi la fiabilite de l'inoculation et par voie de

consequence le succes de sa popularisation. Une nouvelle fois l'explication du phenomene

pourrait etre la difference de temperature entre le Systeme veineux et les couches

superficielles du corps [4,31],

Malgre les importantes ameliorations apportees par les inoculateurs durant le

18e siecle, la methode fut remplacee par celle de Jenner des le debut du 19e siecle.

En effet, en 1798, E. Jenner [21] publie son travail sur la vaccination, un nouveau
procede qui allait, un siecle plus tard, ouvrir le champ de la medecine preventive
moderne avec les travaux de Pasteur sur la rage. Voici en quelques mots de quoi il
s'agit. Jenner, medecin de campagne en Angleterre, comptait des agriculteurs

parmi sa clientele. Leur contact avec le betail, les vaches en particulier, les exposait ä
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une maladie transmissible ä 1'homme; la cowpox ou vaccine, c'est-a-dire la variole
de la vache. Jenner apprit de ses patients qu'une personne ayant eu la vaccine ne

pouvait pas ulterieurement attraper la variole. Or, fait essentiel, la vaccine etait une
maladie benigne pour 1'homme en comparaison avec la variole. De lä l'idee de

remplacer le pus d'un variole par le pus de la vaccine, il n'y avait qu'un pas. Jenner
le franchit prudemment en multipliant les experiences durant une periode de

vingt annas. La methode preconisee parJenner fut denomma namrellement
vaccination. Nous ne desirons pas entier ici dans certaines questions de priorite con-
cernant cette nouvelle methode. II semble qu'un agriculteur du nom de B. Jesty
[12,30] l'ait pratiquee sur sa famille avant Jenner. De toute fajon on doit ä ce
dernier d'avoir conduit de remarquables essais systematiques qui aboutirent ä des

conclusions aiifiantes. Inutile de souligner que l'inoculation fut assez rapidement sup-
plantee par la vaccination. Un mystere plane encore sur la souche de virus utilisee

par Jenner. Les analyses modernes montrent que le virus de la vaccine issu de cette
souche differe du virus de la cowpox. Le lecteur interesse par cette question trou-
vera plus de details dans [32], Ironie de l'histoire, il se pourrait que, des 1799, Jenner
ait utilisq sans le savoir, une souche de variole humaine!

LE MODELE DE BERNOULLI

Le but du ttavail de Bernoulli [5] etait une estimation quantitative des avantages
et desavantages de l'inoculation antivariolique. Nous commenjons par exposer les

maigres donnas dont Bernoulli disposait:

ß taux d'attaques de la variole par anna et par susceptible (personne n'ayant

pas eu la variole);

v proportion des varioles qui meurent de la variole;

proportion des personnes qui meurent de l'inoculation.

Les valeurs numeriques estimees ä son epoque etaient:

0~±, i/~±, N ~ 200.

De plus, Bernoulli avait connaissance de la table de survie construite par I'astro
nome E. Halley [1656-1742] pour la ville de Breslau (1693). Cette table consiste en
deux colonnes: une pom le temps t en unite d'annos et la seconde pour le nom-
bre de survivants £(f), a l'epoque t, issus d'une cohorte (personnes nos la meme
anna) de taille initiale <f(0) (voir table et figure ä la fin).

Remarquons au passage que la ville de Breslau (Wroclaw) etait consideree, de

par ses caracteristiques demographiques, comme une collectivite repr&entative de
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revolution naturelle de la population humaine. La demographie du 17" siecle en
etait ä ses balbutiements et la question de savoir si la dynamique d'une population
obeissait ä une loi universelle etait ouverte a cette epoque.

Nous suggerons au lecteur de se demander de quelle fajon il pourrait utiliser
ces informations pour eclairer la pratique de l'inoculation. L'idee de Bernoulli est

tout ä fait remarquable. H constate que la cohorte de Halley le renseigne sur la

mortalite totale de la population humaine. Elle contient en particulier l'informa-
tion concernant la variole. La mortalite due a cette derniere est en fait englobre
dans l'ensemble de toutes les causes de mortalite et se trouve done « cach& » dans la
table de Halley. Bernoulli se propose de construire un modele mathematique pour
filtrer celle-ci dans le but de construire la table de survie d'une population theori-

que qui ne souffrirait pas de la variole. L'etape suivante consiste ä remarquer que si

la population naturelle etait integralement inoculee, alors eile se comporterait
comme une population exempte de variole payant simplement le prix de l'inoculation.

La table de survie de cette derniere se daduit facilement de celle de la population

sans variole en tuant de chaque classe d'age.

Bernoulli d&igne par 5(t)le nombre de susceptibles vivants en t dans la

cohorte de Halley et commence par construire cette fonction ä l'aide de ses

donnas. L'endroit nous semble opportun pour commenter brievement la notion
centrale de son travail: il s'agit du concept de taux relatif ou taux per capita. L'idee consiste

ä ramener la variation totale d'une population ä un seul individu en imagi-
nant bien sur un comportement homogene de ses membres. Pour fixer les idees,

considerons une cohorte et posons:

£(t) taille de la population des survivants a l'epoque t
m(t) =taux (instantane) de mortalite per capita ä l'epoque t

t — temps (continu).

II faut comprendre m(f) comme expression limite donnee par:

(1) m(i, --L llm -W,w w ^(f) auo At
le signe — etant introduit pour avoir un taux positif en raison de la croissance de

m
Une formulation äquivalente ä (1) est donnee par:

£(t + At) - {(t) -m(t)£(t)At + o(At),
(2) o(At)

ou lim —- 0 et At > 0.
auo At

La forme donnee par (2) est agreable pour l'interpretation; en effet m(t) est la

variation par individu et par unite de temps et l'expression —m(t)((t)At dans (2)
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nous fournit la variation totale de la population entre t et t + At au premier
ordre d'approximation en At Bien sür, il ne faut pas le cacher, toute cette preparation

est destinee ä nous permettre d'ecrire une equation differentielle. Si Ton
admet la derivabilite de la fonction £(f), alors:

C(t)

avec £(0) donnee, d&ignant Poperation ^ • Si m(t) est connue, alors par une
simple integration, on trouve

Une remarque s'impose: la fonction £(f) «compte» le nombre d'individus
vivants en t dans notre population et done, par definition, ne prend que des

valeurs entieres. Une telle fonction definie sur [0, oo) ne peut etre continue et a

fortiori derivable partout. Nous voilä confronts ä un probleme typique de mode-
lisation. Est-il legitime de traiter une telle fonction comme si elle etait derivable Il
est possible, dans certaines situations, de justifier ce choix en faisant appel ä un
modele probabiliste. Quelquefois Pesperance (moyenne theorique) d'une famille
de fonctions a valeurs entieres est derivable et verifie la « bonne » equation differentielle.

En faisant appel ä une marche aleatoire dans le plan, il est possible de mon-
trer la validite de cette derniere propriete pour le modele de Bernoulli. De fajon
generale, l'approche consistant ä traiter des fonctions ä valeurs dans IN comme si

elles etaient derivables est ä Porigine des modeles dits deterministes. Cette methode
est toujours d'actualite et Bernoulli en est peut-etre Pun des premiers utilisateurs.

Nous sommes maintenant en position de traiter la dynamique des susceptibles
dans la cohorte de Halley. Entre les epoques t et t + At (At > 0), ceux-ci

peuvent quitter leur classe seulement en attrapant la variole ou en mourant d'une

cause autre que la variole. Les personnes qui meurent de la variole dans cet inter-
valle sont donnees par le f de Celles qui Pattrapent, mais cette grandeur n'inteiesse

pas le bilan des susceptibles.
La definition de ß nous permet d'&rire:

ßS(t)At nombre de susceptibles qui attrapent la variole entre t et t + At,
au premier ordre d'approximation en At.

En utilisant la definition de 1/ ona:
—(A£ + vßS{t)At)= nombre de morts dans la cohorte de Halley dus ä toutes
les causes autres que la variole, entre t et t + At, au premier ordre d'approximation

en At ou At > 0 et A£ £(t -f At) — £(t) < 0.

Ainsi le taux instantane de mortalite per capita pour toutes les causes autres que
la variole est donne par:

1 A£ + vßS(t)At £(t) + vßS(t)
f'(1) ~W) Ä Si— —w>—'
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puisque le nombre de candidats est £(t) Par consequent on a:

fi(t)S(t)At nombre de susceptibles qui meurent de toutes les causes autres

que la variole, entre t et t + At, au premier ordre d'approximation en At
Nous pouvons des lors ecrire l'equation du bilan pour les susceptibles:

AS -ßS(t)At + ^ +JßS^S(t)At,
s W

au premier ordre d'approximation en At, ou AS S(t + At)—5(f), At > 0.
En divisant par At puis en le faisant tendre 0 on trouve:

j(t) —ßs(t)+m+vßs(t))j^.
Dans l'equation differentielle ci-dessus, £(f) est connue aux epoques entieres

grace ä la table de Halley. Par ailleurs, il est admis que tous les nouveau-nes sont
susceptibles a la variole ce qui nous fournit la condition initiale naturelle
"S,(0) f(0) Quelques manipulations simples permettent de transformer
l'equation precedente en:

dt S(t) ßS(t) ß'

Cette derniere relation est tres interessante, car il s'agit d'une equation differentielle

du premier ordre, lineaire et inhomogene pour la fonction inconnue
avec la condition initiale 1 Sa r&olution est simple d'un point de vue
mathematique: eile possede une solution unique donn& par:

/i \ Bt

d'oü l'on tire:

m5(t)
(1 — v)e@i + v

Ainsi la fonction 5(f) peut etre «calculee» ä l'aide de if(t) ; nous allons voir
quelle permet ä Bernoulli de construire la table de survie d'une population sans

variole. A cet effet, l'auteur admet que si la variole disparait comme cause de mor-
talite, alors la cohorte evoluera selon un taux de mortalite egal ä fi(t'). Cette assertion

cache une hypothese d'independance des causes. Le probleme sous-jacent est

le suivant: si une population est exposee ä plusieurs risques de deces, comment
varie le taux de mortalite si l'un des risques est elimine? On ne peut pas sans autre
admettre que le taux total de mortalite est egal ä la somme des taux partiels lira ä

chacun des risques. La presence de la tuberculose, par exemple, modifie les chances

de mourir d'une pneumonie et son elimination influencera celle-ci. Notons que la

demarche de Bernoulli a permis de poser cette question et suscite le developpe-

ment de la tharrie dite des risques competitifs.
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Acceptons l'hypothese de Bernoulli et designons par ((t) le nombre de survi-

vants en t d'une cohorte de taille initiale ((0) £(0) qui ne subit pas la

variole. Son evolution sera gouvernee par l'equation:

at) -mm ^t)+^s{t)m,
avec comme condition initiale C(0) 1300 (voir la cohorte de Halley). On en
deduit facilement;

m_m vRmi vß

m m m a-vm+v'
Une simple integration nous fournit:

i m C vß j i
eßt

°gm Jo (l-v)eP« + vdu-l°g(l-v)e0t + v
La monotonie du logarithme nous autorise ä conclure que:

at) ^l-v+ve-ßf
Une nouvelle fois, la connaissance de £(f) nous permet d'en deduire celle de

at) Dans une communication personnelle, W. Hirsch nous a rendu attentif au
fait que le r&ultat de Bernoulli releve d'un petit miracle. En effet, aussi bien 5(f)
que at) sont Hees fonctionnellement ä f(f) pour des memes valeurs de 1'argu-

ment t. Si ^(t) est connue pour les valeurs entieres de t, alors cela suffit ä

determiner 5(f) et ((t) .En general, de telles relations diffirentielles exigent la connaissance

de £(u) pour toutes les valeurs reelles de u pra:edant t

CONCLUSIONS DE BERNOULLI
CONCERNANT L'ESPERANCE DE VIE

Les resultats qui precedent permettent ä Bernoulli de tirer une foule de conclusions

interessantes sur l'inoculation. Nous renvoyons le lecteur a [5,8]. Nous nous
contenterons de discuter ici les consequences de la variolisation sur la duree

moyenne de vie de la population. Si Ton dispose d'une table de survie pour les

valeurs entieres de f le calcul de la moyenne de vie est tres facile. H s'agit de la

quantite totale d'annees vecues par la cohorte divisA par sa taille initiale. Ii suffira
done de sommer la colonne dormant les survivants apartir de lepoque t 1 et
de diviser ce nombre par 1300. Une autre fafon de proceder consiste ä fabriquer les

differences successives des elements de la colonne des survivants, de les diviser
ensuite par la taille initiale de la cohorte et d'interpreter celles-ci comme la densite
de probabilite de la variable aleatoire donnant l'epoque de la mort d'un individu.
L'esperance de cette derniere coincide avec la moyenne de vie. Notons que la
discretisation choisie peut induire des variations de la grandeur en question.
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Voici les resultats obtenus par Bernoulli (avec une correction mineure portant
sur les nouveau-nes [5,8]:

Esperance de vie de la population naturelle (cohorte de Halley): 26 ans, 7 mois.

Esperance de vie de la population sans variole et sans inoculation: 29 ans,
9 mois.

Esperance de vie de la population sans variole mais avec inoculation: 29 ans,
7 mois.

Pour des raisons de linearite evidentes le dernier nombre est egal ä l'avant-
dernier multiplie par le facteur 1 — • L'inoculation permettrait done
de gagner 3 annees sur l'esperance de vie ä la naissance. De lä ä conclure qu'il faut
la generaliser n'est pas sans poser certaines difficult^ qui sont inherentes ä ce genre
de questions. Ii y a en effet presque toujours conflit entre interet personnel et inte-

ret social dans un probleme touchant ä la sante publique. Dans notre contexte,
l'esperance de vie revet un caractere social puisqu'elle est etablie en tenant compte
de tous les individus. Mais n'anticipons pas le debat qui opposera Bernoulli a

d'Alembert et qui fera l'objet du prochain paragraphe.

Revenons a l'annee 1760 et plus precisement au 30 avril, jour ou D. Bernoulli

expose son travail devant l'Academie Royale des Sciences de Paris. Le g&metre Jean
le Rond d'Alembert qui, soit assistait ä l'expose, soit eut vent du travail, attaque vio-
lemment celui-ci lors d'une conference donnee dans le meme cadre le 12 novem-
bre 1760. Cette critique appara.it dans les Opuscules de d'Alembert [1] en 1761. Or
le travail original de Bernoulli ne fut imprime qu'en 1765 dans les Comptes Ren-
dus de l'Academie. Ce decalage eut un effet desastreux puisque les lecteurs prirent
connaissance de la critique plusieurs annees avant celle du travail proprement dit. E
fallut pratiquement attendre le 20e siecle, ä quelques exceptions pres, pour assister a

sa rehabilitation. Ceci est d'autant plus triste que la critique de d'Alembert, sou-
vent ä la limite de la mauvaise foi, n'enleve rien aux quality extraordinaires de la
demarche de Bernoulli.

Avant d'entrer dans l'argumentation de dAlembert, nous aimerions signaler

que le travail de Bernoulli n'eut probablement pas de consequences pratiques
immaiiates. On peut toutefois affirmer qu'il joua un role d'inspirateur dans les

developpements ulterieurs de 1'epidemiologie mathematique. Ce domaine a litte-
ralement explose au debut de notre siecle et ne cesse encore aujouid'hui de prendre
de l'ampleur. En particulier les modeles de vaccination se sont affines et font appel

aujourd'hui a la thaarie des processus stochastiques [2,17]. lis ont sans doute contri-
bue a la prise de d&ision des epidemiologistes americains de stopper la vaccination

antivariolique systematique plusieurs annees avant l'annonce de la disparition de la

maladie. L'ancetre de tous ces travaux reste bien entendu le travail de Bernoulli.
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LA REPONSE DE D'ALEMBERT

Dans l'introduction de son memoire [1], d'Alembert expose les deux articulations

de son travail, ä savoir «prouver que dans les calculs qu'on a faits jusqu'ä present

en faveur de l'inoculation, on n'a point encore envisage la question sous son
veritable point de vue», puis «la difficulte et peut-etre l'impossibilite de reduire en
calcul les avantages de l'inoculation n'est point une raison pour la proscrire». Nous
nous centrerons sur le premier de ses objectifs.

LES RISQUES DE MOURIR DE LA VARIOLE

Dans un premier temps, d'Alembert montre que le risque de mourir de

l'inoculation en un mois est plus grand que celui de mourir de la petite verole dans le

meme temps. II estime a 17 le rapport entre les deux nombres (sa methode nous
semble d'ailleurs discutable). D'Alembert en conclut que les inoculateurs sont
dans 1'erreur en comparant deux risques dont la dur& est differente (il suppose
qu'une personne est sujette ä la petite verole entre 5 et 65 ans); mais les adversaires

de l'inoculation en commettent egalement une en ce sens que si la personne inocu-
1& court un risque plus grand, apres un mois elle ne le court plus du tout. Dans

l'etat naturel, le risque se renouvelle a la fin de chaque mois:«Ainsi, pour savoir ce

qu'on gagne ou ce qu'on risque ä se faire inoculer, il ne suffit pas d'avoir egard au

danger que l'on court en un mois, il faut ajouter celui que l'on court de mourir de

la meme maladie dans les mois suivants jusqu'a la fin de sa vie.» Bien que la solution

de ce probleme paraisse impossible ä d'Alembert, il en propose tout de meme
une approche mathematique dans laquelle il developpe des expressions pour calcu-

ler l'esperance de quatre populations — etat naturel — etat sans variole — inoculation

ä la naissance — etat naturel avec cohorts initiale plus petite (la derniere est

egale a la premiere, mais d'Alembert, suite ä une erreur, l'imagine differente [14]).

Le but serait bien sür de comparer ces differentes esperances. Le manque de

donnres experiitientales rend cependant la demarche impossible — il faudrait par
exemple connartre avec precision le nombre de personnes Vivantes en t ayant
contracts la variole auparavant, le nombre total de dates dus a la variole jusqu'a l'epo-

que t, etc. — et l'analyse mathematique de d'Alembert s'arrete ici en laissant le lec-

teur sur sa faim; son travail ne debouche sur aucune conclusion concrete.
Les esprits critiques de la deuxieme partie du 18e siecle n'ont pas ete dupes.

Citons par exemple E. E. Duvillard [1755-1832] qui, en 1806, publie une etude tres

complete sur la variole et l'inoculation [15]: «Pique d'emulation, regrettant peut-
etre de n'avoir pas le premier pense a faire une si utile et si heureuse application des

mathematiques, l'illustre d'Alembert se precipita dans la lice et... refuta les hypotheses

de Bernoulli,... mais ou l'on voit avec peine, plus d'esprit de chicane que de
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justice et, ce qui etonne surtout d'un si grand grometre, quelques erreurs dans la

metaphysique du calcul, qu'il n'aurait certainement pas commises s'il se fut donne
la peine d'approfondir entierement ce sujet.» Citons egalement Jean Trembley
[1749-1811]: «D'Alembert a substitue ä l'analyse elegante de M. Bernoulli une
theorie mathematique si fort mathematique que ni lui ni personne n'en a fait
l'application» [38]. Trembley met le doigt sur la grande qualite du travail de
Bernoulli qui nous fournit une approche souffrant bien sur des limites inherentes a

tout modele, mais debouchant sur une source de comprehension et de renseigne-

ments. Trembley propose d'ailleurs une version discretisre tres interessante du
modele de Bernoulli, mais la place nous manque pour en parier ici.

D'Alembert aborde egalement d'autres aspects tels que celui de la difference

entre l'interet personnel et celui de l'Etat. Ce dernier a en effet tout interet a pro-
mouvoir l'inoculation puisque celle-ci augmente la vie moyenne et par consequent
lui fournit plus de personnes disponibles. Mais pour l'individu, l'interet de sa propre

conservation prime avant toute chose. II en resulte que l'interet de la personne
et celui de l'Etat doivent etre calcules separement. D'Alembert propose egalement
d'autres considerations sur la vie reelle (temps durant lequel on jouit de la vie sans

souffrir) et sur la vie civile (temps durant lequel les hommes sont utiles ä l'Etat). La

problematique degagee ici nous parait fort interessante mais le traitement donne

par d'Alembert est impraris et difficilement comprehensible. On peut done dou-
blement regretter l'ombre que la critique de d'Alembert a portee stir le travail de

Bernoulli.

Nicolas Dreryer etJean-Pierre Gabriel

Jean-Pierre Gabriel (1945) a passe son enfance ä Bienne. Apres ses Koles obligatoires et

son gymnase en sa ville, il obtient un diplome de physique E.T.H. ä Zurich, puis un docto-

rat en mathematiques ä 1'E.P.EL. Ayant ete assistant a l'E.P.F.L. et Visiting member at

Courant Institute ä l'universite de New-York, il est actuellement professeur de mathematiques

ä l'universite de Fribourg.
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Hallev : lablcs el araphlaues des 6lals nalurels el sans varlole

que Halley Halley öpoque Halley Halley äpoque Halley Halley öpoque Halley Halley
ötat 6tal ötat ötat 6tat ölat ötat ötat

nature! cans
variole

natural cans
variole

natural eans
variole

natural sans
variole

0 1300 1300 22 566 664 43 417 476 64 202 231
1 1 000 1015 23 579 656 44 407 465 65 1 92 21 9
2 855 879 24 573 650 45 397 453 66 162 208
3 798 830 25 567 644 46 387 442 67 1 72 1 97
4 760 799 26 560 636 47 377 431 68 1 62 1 85
5 732 777 27 553 629 48 367 419 69 1 52 1 74
6 710 760 28 546 621 49 357 408 70 142 162
7 692 746 29 539 614 50 346 395 7 1 131 150
8 680 738 30 531 605 51 335 383 72 1 20 137
9 670 732 31 523 596 52 324 370 73 1 09 125

1 0 661 726 32 515 587 53 313 358 74 98 1 1 2
1 1 653 720 33 507 578 54 302 345 75 88 101
1 2 646 715 34 499 569 55 292 334 76 78 89
1 3 640 71 1 35 490 559 56 282 322 77 68 78
1 4 634 707 36 481 549 57 272 31 1 78 58 66
1 5 628 702 37 472 539 58 262 299 79 49 56
1 6 622 697 38 463 528 59 252 288 80 4 1 47
1 7 616 692 39 454 518 60 242 277 81 34 39
1 B 610 687 40 445 508 61 232 265 82 28 32
1 9 604 681 4 1 436 498 62 222 254 83 23 26
20 598 676 42 427 488 63 212 242 84 20 23
21 592 670
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