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Geometrie elementaire

et mathematiques modernes

par Daniel Poncet-Montange

Les mathematiques enseignees aujourd'hui ne sont plus Celles

d'hier. Pour s'en convaincre, il suffit de feuilleter le manuel d'un de

nos enfants : symboles etranges, mots nouveaux, mais aussi presentation

attrayante et illustrations suggestives ; le fait est lä sous nos

yeux, l'enseignement des mathematiques a change.
Certes, tout ne va pas sans heurt et le lecteur a encore present

a l'esprit la querelle qui opposa partisans des mathematiques modernes

et defenseurs des mathematiques traditionnelles. Mais tout le
monde semble avoir reconnu maintenant le bien-fonde de la reforme
des programmes de mathematiques. Enfin dirons-nous, car la
conception moderne s'est degagee il y a plusieurs dizaines d'annees et
il est heureux que nos eleves beneficient des fruits du progres mathe-
matique.

Cependant la reforme ne semble pas avoir resolu de maniere
satisfaisante le probleme de l'enseignement de la geometrie. Aussi
est-ce ce point que nous allons examiner plus particulierement pour
tenter de montrer que l'on peut enseigner une geometrie simple en
accord avec la conception moderne des mathematiques.

D'hier a aujourd'hui

Les mathematiques classiques apparaissent a juste titre comme la
juxtaposition d'une multitude de disciplines que chaque specialiste
s'efforce de developper de maniere autonome 1. Piece par piece s'edifie

1 Cet aspect des choses se retrouve aujourd'hui encore dans certains enseigne-
ments ou la geometrie est morcellee en specialites independantes (geometrie ana-
lytique, geometrie pure, trigonom^trie, etc.).
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ainsi un imposant et respectable monument dont l'aspect heteroclite
n'echappe pas toutefois au mathematicien qui s'efforce des la fin
du XVIII0 si£cle de decouvrir des structures communes sous ce
foisonnement de theories.

Pour mieux montrer en quoi consiste cette recherche, prenons
un exemple aujourd'hui familier a tous les eleves, celui des nombres
et des vecteurs2. A premiere vue voici deux etres mathematiques de

nature essentiellement distincte. Pourtant, il suffit d'additionner les

premiers et de mettre bout ä bout les seconds pour decouvrir des

analogies frappantes : 1°) le vecteur nul se comporte comme le
nombre zero ; 2°) comme tout nombre, un vecteur possede un oppose ;

3°) l'associativite de l'addition des nombres traduite par l'egalite
(a -f- b) -)- c a + (b + c) a son equivalent chez les vecteurs
comme le montre une construction simple. Ainsi l'addition des nombres

et l'addition des vecteurs obeissent done aux memes regies ;

le mathematicien dit qu'il s'agit de deux exemples d'une meme structure

: la structure de groupe3. II lui suffit alors de connaitre les

proprietes de la structure de groupe pour connaitre ä l'avance les

proprietes de tous les groupes particuliers.
Le mathematicien s'efforce done de rechercher les grandes structures

que dissimule l'habillage des termes propres a chaque theorie.
Au lieu d'etudier les theories dans leurs particularites, il s'attache,
au prix d'un effort d'abstraction, a l'etude de la structure qui les

sous-entend pour en projeter d'un coup tous les resultats.

Pendant que s'elabore ce puissant travail, le flot des idees nou-
velles ne cesse d'apporter son contingent de notions de plus en plus
difficiles a representer : les nombres negatifs, les nombres imaginaires,
les fonctions, les espaces a n dimensions. Certes, le mathematicien
parvient malgre tout ä donner une interpretation sensible de ces
notions aussi bizarres qu'indispensables, mais la chose est de plus
en plus ardue. Aussi, commence-t-il a poser le probleme du rapport
des mathematiques et du reel. Puisque ^interpretation des resultats
nouveaux devient delicate, ne convient-il pas de distinguer alors
le monde mathematique du monde sensible D'accorder droit de
cite ä des objets engendres et definis par des proprietes posees a

priori D'etudier ensuite leurs relations independamment de toutes

2 Le lecteur peut s'en tenir ä la representation traditionnelle du vecteur figure
par une flache. Nous preciserons cette notion par la suite.

3 Cette structure est reconnue des le milieu du XIX° siecle.
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references au monde reel Ainsi sont jetees les bases de la methode

axiomatique moderne qu'Hilbert en 1899 illustre magistralement
en enonfant pour la premiere fois une liste complete d'axiomes d'ou
il deduit toute la geometrie euclidienne.

L'architecture des mathematiques mise a nu, ses methodes et son
objet precises, il ne restait plus qu'a assurer ses fondements. C'est
Cantor qui fut a l'origine de la question. A peine a-t-il en effet
elabore sa theorie des ensembles qu'ä la fin du XIXe si£cle apparais-
sent les premiers paradoxes4 qui jettent le doute sur les resultats les

mieux etablis. Sans nous attarder sur ce probleme, disons que grace
ä un traitement axiomatique de la theorie des ensembles, on parvient
a faire disparaitre ces fameux paradoxes. On aboutit a une forma-
lisation du langage mathematique ou les termes de base de la theorie
sont definis sans reference au monde sensible : ce sont des assemblages

de signes conventionnels obeissant a des regies bien precises.
Nous arrivons ainsi a la conception actuelle des mathematiques

telle qu'elle est exposee dans les ouvrages du celebre Bourbaki5 : tout
repose sur la theorie des ensembles, langage universel qui decrit les

grandes structures mathematiques ou se developpent les theories
les plus diverses.

L'initiation au langage des ensembles

Puisque actuellement, toutes les mathematiques decoulent de la
theorie des ensembles, par application des regies du raisonnement
deductif, il n'est pas etonnant de voir les manuels scolaires consacrer
leurs premieres pages a l'etude du vocabulaire des ensembles et ä

un rappel des methodes de demonstration.
II ne s'agit en aucun cas de plonger l'eleve, comme on le dit

trop souvent, dans la theorie des ensembles qui reste reservee aux
specialistes. II doit savoir simplement employer les termes primitifs

4 Citons comme exemple physique d'ensemble paradoxal Element de lui-meme,
l'ouvrage d'une bibliotheque intitule « catalogue» qui se cite lui-meme puisque
par definition il dresse la liste de tous les ouvrages. Le paradoxe de J. Richard
(1905) plus mathematique, propose un ensemble qui contient un element qui ne
lui appartient pas : l'ensemble des entiers definis par moins de seize mots de la
langue franjaise ; il contient en effet celui qui, defini par la phrase «le plus
petit entier non definissable en moins de seize mots franjais » ne lui appartient
done pas.

5 Pseudonyme sous lequel se cache une equipe periodiquement rajeunie d'emi-
nents mathematiciens contemporains.
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de la theorie tels qu'ensemble, element, relation et forger avec eux
les notions de base qu'il utilisera jusque dans l'enseignement supe-
rieur. Des ce moment, il paraxt indispensable de lui apprendre ä

distinguer le domaine mathematique du domaine sensible, en s'effor-
£ant de citer de preference des exemples mathematiques sans toute-
fois mesestimer la puissance de suggestion de l'image familiere qui
peut aider a assimiler la notion mathematique abstraite 6.

Cependant on doit regretter qu'un exces de formalisme conduise
certains ouvrages scolaires a abuser des symboles et ä les rendre

proprement illisibles7. II est piquant de constater a ce sujet que
meme les livres les plus modernes de l'enseignement superieur se

satisfont fort bien d'un minimum de symboles sans sacrifier ni a
la rigueur ni ä la clarte.

Relevons enfin que le vocabulaire des ensembles est fait pour
etre utilise et qu'il serait dommage de ne pas l'employer ; on sait

par exemple qu'il fait merveille en analyse combinatoire pour pre-
ciser en langage moderne les notions de combinaisons, d'arrange-
ments, encore toutes aureolees de references sensibles.

Quant ä la logique, eile occupe presque partout une place large-
ment süffisante meme si certains voudraient imposer ä l'el&ve un
veritable cours de logique contraire au but de l'enseignement gymnasial

qui est de pratiquer le raisonnement plutot que d'etudier ses

structures.
Une fois en possession de' ces outils de base, l'eleve est pret a

aborder les grands chapitres des mathematiques. Compte tenu de

la somme des connaissances que doit posseder le bachelier d'aujour-
d'hui (le programme du baccalaureat comprend maintenant une
partie des matieres qui s'etudiaient, il y a 15 ans, en premiere annee

6 Nous pensons qu'il est regrettable toutefois de voir de nombreux manuels,

apres un louable effort de rigueur et de clarte, raelanger sans precaution des

ensembles de nombres et des ensembles d'animaux. L'objet mathematique est
susceptible d'une definition precise alors que l'objet physique echappe par nature
au mathematicien.

7 Voici un exemple authentique de definition propose a des candidats au
baccalaureat :

V<p, 99 e {(x0; Ax),...}; Vx0, x0 e D ; VAx, Ax e R;
x0 + Axe I(o, a) (x0) C D

3*Ay, Ay e R
9? (x0; Ax) Ay

\ r
L
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d'enseignement superieur), il est indispensable de choisir parmi les

methodes d'exposition celles qui sont les plus efficaces et si possible
les plus generales. On voit apparaitre ici l'importance du choix des

axiomes de depart des theories : les axiomes doivent etre assez riches

pour eviter de fastidieuses demonstrations remontant a la theorie
des ensembles, en nombre suffisamment restreint pour etre d'un
emploi aise, et reposer enfin sur un support intuitif simple. Comme
nous allons le voir, c'est precisement a ce niveau que se pose, semble-

t-il, le probleme de l'enseignement de la geometrie.

2000 ans de geometrie

C'est dans ses Elements de Geometrie qu'Euclide developpe pour
la premiere fois les consequences d'un Systeme d'axiomes (appeles
alors postulats ou demandes, suivant leur degre d'evidence). Certes,
sa theorie est encore bien imparfaite et plusieurs axiomes intuitifs
sont utilises ä l'insu de l'auteur dans certaines demonstrations. Nean-
moins, il est remarquable que des cette epoque, Euclide ressente
la necessite d'une telle rigueur dans le raisonnement et d'une telle
solidite dans les fondements.

De fait, pendant 2000 ans, c'est sa conception de la geometrie
qui predomine.

A la fin du siecle dernier, comme nous l'avons deja note, Hilbert
fonde la methode axiomatique moderne. Completant les axiomes
enonces par Euclide, il montre en effet que les mots employes (point,
droite, plan) n'ont pas d'importance en eux-memes et que seules

comptent les relations qui les unissent. A l'heure actuelle, ces travaux
ne presentent plus qu'un interet historique depuis que l'on s'est

aper£u que la geometrie est un chapitre de Yalgebre lineaire, branche
fondamentale des mathematiques d'aujourd'hui, riche d'applications
physiques et basee sur des notions simples et intuitives.

La geometrie ä l'ecole

Actuellement la geometrie est successivement presentee sous
deux formes. La premiere est reservee aux plus jeunes eleves ; eile
consiste, apres une reconnaissance physique de l'espace ou nous
vivons, a introduire de fajon soi-disant naturelle, les axiomes d'Hil-
bert-Euclide, puis les vecteurs. Elle conduit ä des definitions com-
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pliquees, artificielles et d'un maniement peut aise8. De plus, malgre
leur consecration historique, ces axiomes n'apparaissent pas dans

l'espace avec la nette et belle evidence qu'on veut bien leur
accorder : en effet, nous pensons que l'enfant voit dans l'espace
ce qu'on veut bien qu'il voie et si la plupart du temps il n'y voit
rien, c'est peut-etre qu'il n'y a rien a voir9.

La seconde est proposee aux candidats au baccalaureat sous la
forme du module mathematique d'un espace homogene, forme
idealisee de l'espace physique qui nous entoure. II ne nous est pas
possible d'en exposer ici le developpement. (Nous renvoyons le
lecteur courageux aux manuels des classes du baccalaureat.) Disons
simplement qu'apres avoir etudie la structure d'espace vectoriel on
echafaude une deuxieme structure, l'espace affine, qui permet d'expri-
mer dans un langage different des resultats analogues evitant de
faire reference a tout point particulier. Cette construction pesante10,
mathematiquement irreprochable, fait l'objet de critiques d'autant
plus justifiees que la seule structure d'espace vectoriel permet de
construire la geometrie de maniere bien plus simple comme nous
allons tenter de l'expliquer.

Une geometrie plus simple 11

L'espace physique qui nous entoure peut etre considere comme
forme d'une infinite de points, chaque point jouant le meme role.

8 Voici la definition d'une droite proposee a des eleves de quatorze aris :

Un ensemble D d'^lements appeles points est une droite reelle, s'il existe une
famille de bijections de D sur l'ensemble des nombres reels, appeles graduations
de D verifiant l'axiome suivant:

Pour deux graduations quelconques g et g' de la meme droite reelle D, il
existe deux nombres reels a et b, tels que pour tout point M de D

g' (M) a. g (M) + b

le nombre reel g (M) est appeie abscisse dans la graduation g du point M.
9 Les bons eleves en geometrie seraient peut-etre ceux qui, comprenant vite

qu'il n'y a rien a voir dans l'espace physique, se placeraient d'embiee dans le
domaine mathematique grace a leur aptitude a abstraire la situation. Quant aux
autres, ceux qui s'efforcent comme on les y invite trop souvent, de constater
autour d'eux ce qui n'est pas, ils seraient irremediablement affubies de l'infamante
etiquette de « ne-voit-pas-dans-l'espace ».

10 La notion d'espace affine est meme qualifiee dans certains livres d'ensei-

gnement superieur de monstrueuse, peu importante, trop abstraite.
11 Pour les developpements mathematiques, consulter les ouvrages de Dieu-

donne, Donnedu et Manzoni cites en fin d'article.
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Pour structurer cet espace, il suffit d'en privilegier un point particular

O que nous appelons origine. En effet, on peut alors definir
physiquement deux operations :

— la somme de deux points : la somme du point A et du point B

est le point C, note A + B tel que OC et AB aient meme milieu ;

— le produit d'un nombre par un point : voir les exemples de la

figure correspondante.

C A+B

-A 0^A A 3A

Somme de 2 points : Exemples de produit d'un point
C A + B par un nombre

Des constructions simples ä la portee d'un jeune eleve montrent
que les deux operations ainsi definies poss£dent des proprietes
precises qu'il est sans interet d'enoncer ici.

Ces constatations experimentales permettent d'introduire aise-

ment la notion d'espace vectoriel: un espace vectoriel est un ensemble

d'elements mathematiques quelconques appeles vecteurs sur lequel
on a defini une addition et une multiplication par un nombre reel
qui verifient un certain nombre de proprietes. (Correspondant a
Celles evoquees ci-dessus.)

L'etude experimentale qui precede montre que l'espace physique
fournit une image simple de ce qu'est un espace vectoriel, d£s que
l'on y a choisi une origine O ; un vecteur mathematique est alors

represente par un point physique ; l'origine O figure un vecteur
mathematique particulier appele vecteur nul.

Plajons-nous desormais dans le domaine purement mathematique
et montrons par exemple comment la notion de droite apparait de

maniere simple et naturelle dans le cadre de l'espace vectoriel12. (Les
dessins servent uniquement ä concretiser momentanement les notions
mathematiques correspondantes ; le mot point est synonyme de

vecteur.)

12 Ces lignes font partie d'un cours que nous proposons a des cleves de 16 ans.
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«On appelle droite vectorielle Do passant par le point A,
l'ensemble des points de la forme d </> ou <|; est un nombre quelconque.

On appelle droite D passant par le point B et de direction Do
l'ensemble des points de la forme </> A + B".

B «A+B

Droite Do passant par A Droite D passant par B de direction Do

Cet extrait met bien en evidence le principe qui regit ici
la construction de la definition d'un concept mathematique.
On definit d'abord le concept particulier ou l'origine joue un role
special (droite passant par O), puis par translation on passe au

concept general (droite quelconque). La definition, quant a elle, est

suggeree par la representation physique du concept, representation
qui se dessine d'autant mieux que les vecteurs mathematiques
correspondent justement aux points physiques, veritables grains d'espace.

Si le lecteur se reporte a la definition correspondante (voir note 7)

infligee a de jeunes eleves dans le cadre de la construction d'Hilbert-
Euclide, il jugera sans peine de l'interet de la presentation moderne
ici esquissee qui substitue la notion claire et limpide aux lourdes et
complexes constructions heritees d'un autre age.

Geometrie et physique

La dualite vecteur-point physique que nous avons utilisee est

etrangere aux mathematiques, mais constitue un puissant soutien
pedagogique, puisqu'elle permet de construire naturellement les

definitions de base de la geometrie. Cependant, le lecteur ne peut man-
quer d'opposer deux objections. La premiere est que la structure
d'espace vectoriel privilegie un vecteur particulier (le vecteur nul)
alors que notre espace physique fait jouer le meme role a tous ses

points. A cette objection de nature physique nous repondrons que,
d'une part, dans un calcul l'espace est toujours rapporte a une origine
et que, d'autre part, l'homogeneite spatiale etant en realite purement
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locale, il n'y a pas d'inconvenient ä utiliser une structure mathema-
tique pour ainsi dire centree sur un element particulier.

La seconde objection concerne plus precisement l'assimilation
du vecteur mathematique au point physique ; selon une presentation
plus classique, la notion d'espace vectoriel est introduite non pas
en combinant des points physiques, mais des fleches. Ainsi deux
fleches « equipollentes » (physiquement paralleles, de meme sens, de

meme longueur) representent le meme vecteur mathematique. Inver-
sement un vecteur mathematique a une infinite de fleches
representatives. Ce procede conduit fächeusement a representer l'unite par
la multitude. Nous estimons quant a nous qu'il est preferable de

representer un element de l'espace vectoriel par un element de Pespace
physique, c'est-a-dire par un point.

La fleche a de plus l'inconvenient de mettre en evidence sa

longueur, et de suggerer ainsi qu'un nombre est naturellement attache
ä tout vecteur mathematique. Cette notion, tout ä fait etrangere a
celle d'espace vectoriel, n'apparait que si on definit un produit sca-
laire qui structure l'espace vectoriel en espace euclidien. Un produit
scalaire etant choisi, on peut definir alors la longueur d'un vecteur
et developper les notions que l'on appelle metriques (distance, per-
pendiculaire, angle).

Dans ce cas, pour representer un vecteur, considere comme
element d'un espace euclidien, il est tout indique de relier d'un trait
le point representatif du vecteur au point origine O. On fait ainsi

apparaitre la longueur physique du vecteur, entierement determinee

par le choix d'une unite. C'est cette representation qu'utilise avec
raison le physicien lorsqu'il figure une force par une fleche. II montre
ainsi, sans toujours le dire explicitement, que pour lui une force est

un element d'un espace vectoriel euclidien.

Ayant ainsi justifie son support physique original, nous souhai-

tons avoir convaincu le lecteur des avantages de cette presentation
de la geometrie. A l'inverse de l'axiomatique d'Hilbert-Euclide, eile

ne requiert en effet aucune connaissance a priori de l'espace qu'elle
se propose de decrire et s'interprete" simplement grace au support
intuitif naturel que constitue le point physique.

C'est ce qui nous conduit ä penser qu'elle pourrait avantageu-
sement remplacer les poussiereuses et laborieuses methodes heritees
d'un autre äge et se substituer ä cette monstrueuse construction
moderne qu'est l'espace affine pour reconcilier ainsi de nombreux
eleves avec les mathematiques tout en les familiarisant le plus tot
possible avec la structure fondamentale qu'est l'alg&bre lineaire.
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