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LA TRIGONOMETRIE

DANS SES RAPPORTS

AVEC

LA GEOMETRIE

PAR

ARNOLD STREIT

DOCTEUR ES SCIENCES

. PROFESSEUR AU GYMNASE DE L’ECOLE CANTONALE
DE PORRENTRUY.

I.
Introduction.

Dans cette étude, nous donnerons d'abord une nouvelle
démonstration des formules de Sin (a« |- 8) et Cos (a |- B8) basée
sur un théoreme de géométrie. Puis nous appliquerons ces for-
mules, celles qui en découlent et d’autres formules de {trigono-
métrie a la géoméfrie, ce qui nous permettra de retrouver les
relations de théorémes importants de géométrie, entre autres
celles des théorémes de Pythagore, de Pythago-
re geéneéralise, de Ceéva, de Meénélaus,
de Ptoléemeée et détablir des théorémes nouveaux.

Notations.

Nous désignerons les sommets d'un triangle par A, B, C;
les cOtés opposés respectivement par a, b, c¢; les hauteurs cor-
respondantes par h’, h”, h'" et les angles par «, 8, y.

Les segments, déterminés par les hauteurs, qu'il faut suivre
pour aller de A vers B, puis de B vers C et enfin de C vers A
seront appelés ¢’ ¢” (sur c), a’ a” (sur a) et b’ b” (sur b).
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Formules de sin (¢« |-58) et cos (« |-5).
(Démonstration nouvelle basée sur un théoréme de géoméirie.)

(A).— Formule du sinus de la somme de deux arcs.

La somme de deux angles d'un triangle quelconque et le
troisiéme angle étant supplémentaires, leurs sinus sont égaux :
1) sin (¢ -}- 8) = sin y

Il est donc tout naturel de partir de cette relation pour
chercher a établir une nouvelle démonstration de la formule du
sinus de la somme de deux arcs. D'apres la figure 1:

sin y — .3
La relation 1) devient :
h'l
b

sin (¢ -} 8) —
On a successivement :

sin (¢ - p4) —= E—E —= L (('_5%(.:_) — L C_Ib i

mais

Par suite

sin («-}- ) = S = i S

sin (¢ -}-f) = —

ou _
(1. sin (a-| B) = sin «. cos B -} cos a. sin B

(B). — Formule du cosinus de la somme
de deux arcs.

a, # et y étant les angles d’un triangle, nous avons :
€os (a-|-p) == — cos y



La figure 1) donne

cos y =

| &

d'ott en remplagant

cos (u—{—ﬁ):—%z__._a__b_

Nous établirons plus loin la relation suivante :

h,”? e CI CH __I__ a an
d'ou

’ "

aa’=h""—cc

Substituons ci-dessus...
C, C” - hvn-_: C’ Cn ’hnv hn:
s @A ="73% “ba b a
ou
(I cos (a-|-B) = cos a. cos p — sin a. sin B



— 100 —

(CG). — Formule du sinus de la diiférence
de deux arcs.

Au lieu de déduire cette formule de la relation (I) en y rem-
plagant g par — g, on peut aussi l'obtenir directement de la
figure 1) par un procédé peu différent de celui déja employé.

Supposons que « soit un angle aigu du triangle et désignons
par «' I'angle extérieur correspondant a «. Il vaut la somme des
angles intérieurs non adjacents :

@ = g4y
d'ou .
y =d—8
sin y — sin (¢’ — B)
mais
. h’
Sy — 'b
Par suite
. , h’ h' (¢’ -¢” h ¢ -|-¢”
sin (¢’ — fp) = — = _(__._l_..__) — |,, hl
b bc c b
. h”’ C‘ o CH h"! C!! c'l hvn
sin (¢’ — f) —= —— --—-l-—--— == — -} — —
a b b a b a
B l]!!i C” = C’ l_l‘!'
b a b a
or
o & : 3 .
sin -’ == — puisque «’ est obtus;
donc
(110 sin (o' — p) = sin «'. cos f — cos o' sin B

(D). — Formule du cosinus de la diiiérence
de deux arcs.

Au lieu de tirer cette formule de la relation (II) en y rem-
plagant 4 par —— j, on peut aussi I'établir en se basant sur la

figure 1).
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Choisissons un angle aigu « du triangle et soit «’ l'angle
extérieur correspondant. Nous pouvons écrire successivement :

@ = B4y
y =a—p
cos y == cos (¢’ — f)
) ":T! a a”
€08 f¢'—p) = = =
(@ —8) = Ty
h”? 2 — C‘ C” + a aﬂ
hl’! 2 . c! C“ 11!17 h)'l, C! C!’
cos (@' —fB) = —— e 1 o
( A ab b a
" ”
«' est obtus.. sin @’ = B sin g = i
CoS @’ == c. cos f — ¢
' b’ o a
(V) cos (¢'— B) = cos a’. cos B -|- sin «'. sin p

1L

Conséquences géométriques résultant
de I'application des formules de trigonométrie
au triangle quelconque.

En appliquant les formules précédentes et celles qui en
découlent au triangle quelconque, on retrouve les relations de

certains théorémes importants de géométrie, et 'on arrive &
établir des théorémes nouveaux.

(A). Application de la formule de sin («-|-3)

Déduction du théoréme de Pvthagore généralisé.

sin (e« -} B) = sin a. cos B -|- cos «. sin 8
En nous basant sur la figure 1), nous pouvons écrire :

. h” a’ b’, hl a! h’!_ b’? hl
sin ek ) =TTk =
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ou, en tenant compte de la relation

bh” =ah:
a! a h, + b” h)
g B TP Waadbb
sin (¢} f) = & b o7
Or
h’ . .
p = Sin y = sin (e - B)
Par suite
sin (¢ A) = sin (e |- B) 2 a_—| b b
D’ou résulte... c-’ —aa-+4bbd”
Par permutation cyclique... \ b:=0bb-+4+cc”
et... /ai’zcc'—{—aa"

Les relations (1) s’expriment comme suit (fig. 2) :

Théoréme 1.

Dans tout triangle acutangle, le carré construit sur [l'un
quelconque des cotés est égal a la somme des rectangles construits
sur chacun des deux autres cotés et la projection du premier sur lui.

Fig 2.

Si un triangle renferme un angle obtus, le carré construit
sur 'un des coOtés adjacents est égal au rectangle construit sur



— 103 —

le plus grand coté et la projection du premier sur lui diminué
du rectangle construit sur le troisieme c6té et la projection du
premier sur lui.

Remarque.

En prenant

” b

sin @ = —— et cos a —= —
b b

la formule de sin (¢ -|- ) conduirait aussi a la premiére des rela-
tions (1); dans le cours des opérations il y aurait lieu toutefois
de remplacer ¢ ¢’ par b b”. —

Gas particullers.

1. C = 60°
Alors h’ est confondu avec b et h” avec a.
Par suite

a=ab"=Db

et la premiere des relations (1) devient :
c? = a’-|-b%.. théoréme de Pythagore.

2 A = 90°.
h” est confondu avec c, donc b” = 0.

La formuje
c®=aa-|bb”

devient:

ou:

Dans un triangle rectangle, chaque coté de I'angle droit est
moy. prop. entre I'hypoténuse entiére et sa projection sur I’hypo-
ténuse.



— 104 —

Les relations (1) peuvent étre mises sous une autre forme.

En effet :

c?=aa-+|+bb"=a@—a") 4| b((b—>b)
c?=a?*}b?—aa” —>bb

mais
b bh =da"”
par suite
(2) c=a*|b —2aa"

(C est aigu). On retrouve ainsi le théoréme de Pythagore
généralisé :

Dans un triangle quelconque, le carré d'un coté opposé a un
angle aigu est égal a la somme des carrés des deux autres cotés
moins le double produit d’'un de ces cotés par la projection de
lautre sur lui.

(B). — Application de ia formule de cos (« |5).

Déduction du théoréme de Pvthagore.

Soient «, g et y les angles d’'un triangle quelconque.

Nous avons alors (fig. 1) :

a a—a' a a
cos (a-|-B) = —cos y — — paadaales welead L -
mais
@ ac ac acfc ac, ac
b bec ¢b ¢ ¢ b b c
Remplagons
a’ C’ - a a’ C”
s ETA =T —ls | b‘c']

ou
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or
cos (@} pB) = cos a. cos B — sin a. sin B
) ) a a c”
d’ot a sin «. sin B = — —
, B A =5""be
h!” h”
sin @ = — = —
mais) l? h,F,
sin 8 =—=—
A c a
Prenons d'abord
h‘” h"
sin a. sin B = — —
g b ¢
par suite
7h) h”! o a a’ C”.; a C_a’ c‘!
bec b bc bec
ou
h? h"! = a C - a’ C”

Par permutation cyclique on obtient deux nouvelles formules
formant avéc la premiére le groupe suivant :

hl h‘)' s a C ris al C”
3) \ W =ba b a
, " h' =cb—c b

Les relations du groupe (3) donnent lieu au théoréme suivant:

Théoréme Il.

Le rectangle construit sur deux hauteurs d'un triangle quel-
conque est égal au rectangle construit sur les deux cétés corres-
pondants diminué du rectangle construit sur les projections de
ces cOtés I'un sur laufre.

*
Revenons a la relation a) ci-dessus :

sin a. sin g =

o
=3
(]
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et combinons d’autres valeurs de sin « et sin A pour former le
produit sin «. sin g (fig. 1) :

h‘)! h?!'l
sin a. sin B —= — —
b a
d’oll :
. h”) 2 a a, C“
ab b b
aac¢’
Ne_al :
h)s — a ____C____,
H ) .]1 Cn
mais aa=cc’ car cos B — & -
C a
Il en résulte
h”’3 I a‘.’ . Cng
ou
(4) a 2 C” 2 l hsn o

‘ La formule de cos (« -} 8) nous a donc permis de retrouver
le théoréme de Pythagore (triangle rectangle B C F).

*

En troisiéme lieu, nous pouvons aussi écrire :
hﬂ hv
sin «. sin B = — -
cc

d'oll, si 'on compare avec I'égalité a) :

Nous avons trouvé [formules (2)] :
W =adc—a "
Substituons
— ciha hns
h h” = b
d’onr
h”
(9) _ A

|
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Nous retrouvons une propriété connue :

Le rapport de deux hauteurs est égal au rapport inverse des
cotés correspondants. —

Enfin, si l'on choisissait les valeurs encore disponibles de
sin « et sin S pour obtenir le produit sin «. sin 8, on arriverait
aussi & la propriété précédente.

(G). — Application des formules de
sin (a — B) et cos (a — B).

La formule de sin (¢« — g), appliquée au triangle quelconque,
conduit aux relations (1) auxquelles a donné lieu celle de
sin (e -}- B) et en appliquant la formule de cos (e — j) on retrouve
les relations (3), (4) et (5) fournies par celle de cos (¢ |- ).

(D). — Application de la formule

i 2 sin “ cos “
sin « = — —
2 2

Appliquée au triangle quelconque, cette formule permet
d'établir le théoréme suivant : ;

Théoréme III.

Si d’un sommet B d'un triangle quelconque A B C on abaisse
la L sur la bissectrice de l'angle A et de son pied S la L sur le
coté A B, cette derniére perpendiculaire S T a ftoujours pour
mesure la moitié de la hauteur issue du sommet B.

En effet, d’aprés la figure 3, la relation TR

sin 2 sin ¢ cos ¢
a = = w
2 2
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peut s'écrire

BE ,STAS
c A 5
d’oti
(6) S’rf%f-_% e g f d
On aurait de méme
On arriverait au méme résultat en prenant sin (; “'E(:"S‘i

il faudrait alors remplacer le produit B S. A S par ¢. S T.

(E). — Application de la iormule

[/
cos ¢ — 2 cos® — — 1.
2
Complétons la figure 3 pour obtenir la figure 4. En nous
basant sur cette derniére, nous pouvons écrire la relation
ci-dessus comme suit :

A 2\ 2
z -2 (43)

M

|

=



Posons
AE=b0",AB=¢ ST—=d  AT=¢,BT-=1f AS=g.

L'égalité devient :

LY S
c c?
d’on
2 (b
£ =3
mais
g:=ce
~ Remplagons
. ¢ (c|-b"
ce = —— 3
d’olt e . o
2
(7) oy
En outre / f = 5 car f - c—e

Par suite, T est le point milieu de B P et puisque S est
situé sur le cercle décrit sur A B comme diamétre, on aboutit
a la propriété suivante :
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Théoréme 1V.

Si avec un sommet A d'un ftriangle quelconque comme centre
et sa distance au pied E de la hauteur B E comme rayon on
décrit un arc de cercle coupant le coté A B en P et qu'on éléve
au point milieu T du segment B P une perpendiculaire a A B
sur laquelle on porte la moitié de la hauteur considérée B E,
lextrémité obtenue S appartient a la bissectrice de Fangle A et
au cercle décrit sur le coté A B comme diamétre.

Remarque.

Dans le cas ou langle A que traverse la bissectrice est
obtus, la propriété reste la méme, mais le point P tel que
A P = A E doit étre pris sur le prolongement du coté A B.—

*

Formons le produit e. f (fig. 4):

¢c:—Db"?
e f = o
. a i «
Mais d:e.tg§ et d@f.tg(QO-—E)
d’ot d*= g {
Remplagons
.  €*—Db"* _h”
hn 2 c 2 _ bn 2

Donc S S
d’ott c* —= h”*4-b"*. théoréme de Pythagore.

(F). — Application des relations entre les éléments
d’'un triangle rectangle.

(Déduction des théorémes du triangle rectangle).

Soit A B C un triangle rectangle en A, p la projection de b
sur I'hypoténuse a et g celle de ¢, /# la hauteur.
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Ces relations sont les suivantes :

1) Chaque cété de langle droit est égal a hypoténuse multi-
pliée par le sinus de l'angle opposé ou par le cosinus de l'angle
compris. '

2) Chaque coté de Il'angle droit est égal a [aufre multiplié
par la tangente de langle opposé au premier.

D’aprés la premiere relation, on a:
cos C

d’ot1 (8) b*=ap
c’est-a-dire :

b =a. cos C et

(I) Chaque cété de langle droit est moyenne proportionnelle
entre I'hypoténuse et sa projection sur l’hypote’n_use.

D’apres la seconde relation :

h=p tgC et h—=q tgB
d’oti h?=p q (tg C. tg B)
mais tg C. tg B=1
Par suite (9) h*=p gq ou :

(1) La hauteur est moyenne proporiionnelle entre les segmenis
qu'elle détermine sur I'hypoténuse.

(G). — Application du théoréme du Sinus.

(Déduction des théorémes de Céva et de Ménélaiis).

1. Appliquons le théoréme du sinus aux six triangles P A’ B,
PBC,PCA;PACPB A PCB (fig. 5 :



Tig 5.
a’  sind b’  sin ¢ ¢ sine
[ “sinA"’ m sinB ' Kk sinC
d’oll
- ab.c¢.  sind sin e sin ¢
i} k. I.m  sin A’ sin B’ sin C’
et
m sinA k sinB [ sin C
a” sine b’ sind’ ¢ sin e
d’ou
2 k. L.m  sin A’ sin B sin c
a”. b". ¢” sin 4. sin & sin ¢

Multiplions 1) et 2) membre a membre :
a.b.cd
a’. b c”
d’ou résulte
(10) a. b.c=a.b. c

C'est la relation du

Théoréme de Géva.

Trois transversales issues des trois sommels d'un triangle quel-
conque et se coupant en un méme point déterminent sur les cotés
six segments tels que les produits de ftrois segm:nts non conse-
cutifs sont égaux.



— 113 —

Remarque.

En appliquant le théoréme du sinus aux six triangles A B A’,
BCB, CAC;ACA BAB,CBC(C, on aboutirait aussi
a la relation du théoréme de Céva. On obtiendrait:

2l

a.b. ¢ sin «" sin 7 sin y” [ m Kk
a”. b". ¢ sin g siny sinad  k {
d’ol
a.b.c =a" b "

Cas particulier.

En exprimant, dans un triangle quelconque, I'un quelconque
des produits cos «. cos . cos y, sec a. sec . sec y, tga. tgp. tgy,
cotg « cotg B. cotg y de deux manieres différentes et en éga-
lant les deux expressions, on arrive a la relation du théoréme
de Céva pour le cas particulier ot les transversales issues des
sommets se coupent a Porthocentre du triangle.

En effet (fig. 1) :

] " b " 1 "

Ccos g cos /3 a Cos £
aqa =—=— " ) =—= — A
b ¢ c a " a b
Par suite
C! al b’ bH CH a”
COS a. COS . COS y — —— — == — — —
¢ “"“"bca ¢ ab
d'ol

2. Considérons un triangle A B C et une transversale cou-
pant les cotés a, b, ¢ respectivement aux points X, Y, Z et
formant avec eux les angles 4, « et y (fig. 6).
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D’aprés le théoréme du sinus appliqué aux triangles A Y Z,
B Z X, C XY, nous avons successivement :

rig G.

AY sing BZ sindg CX sine
AZ sine’BX sine’CY sind

Multiplions ces trois relations membre a membre :

AY.BZCX
AZBX.CY
d’on
(11) AZBX.ECY=AY.C X 8 Z c’est-a-dire :

Théoréme de Ménélaiis.

Toute transversale situde dans le plan d’un triangle détermine
sur les cotés six segments tels que les produits de trois segments
non consécutifs sont égaux. :
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(H). — Application du théoréme du Gosinus.

(Déduction des théordmes de Ptolémée).

La figure 7 donne :

WA

, B
Figy.
AC*=a*|-b*—2abcosB
AC?=c*|d*|-2cdcos B

d’ou
a?4-b?—AC* AC*—c*—d?
2ab - 2ed
De cette relation on tire :
1) AC:\/(ad |- b c) (ac—ljgcrlr)r
ab-|-cd
On trouverait de méme
2 B D :\/(a b+cd (@ac+bad
ad|-bec

En multipliant d’abord, puis en divisant les formules 1) et 2)
membre 4 membre, on obtient :
AC.BD —ac-|-bd
(12 ) AC adtbe
B ab-lcd

c’est-a-dire :
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Théorémes de Ptolémée.

(I Dans tout quadrilatére inscriptible, le produit des diago-
nales est égal a la somme des produits des cotés opposés.

(1) Dans tout quadrilatére inscriptible, les diagonales sont
entre celles dans le méme rapport que les sommes des produits
des cotés qui concourent avec elles.

IV.

Application des formules du groupe (3).

1. — Soit A B C un triangle quelconque. Construisons le
triangle A" B’ C’ ayant pour sommets les pieds des hauteurs. Les
relations (3) permettent d'établir le théoréme ci-dessous et d’ex-
primer les co6tés du triangle A’ B’ C’ en fonction de ceux du
triangle A B C.

1" Partons de la seconde des relations (3) :
h. h" —a b —a’. b

Fig §.

La figure A B A’ B’ est un quadrilatere inscriptible; d'apres
le premier théoréme de Ptolémée, le produit de ses diagonales
est égal a la somme des produits de ses cotés opposés :



| . h" =
Par suite (A’ B).
doi A B -
Mais
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(A" B). c|a b
tfa b=

C

ab—a’b
ab_a!b11_a1’b!

ab-=j(-|a)®|-b)=ab-{|a" b’|a b’ |a"b

Remplacons, puis appliquons la permutation cyclique :

r g 2D at b
C
13 | poYelbbde
a
C! ai _-I_ C,l a”
C’ A’ — T
b
d’ot
_‘ C. Al B1 —_ a? b! I‘ a'ﬂ b))
(13 'a. B"C =Db ¢ |- b ¢"
( b_ Cq A’ — C’ a, + CH a"

Nous obtenons donc le théoréme suivant (relations (13 ) :

Théoréme V.

Le rectangle construit sur un coté d’'un triangle quelconque
et la distance des pieds des hauteurs abaissées sur les deux
autres cotés est équivalent a la somme des rectangles construits
sur les segments non consécutifs déterminés par ces hauteurs
sur les cotés correspondants.

*

2" Exprimons maintenant les cotés du triangle A’ B’ C' des
pieds des hauteurs en fonction de ceux du triangle A B C (fig. 8).

Nous avions (formule 13) :

A) B! I

Or =
et
d’ou
,.ln a-’_l_b'—’__c-
< 2 a

ab{a’b”
C
b*}ct—2bb”

c*=a*}]b*—2aa"

et
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En outre
,ﬁa'—’—-b‘-’—[—c" ,ﬁbz__cz,lﬂaz
4 =73, Bt b = 2D
car a=a—a’ et b =b — b"”

Portons ces valeurs dans I'expression de A’ B’ :
a'-’—b'-’-l—c'-f.b'-'—c'-’—]—a‘-'_!_a'-’—l—b'-'—cﬁ‘.b'-’—}—c'-’—a'-'
AR _ 2 a 2b 2a 2b
c
s (a4 (b2-c¥][a-(b2-c)]4-[b? + (c?-a?][b2-(c?-a?)]
AR =
4abc

ou, en effectuant et en simplifiant :
v cl@a*fb®—e?
A'B = 2ab
; sy _a(b®ifc?—a’d
Par permutation... (14) B C = 2B ¢

b(*+a*—b?

et C A =

Ce sont les formules exprimant les cétés du ftriangle des pieds
des hauteurs en fonction des cotés du triangle donné.

-,

* *
2. — Partons de la premiére des formules du groupe (3) :
h9 h”! — a C J— a, C’!
] H h. — E',
D’autre part (fig. 1) B o
Multiplions membre & membre :
e 8 a" C_ o
C

Or:

Deux sommetfs d'un triangle quelconque et les pieds des
hauteurs qui en partent sont sur une circonférence ayant pour
diamétre la distance de ces deux sommets :
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A, B, D, E sont sur une circonférence de diamétre A B;
B, C, E, F » » » b B C;
C,A F,D » » » » C A

Par suite, d’aprés le théoréme des sécantes :

aa’=bb ; bb"=cc ; cc”"=aa
Remplacons a a’' par ¢ ¢” dans h’*:

hl 2 C L a’ -
ou c* = a*-|-h?*. Théoréme de Pythagore.

%
— Reprenons l'expression de h’* (fig. 1):

po 2@ (c”—[—c )

12

a
c
, aac
ou h-:a(a—a’)wl—T
mais aa =cc’
Donc Wh*P=aa | cc ! (15)
ou aussi, puisque ¢ ¢’ =bb".. ' A"'? =a a” | b b’ \

Les relations (15) donnent lieu au théoréme suivant :

Théoréme VI.

Le carré construit sur une hauteur d'un triangle quelcongue
est équivalent au rectangle construit sur les segments qu'elle
détermine sur le coté correspondant plus le rectangle ayant pour
dimensions l'un des deux autres cdtés et la projection du second
sur lui.

Gas partiqulier.
A=090:b"=¢=0:
(15) devient : h'*=4g &

On retrouve ainsi une relation connue, —
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La seconde des égalités (15) peut s'écrire (fig. 1) :
h'® =a a” b b” |- b"*

Par permutation h”* = b b” } ¢’ ¢” -} ¢”*
et hm? =c¢ ¢ | a a” -} a”*
d’olt résulte
(M hEf-h"2 b= (@ - b |- ¢ -}-2(@"a” |-b'b" |- ')

En partant de l'autre égalité

h* =a a” -|- c ¢,

on trouve, aprés les mémes transformations :
O w*f-h"? |-h*=@*=—b*|-c?)4|2(@a’-|-b’b”-|-c'c”)

De (I) et (I)” résulte :
(16) a* b |-c?=a"* 0| "

c'est-a-dire :

Théoréme VII.

Les sommes des carrés construits sur {trois segments non
consécutifs déterminés sur les cotés d’un triangle quelconque par
les hauteurs correspondantes sont égales.

La relation (16) a été établie sans I'intermédiaire du théoréme
de Pythagore.

Gonséquence géoméltrique.

De (16) :
(b’? — b"%) = (@"* — a’?) - (¢"* — ¢
ou
(b’=—Db") (b’—Db") = (@"--a) (@ —a) |- " }c) ("—cN
ou (Fig. 9) :
bbCL ~a CK-J|c¢cBM
ou

CS®—=CR*4BT®
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Par suite les segments C S, C R et B T sont les cotés d'un
triangle rectangle; d’on le théoréme suivant :

Théoréme VIII.

Si avec les pieds des hauteurs d’un triangle comme centres et
les petits segments qu’elles déterminent sur les cotés correspon-
dants comme rayons on décrit des circonférences el qu’aux
points ou elles coupent les grands segments on éléve des L aux
cotés jusqu'a leurs points d’intersection avec les circonférences
décrites sur ces cotés comme diamétres, les distances de ces
points aux extrémités des grands segments sont les cétés d’'un
triangle rectangle.

Remarque.

De (I)' ou (Iy” on peut déduire le théoréme de Pythagore en
supposant A — 90°.
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V.

Application des formules du groupe (1)

1. Abaissons de deux sommets A et B d’'un triangle A B C
les hauteurs h’ et h” sur les cotés opposés B C et A C et
prolongeons-les jusqu'a leurs points d'intersection T et K avec
les circonférences décrites sur ces cotés comme diamétres. Puis
dessinons des circonférences avec les extrémités A et B du
troisieme coté comme centres et leurs distances a ces points
K et T comme rayons (fig. 10).

Soit M un point d’intersection de celles-ci.
Partons de la premiere des relations (1) :
c’=aa | bb”

ou ¢*=BT? | AK:=BM? |} AM?

Par suite, M est situé sur la circonférence décrite sur A B
comme diamétre.

En outre, soit X le point d’intersection de cette circonférence
et de la troisieme hauteur h’ situé du méme coté de A B que
M. Nous avons :

1) AX*=cec=>bbD"
Mais 2) AM2=AKz2=nb>0Db"
De 1) et 2) résulte AM=AX

On en conclut que M est confondu avec X.

Nous sommes donc conduits au théoréme suivant :

Théoréme IX.

Si lon décrit des circonférences ayant pour centres les extré-
mités d'un coté d’un triangle acutangle et pour rayons leurs
distances aux points d'intersection des hauteurs qui en partent
avec les circonférences décrites sur les cofés opposés comme
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diamétres, ces circonférences se coupent aux points d'intersection
de la troisiéme hauteur et de la circonférence décrite sur le coleé
opposé comme diamétre.

Du théoréme ci-dessus découle le suivant :

Théoréme X.

Si avec deux cotés d'un triangle comme diamétres on décrit
des circonférences, elles sont coupées par les hauteurs correspon-
dantes en quatre points situés sur une circonférence ayant pour
centre le point d’intersection des deux cotés considérés (fig. 11).

Premiére démonstration (basée sur le théoréme précédent).

D’aprés le théoréme qui précéde, les circonférences (A K) et
(B T) de centres A et B se coupent aux points d'intersection
M, P de Ila circonférence de diamétre A B et de la hauteur
correspondante h'”. De méme, les circonférences (A K) et (C T)
de centres A et C se coupent aux points d’intersection K, Q de
la circonférence de diamétre A C et de la hauteur correspon-
dante h”. Les quatre points M, P, K, Q sont donc bien sur une
méme circonférence de centre A (rayon A K).

Deuxiéme démonstration.

Soient respectivement M, P et K, Q les points ot les cir-
conférences décrites sur les cotés A B et A C comme diamétres
sont coupées par les hauteurs correspondantes h™ et h”.

M est le symétrique de P par rapport 2 A B, donc :

1) AP=AM
et Q le symétrique de K par rapport a A C, donc :
2) . AQ=AK
mais -
AK?=b>bbD" et AM? =cc
d’ot

3) AK=AM, car bb”=cc.
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De 1), 2) et 3) résulte
AP—=—AM=AK=AQ

Les quatre points M, P, K, Q sont donc sur une méme cir-
conférence de centre A.

Remarque.

Les trois circonférences de centres A, B, C et de rayons
A K, B P, C T auxquelles donne lieu le théoreme X ont pour
centre radical l'orthocentre du triangle.

En effet, du théoreme IX résulte que les cordes communes
4 ces trois circonférences sont les hauteurs du triangle A B C.

*
%k *

2. Considérons un cercle de rayon r; choisissons un point
extérieur quelconque P que nous joignons aux extrémités d'un
diamétre quelconque A B, puis envisageons le triangle A B P
ainsi obtenu (fig. 12),

Soit BP=ag PA=bAB=u=t
Appliquons le théoréeme Il au coté A B:
' =100 b
c* —-a(a—a’)-|-b(b—0>b)
d’ol a*-|-b* —2t*=4r*
ou (17) PA?-|-PB?—2t*=4r?

Nous pouvons faire abstraction du triangle P A B et
énoncer ce resultat sous forme de théoréme :

Théoréme XI.

La somme des carrés construits sur les distances d'un point
extérieur variable aux extrémités d’un diamétre quelconque d’un
cercle fixe diminuée du carré inscrit dans le cercle ayant pour
rayon la tangenie du point considéré est une quantité cons-
tanfe et égale au carré construit sur le diamétre du cercle donné.



Fig 12.

La formule (17) est vérifiée directement dans les cas parti-
culiers ot le point P est sur la circonférence ou sur la tangente
a I'une des extrémités du diamétre A B,

VL

Gonséquences résultant de la formule (17).

1. La formule (17) permet d’établir une nouvelle démonstra-
tion du théoréme de la médiane.

Soit A B C un triangle quelconque et soit a déterminer la
longueur de la médiane M ¢ du cété A B. Decrivons une cir-
conférence sur A B comme diamétre et appliquons le théoréme IX
(formule 17) au point C (fig. 13):



B .
Fig 43.
CA*4}+ CB*—2t2=4r*
ou (fig. 13)... c*=a*-}b?*—2t°*
P 2 2 C'
c*=a? -} b —-2(Mc— 4.)

d’on

(18) a* -}- b* — -
' M2 l_ﬁ___?"_
& 2
Cest la formule exprimant une médiane d’un ftriangle en
fonction des trois colés.
k
2. Supposons que le point P soit fixe et la position du

diametre A B variable (fig. 14) :

Théoréme XII.

Pour le méme cercle, la somme des carrés construits sur les
distances d’'un point extérieur fixe aux extrémités d'un diamétre
quelconque est constante et égale au carré construit sur le
diamétfre augmenté du carré inscrit dans le cercle ayant pour
rayon la tangente menée du point au cercle donné :

PA 4+ PB?=(2n?-4 (t V2)? = const.

*
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3. Admettons que le point P soit variable mais assujetti a
rester sur une circonférence concentrique au cercle donné et
que la position du diamétre A B soit quelconque (fig. 15):

Théoréme XIII.

La somme des carrés construits sur les distances d'un poinl
quelconque d’un cercle aux extrémités d’'un diamétre quelconque
d’un cercle intérieur concentrique est constante et égale a la
somme des carrés inscrits dans les deux cercles. '

En effet, nous avons (formule 17) :

PA?4PB2—2t2=4r?

Ici, la longueur de la tangente t est la méme pour chaque

position de P : *=R*—r"*
Remplagons

PA*}PB*=( V2)* - (R V2)? = const.
ou PA?|-PB2=P A2 4 PPB? = const.

pour tous les points P, P’,... sur la circonférence R et tous les
diameétres A B, A’ B’,... du cercle r.

4. Supposons que P A soit constant, c’est-a-dire que le point
P se déplace sur une circonférence ayant son centre & I'une des
extrémités A du diametre A B (fig. 16). La relation (17) devient:

Bl S,

PB? — (t Vy2)°=@2r? — P A? = consl.
d'olr:
Théoréme XIV.

Si un point P se déplace sur une circonférence ayant pour
centre une extrémité d'un diamétre d’un cercle donné, la différence
entre le carré construit sur sa distance a lautre extrémité du

9
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diamétre et le carré inscrit dans le cercle ayant pour rayon la
tangente du point P est constante et égale a la différence des
carrés construits sur le diamétre du cercle donné et le rayon du
cercle décrit par P.-

5. Soit P un point mobile sur une circonférence R, r un
: r
cercle concentrique eti

(fig. 17):

un cercle tangent intérieurement a r

Théoréme XV.

Etant donnés deux cercles tangents intérieurement, le petit
passant par le centre du grand, si un point P se déplace sur un
cercle concentrique au grand : 1° Le carré inscrit dans le cercle
ayant pour rayon la tangente du point P au petit cercle diminué
du carré construit sur sa distance au point de contact des deux
cercles est une quantité constante et égale a la différence des
carrés construits sur les rayons des cercles concentrigues. 2° Le
carré construit sur la distance du point a lextrémité du diamétre
du point de tangence augmenté du carré inscrit dans le cercle
dont le rayon est la tangente du point au petit cercle est une
quantité constante et égale a la somme des carrés construits sur
le rayon du grand cercle donné et sur le coté du triangle équila-
téral inscrit dans le cercle que décrit le point.

En effet :

1" Le cercle décrit par P ayant pour centre une extrémité C

d'un diametre du cercle -;—, on a, d’apres le théoréeme précédent:
PB*—2t* —--(22—)-—R'

ou

§ 7 2tr_PBToR— = const
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La premiére partie est ainsi démontree.

2° Le point P se déplagant sur un cercle concentrique au
cercle r, on a pour ce point par rapport au cercle r la relation
(th. XIII) :

PA: |-PB*=2r* -} 2R*
Additionnons avec (I) :
(I PA?+4+2t*=r*4 3 R? = const.

ce qui démontre la seconde partie.

En outre, si I'on additionne (I) et (II) :
PA* —PB?-| (21?= (2 R)* = const,

donc indépendant des rayons des cercles donnés.

Cas particulier du théoréme XV.

St R = r, les relations (I) et (II) ci-dessus deviennent (fig. 18
et 19) :

7 PB:= 24
1y PA*42t>=4r?

et s’expriment comme suit :

Théoréme XVI.

Pour deux cercles tangents intérieurement de rayons dans lg
rapport 1 : 2, chaque corde du grand menée par le point de
contact est égale au coté du carré inscrit dans le cercle ayant
pour rayon la tangente menée au petit cercle par lextrémité de
la corde.

Théoréme XVII.

Etant donnés deux cercles tangents intérieurement de rayons
dans le rapport 1 :2, le carré construit sur la distance d’un
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point P du grand & lextrémité du diamétre du point de contact
augmenté du carré inscrit dans le cercle dont le rayon est la
tangente menée du point au cercle intérieur est une quantité
constante et égale au carré construit sur le diaméfre du grand
cercle.

*

6. Soit A B C un triangle quelconque. Décrivons une circon-
férence sur chaque cOté comme diametre et menons-lui une
tangente du sommet opposé; appelons a, b, c, les cotés du
triangle, r’, r”, t’” les rayons des circonférences et t’, t”, t' les
longueurs des tangentes en question (fig. 20).

En appliquant le théoréme IX, nous avons successivement :

a?--b?— 212 =4 "
b? | c*—2¢t*—-47r"*
c?fa? =2t =4

Additionnons membre 4 membre :

a* 4 bt ef=( V'L V2)° 4 @t” V2)* ou:

Théoréme XVIII.

La somme des carrés construits sur les trois cotés d'un trian-
gle quelcongque est équivalente a la somme des carrés inscrits
dans les trois cercles ayant pour centres les sommets du triangle
et pour rayons respectifs les tangentes menées de ces sommets
aux circonférences décrites sur les cotés opposés comme diamétres.

%

7. Soit A B un diametre quelconque d’un cercle donné, P un
point extérieur fixe ou taebile sur un cercle concentrique (fig. 21).

Nous avons (formule 17) :

PA*+4+ PB* —21t*—=4r"*

d’autre part

PA>}PB®?—2PA PBcosy=4r"
d’ott PA PB. cosy—t*
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ou, en désignant par S la surface du triangle P A B :

S. cotg y = %

c'est-a-dire :

Propriété.

Etant donné un cercle, si l'on joint un point extérieur P fixe
(ou mobile sur un cercle concentrique) ‘aux extrémités d'un
diamétre variable du cercle donné, le produit de la surface du
triangle ainsi formé par la cotangente de I'angle en P est cons-
tant.

Cette propriété permet de résoudre le probléme suivant :

Probléme.

On donne un cercle de rayon r et un point extérieur P.
Construire un diamétre de ce cercle tel que si 'on joint ses
extrémités au point P, 'angle en P soit de 45° (fig. 22).

y = 45°; cotg y = 1
La relation précédente devient :
1) 2 8 =1"

Soit /4 la hauteur du triangle déterminé par le diametre X Y
cherché et le point P (fig. 23) :

2) 28=2r1rh
De 1) et 2) : f*=[27% h

t est donc moyen proportionnel entre 2 r et h; ¢t et r étant
connus, on peut construire h. Connaissant &, on décrira avec P
comme centre une circonférence de rayon /i et on lui ménera
du centre O du cercle r des tangentes qui coupent la circonfé-
rence r aux extrémités X Y, X' Y’ des diamétres demandés. Il
y a deux solutions.
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Remarques.
1) Si y = 307 ;
“t?2=28S V3 =2r V3)h

On peut construire la longueur (2 r \ 3) puis h. On termine
alors comme ci-dessus.

= 60" :
1

.§~—

2) Si Y
t2e=iZ §- ——h

2_r
V3

-—

' ?

On construit facilement %L puis h et par suite X Y et X’ Y".

3) Si y est quelconque :

t? =2 S. cotg y = (2 r. cotg y). h.

On construit la longueur (2r. cotg y); on peut alors construire
h, puis X Y et X’ Y' comme dans le probleme ci-dessus.

Porrentruy, Novembre 1913.
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