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N. 6.

MATHEMATIQUES.

Note sur les caraclta dc divisibililc par un nombre premier quelconque,

presentee

Par Durand.

Dans le dernier siecle la parlie des mathematiques que l'on appelle plus
parliculieremenl la theorie des nombres etait beaucoup plus cullivee dans
les ecoles que de nos jours. Elle renferme, en effet, une foule de propridtds
plus curieuses qu'uliles, et en presence du grand developpement que pre-
nait la science, force qu'on etait d'en restreindre le cadre il etait nalurel,
que l'ou eliminät de l'arilhmetique et de l'algebre tout ce qui n'elait pas
necessaire ä ('intelligence de la geomelrie analytique et de I'analyse pure
devenues ddsormais la base et le falle des mathematiques modernes. Ainsi,
par exemple, tout ce qui, dans les livres elemenlaires, est resle de la divisibility

des nombres, se reduil aux caracleres de divisibility par 2, 3, 5, 9 et
11. La melhode donnee dans les trailes d'algebre est bien generale, mais

son application au-delit des nombres cites devient si compliquee, qu'on ne
s'en sert jamais. J'en ai donne une parliculiere aux nombres 7 et 13 et je
l'ai diclee quelquefois comme note ajouler it mes colliers d'arilbmytique ;

mais, outre qu'elle n'esl pas tres-simple, elle ne s'applique qu'i ces deux

nombres, ce qui la rend peu elegante.
II y a quelques annees, dans l'une des premieres seances ordinaires de la

Sociele d'emulalion noire honorable prysident m'engogea a revoir cette
parlie h propos d'un theorfime non demontre qu'il avait retrouvd dansd'an-
ciennes notes, et relalif & un caractere de divisibility applicable ä lout
nombre premier, jusqu'i 101, et que l'on pourrait facilemenl etendre au-
delii, si l'on voulait.

Ce theoryme le voici lei h peu pres qu'il m'a etd fourni, sans demonstration

:

Si un nombre donne quelconque est multiple d'un certain nombre
premier, il existe toujours un facteur tel, qu'en le multipliant par les unites du
nombre donne et ajoutant le produii aux dhaines de ce nombre, le nombre
resultant sera aussi un multiple du meme nombre premier.
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Aiusi, pour en donner tout de suite uue application qui fera plus facilement

saisir le sens de eel dnonce general, le faclcur correspondant au nom-
bre premier 29 etanl 3, pour verifier, par exemple, si le nombre 16878 est

un multiple de 29, on en detachera le chifire des unites 8, puis, mullipliant
ce chifire par 3, et ajoutant le produil 24 aux 1687 dizaines du nombre
donne, on trouvera pour resullat 1711 qui devra elre un multiple de 29,
si le nombre donne 16878 en est un lui-mäme. Mais ce nombre 1711 n'e-
tant pas beaucoup plus facilement reconnaissable comme multiple de 29 que
le nombre donne, on pourra lui appliquer aussi le llieorenie, en scparanl le

chifire 1 des unites, en multiplianl ce chifire par 3, et ajoutant le produitS
aux 171 dizaines, ce qui donne pour resultal le nombre 174, qui devra &lre

un multiple de 29 si 1711 et par suite, si 16878 en est un. Ce nombre
174 est dejb beaucoup plus facilement reconnaissable comme multiple de
29 que les precedents; mais on peut aller encore plus loin, par une nouvelle
application du theorfime sur ce nombre 174 el scparanl les 4 unites, les

mullipliant par 3, et ajoutant le produit 12 aux 17 dizaines, on obtient pour
resultal le nombre 29 qui elant evidemment un multiple de 29 nous ap-
prend que 174 en est un aussi, par suite le nombre 1711 et enfin le propose

lui-mSme 16878.
Mais comment trouver le facteur 3 qui nous a servi pour reconnahre Ta

divisibility du nombre 16878 par le nombre premier 29 C'est lä precise-
ment l'objel du petit travail que je viens vous soumellre.

feupposons d'abord, pour fixer les idees, qu'il s'agisse de determiner le

facteur correspondant au nombre premier 7; nous generaliserons ensuile.
En designant para, d, c, m, etc., respeclivement les cliiffres des unites,

des dizaines des cenlaines, des mille etc., d'un nombre quelconque, on

peul representer algebriquement ce nombre par l'expression
1000 m + 100 c+ 10 d-\-u (1)

Soil x le facteur clierche; le produit de ce facteur par les u unites de ce
nombre elaut ux, et les dizaines de ce nombre formant un nouveau nombre

represenle par
100 m -f- 10 c + d

(comme il est facile de le reconnailre, puisque les dizaines, cenlaines, mille,
du premier, devienncnl respectivcment les unites dizaines ccntaines, du
second), si Ton ajoule le produit ux aux (100 m -j- 10 c + d) dizaines du
nombre donne, on obtiendri la nouvelle expression

100 m -(- 10 c + d + ux (2)

qui, suivant le tbeoreme doit fitre un multiple de 7 lorsque le nombre
donne en est un.

Or, en mullipliant cette expression par 10, elle reslera evidemment encore
un multiple de 7, si eile l'est dejä, et eile ne changera pas non plus, si on y
ajoule et en soustrait i) la fois la meme quanlite u; ces deux operations ra-
menenl l'expression (2) it la forme

1000 m + 100 c + 10 d + u) + (10 ux — u) (3)
et cette expression (3) tout comme l'expression (2) doit <5tre un multiple de
7 en meme temps que ['expression (1). Mais l'expression (1) formant la pre-
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mierc partie de l'expression (5), et elant supposee un multiple de 7, pour
que ['expression (5) tout entiere le soil, il faut et il audit que la seconds

partie (10 ux—u) le soit aussi; et celle-ci pouvant se separer en deux fac-
teurs u (10 x — 1), dont le premier est un chiffre quelconque pour que
cetle partie soit un multiple de 7 quelque soit il faut et il sufBt encore

que l'autre facteur (10 x — 1) en soit un.
Posons done 10 a: — 1=7 k (.4)

k represenlant un nombre en tier quelconque.
A la seule inspection de celte formule on reconnait que 7 k augmenle

de 1 doit tire un multiple de 10, e'est-i-dire que (7 k —1) doit tire lermi-
ne par un 0, ce qui exige que 7 k soit lermine par un 9, condition qu'on
ne peut remplir qu'en faisanl k — 7, k — 17, etc., d'oü resulle x S>

a; 12, etc. Mais cetle metbode ne donnant pas directement toutes les

solutions dont la question est susceptible, nous allons trailer l'equalion (4)
h la maniere des equations indelerminees du premier degre.

En la resolvant d'abord par rapport a k, on aura
10 a; — 1 3a: — 1

k x -|
7 7

La fraction complementaire devant pouvoir se reduire h un nombre cn-
tier, si a; et A; le sont en meme temps, ce qui est exige par la question, nous
la representerons par e, et l'on aura

k x + e (5)-

5 x — 1 7 e-f- i e + f
Avec eou5a: — 1 7e ou a; 2 e -)

7 3 3
e -1* 1

Dcsignant par e la fraction complementaire 'qui doit pouvoir se ra-
mener ä un nombre entier, on aura 3

x 2 e + e (6)
e +1

Avec e ou e 3 e — 1 (7)
3

Celte derniere substitute dans (6) donnera

x 7 e — 2 (8)
tqualion dans laquelle e represente un nombre entier quelconque, et x le
facteur propre a verifier la divisibilite d'un nombre donne par 7, au moyen
du iheortme cite plus baut.
e l donne x— 5, comme nous l'avons dejit trouvt.
e 2 donne a: 12, etc. On voit que le nombre des solutions est illimile
mais il est clair que dans la pratique la premiere doit tire preferee.

Pour verifier, par exemple, si 1176 est un multiple de 7, on operera ainsi.
117.G Separant les 6 unites par un point, on posera sous les 117

dizaines le produit 30 des 6 unites par le facteur 5 et on

additionnera, ce qui fournil le nouveau nombre 147, sur
lequel on opere de mtme.
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On retombe par ce ealcul sur le nombre 49 qui elanl connu comme

multiple de 7, nous apprend que 1176 eu est un aussi.

Si dans ['equation (8) on fait e 0, il vient a =— 2, et il est facile d'in-
terpreter celle solution negative qui serait comprise dans l'equalion (4) en

y faisant k — 3. En effet, en suivant la regie lilleralement, on devrait
multiplier les unites du nombre donne par — 2 ce qui donnera un produit
negalif, et ajouler ce produit nügalif aux dizaines du Dombre, ce qui revient
evidemment ä soustraire ce produit considere comme positif. Le calcul se

disposerail alors de la maniere suirante.
117.6

— 12 *

10.9
— 10 «

0
Et 0 devant et re considüre comme un multiple de 7, savoir (0X')> '' est

reconnu par lü que 1176 en est un aussi.
Ce facteur —2, ou si Ton veut ce facteur 2, en rempla^anl dans la regie

l'addilion par une soustraction est encore preferable au facteur 5 pour
deux raisors ; 1° parce qu'il est plus petit; 2° parce que, en suite du rem-
placement de l'addition par une soustraction les resultals successifs dimi-
nuent plus rapidement, ce qui est le principal objet de la melhode.

On pourrait repelcr les mümes calculs pour les nombres premiers 13, 17,
19, 23, etc, et obtenir ainsi les facteurs correspondants ft cbacun de ces
nombres premiers; maisnous allons cbercher maintenant une formule generale

qui contienne tous les cas.

Reprenons l'equalion (4) 10 a: —1=7 k particuliere au nombre premier
7. Si nous voolons la rendre applicable 1 un nombre premier quelconque p,
il suffira d'y substituer p it 7, et l'on aura 10 a: — 1 =pk, d'oii l'on lire

p/t + 1

x= (9)
10

Or x devant Sire un nombre entier et k aussi, on voit que pour que celle
condition soil remplie, il faut et il suffit que le produit pk soit termine par
un 9, ce qui sera toujours possible lorsquep sera un nombre premier, puis-

que excepte 2 et 5 tous les nombres premiers sont terminus par 1 3, 7 ou
9, lesquels chiffres multiplies respectivement par 9, 3, 7 ou 1 donnenl un

produit terming par 9. Ainsi
Pour les nombres premiers terminds par 1, tels que 11, il faudra prendre

k 9, d'oü l'on tirera x —10 pour le facteur correspondant.
Pour les nombres premiers terminus par 3, comme 13, il faudra prendre

k 3 d'oü x 4;
Pour les nombres premiers lermines par 7, comme 17, il faudra prendre

k 7 d'oü a; 12;
Et pour les nombres premiers lermines par 9, comme 19, il faudra prendre

k 1 d'oü x 2.

On reconnait que par celle formule, l'on trouve les facteurs correspon-
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danls aux nombres premiers termines par 1 el 7 beaucoup plus forts que
les facteurs correspondants aux nombres premiers termines par 3 et 9; c'est
done pour ces derniers que les facteurs obtenus par la formule (9) sont le

plus avantageux. Mais en chercbant ce que devient la formule (4) lorsqu'on
remplace dans l'enonce du theorüme general l'addilion par une soustrac-
tion, on voit, en repetant, sauf celte modification, le raisonnement elabli
plus baut pour le cas parliculier du nombre 7, que le produit tlx d'additif
devenant soustraclif, celte formule (4) deviendra en y remplagant en outre
7 par p, el ft par — ft, (puisque c'est un nombre quelconque positif ou ne-
gatif, mais enlier) — 10 x — 1 —pk, d'oü 1'on tire

+pk — 1

x (10)
10

Et pour que x soit entier en müme temps que k, il faut et il suflit mainle-
nant que le produit pk soit lermiue par 1 ce qui aura lieu si l'on prend
k 1,3, 7, 9, suivaut que p sera termine par 1, 7, 3 ou 9.
Ainsi pour p 11, on prendra k 1 d'oü x — 1 ;

pour p 13, on prendra k — 7 d'oü x 9;
pour p 17. on prendra ft 3 d'oü x S ;

Et pour p 19, on prendra ft 9 d'oü x —17.
On relrouve ici ä faire la meme observation que celle deji fonrnie parl'em-
ploi de la formule (9) mais dans un ordre inverse en sorte que, avec la

soustraclion, ce sont les nombres premiers termines par 1 et 7 qui on', les

plus pelils facteurs correspondants, par suite les plus avantageux.
La formule (g) qui se rapporle a l'addilion du produit, devra done etre

employee de preference pour les nombres premiers termines par 3 el 9; et
la formule (10) qui se rapporte a la soustraclion devra £tre preferee pour
les nombres premiers termines par 1 et 7. En operant ainsi ou oblient
les plus pelits facteurs possibles, conformement au tableau suivant.

Nombres premiers.
Facteurs correspondans

moycnoaiit addition.
Nombres premiers.

Facteurs correspondants
mopennant soustraclion. j

5 1 7 2
13 4 11 1

19 2 17 5
23 7 31 3
29 3 37 11
43 13 41 4
33 16 47 14
59 6 61 6
73 22 67 20
79 8 71 7
83 25 97 29
89 9
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