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N. 6.

MATHEMATIQUES.

Note sur les caraclbres de divisibilité par un pombre premier quelconque,

présentée

Par Jd. Durand.,

Dans le dernier siécle , la partie des mathématiques que I'on appelle plus
particuliérement la théorie des nombres, était beaucoup plus cultivée dans
les écoles que de nos jours. Elle renferme, en effet, une foule de propriétés
plus curieuses qu’utiles, et en présence du grand développement que pre-
nait la science, forcé qu'on était d’en restreindre le cadre, il élait naturel,
que 'on élimindt de larithmétique et de V’algébre toul ce qui n’élait pas
nécessaire & I'intelligence de la géométrie analytique et de Ianalyse pure,
devenues désormais la base et le faile des mathémaliques modernes. Ainsi,
par exemple, tout ce qui, dans les livres élémentaires, est resté de la divisi-
bilité des nombres, se réduit aux caractéres de divisibilité par 2, 3, 5, 9 et
11. La méthode donnée dans les traités d’algébre est bien générale, mais
son application au-deld des nombres cilés devient si compliquée, qu’on ne
g’en sert jamais. J’en ai donné une particuliére aux pombres 7 et 13, et je
I’ai dictée quelquefois comme nole A ajouter & mes cahiers d’arithmélique ;
mais, outre qu’elle n’est pas trés-simple, elle ne s’applique qu’a ces deux
nombres, ce qui la rend peun élégante.

Il y a quelques années, dans I'une des premiéres séances ordinaires de la
Sociélé d’émulation , notre honorable président m’engagea 3 revoir celte
partie & propos d’un théoréme non démontré qu’il avait retrouvé dansd’an-
ciennes notes, et relatif & un caractére de divisibilité applicable & tout
nombre premier, jusqu'a 101, et que 'on pourrait facilement étendre au-
deld, si 'on voulait.

Ce théoréme , le voici, tel & peu prés qu’il m’a été fourni, sans démons-
tration :

Si un nombre donné quelconque est multiple d’un certain nombre pre-
mier, il existe toujours un facteur tel, qu'en le multipliant par les unités du
nombre donné et ajoutant le produit aux dizaines de ce nombre, le nombre
résultant sera aussi un multiple du méme nombre premier.
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Aivsi, pour en donner tout de suite une application qui fera plus facile-
ment saisir le sens de cel énoncé général, le facleur correspondant au nom-
bre premier 29 étant 3, pour vérifier, par exemple, si le nombre 16878 est
un multiple de 29, on en détachera le chiffre des unités 8, puis, multipliant
ce chilfre par 3, et ajoutant le produit 24 aux 1687 dizaines du nombre
donué, on trouvera pour résullat 1711 qui devra éire un multiple de 29,
si le nombre donné 16878 en est up lui-méme. Mais ce nombre 1741 n’é-
tant pas beaucoup plus facilement reconnaissable comme multiple de 29 que
le nombre donné, on pourra lui appliquer aussi le théoréme, en séparant le
chiffre 1 des unités, en multipliant ce chiffre par 3, et ajoutant le produit 3
aux 171 dizaines, ce qui donne pour résultat le nombre 174, qui devra étre
un multiple de 29, si 1711, et par suite, si 16878 en est un. Ce nombre
174 est déja beaucoup plus facilement reconnaissable comme multiple de
29 que les précédents ; mais on peut aller encore plus loin, par une nouvelle
application du théoréme sur ce nombre 174, et séparant les 4 unilés, les
multipliant par 3, et ajoutant le produit 12 aux 17 dizaines, on obtient pour
résullat le nombre 29, qui élant évidemment un multiple de 29 nous ap-
prend que 174 en est un aussi, par suite le nombre 1711 et enfin le pro-
posé lui-méme 16878. ,

‘Mais comment trouver le facteur 3 qui nous a servi pour reconnaitre [a
divisibilité du nombre 16878 par le nombre premier 29 ? C'est la précisé-
went 'objet du pelit travail que je viens vous soumeltre.

Supposons d’abord, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de délerminer [fe
facteur correspondant an nombre premier 7; nous généraliserons ensuite.

En désignant paru, d, ¢, m, etc., respectivement les chiffres des unités,
des dizaines , des centaines, des mille, etc., d’un nombre quelconque, on
peut représenter algébriquement ce nombre par I'expression

veeree 1000 m 4100 ¢ 410 d -2 (1)
Soit z le facteur cherché; le produit de ce facteur par les % unilés de ce
nombre étaut ux, et les dizaines de ce nombre formant un nouveau nombre
représenlé par

v 100m 4 10¢ 4 d

(comme il est facile de le reconnaitre, puisque les dizaincs, centaines, mille,
du premier, deviennent respectivement les unités, dizaines, cenlaines, da
second), si 'on ajoute le produit vz aux (100 m -+ 10 ¢ 4 d) dizaines du
nombre donné, on obtiendra la nouvelle expression .

veeee 100 m 4+ 10 ¢ +d 4 ux (2)
qui, suivant le théoréme , doit étre un multiple de 7, lorsque le nombre
donné en est un.

Or, en multipliant cetle expression par 10, elle restera évidemment encore
un multiple de 7, si elle 'est déja, et elle ne changera pas non plus, si ony
ajoule et en soustrait a la fois la méme quantité « ; ces deux opérations ra-
menent expression (2) & la forme , '

(¢00re- 1000 m 4 100 ¢ + 10 d + u) 4 (10 ur — u) (3)
et celte expression (3) toul comme Pexpression (2) doit étre un multiple de
7 en méme temps que ’expression (1). Mais expression (1) formant la pre-
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miére partie de 'expression (3) , et élant supposée un mulliple de 7, pour
que expression (3) tout entiére le soit, il faut et il suffit que la seconde
partie (10 ux — u) le soit aussi ; et celle-ci pouvant se séparer en deux fac-
teurs % (10 x — 1), dont le premier est un chiffre quelconque, pour que
cetle partie soit un multiple de 7 quelque soit #, il faut et il suffit encore
que 'autre facteur (10 z — 1) en soit un.
Posons donc, 10z —1="17kK (4)

k 1eprésentant uo nombre entier quelconque.

A la seule inspection de cette formule , on reconnait que 7 k augmenté
de 1 doil étre un multiple de 10, c’est-a-dire que (7 k - 1) doit étre termi-
né par un 0, ce qui exige que 7 k soit terminé par un 9, condilion qu’on
ne peut remplir qu’en faisant k = 7, k =17, etc., d’olt résulte x =25
x = 12, etc. Mais cetle méthode ne donnant pas directement toutes les
solutions dont la question est susceptible, nous allons traiter I’équation (4)
a la maniére des équations indéterminées du premier degré.

En la résolvant d’abord par rapport & k, on aura

10z —1 S3xz—1

f=—— =z -
7

La fraction complémentaire devant pouvoir se réduire & un nombre en-
tier, si x et k le sont en méme temps, ce qui est exigé parla question, nous
la représenterons pare, et I’on aura

k=gz+e (5
5z—14 Te41 e+1
Avec =eoudx—1=Teounzx= =2e¢ 4} ———
7 3 3
e41

Désignant par é la fraction complemenlalre
mener & un nombre enlier, on aura

qui doit pouvoir se ra-

z=2e-4¢ (6)
e+ 1
Avec —éoue=273¢ — 1 (7)
3
Cette derniére substituée dans (6) donnera
r="T¢—2 (8)

équation dans laqueile é représente un nombre entier quelconque, et z le
facteur propre a vérifier la divisibilité d’un nombre donné par 7, au moyen
du théoréme cilé plus haut.
é=1 donne x= B, comme nous 'avons déji trouvé.
¢ =2 donne z =12, etc. On voit que le nombre des solutions est illimité
mais il est clair que dans la pratique la premiére doit éire préférée.

Pour vérifier, par exemple, si 1176 est un multiple de 7, on opérera ainsi.

117.6  Séparant les 6 unités par un point, on posera sous les 117

+ 350 ° dizaines le produit 30 des 6 unités par le facteur ¥ et on
14.7 additionnera, ce qui fournit le nouveau nombre 147, sur

35 8

49

lequel on opére de méme.
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On retombe par ce ealcul sur le nombre 49, qui étanl connu comme
multiple de 7, nous apprend que 1176 en est un aussi.

Si dans I’équation (8) on fait é=0, il vient z=— 2, et il est facile d’in-
terpréler cetle solution négative qui serait comprise dans I’équation (4) en
y faisant k = — 3. En effet, en suivant la régle liltéralement, on devrait
multiplier les unités du nombre donné par — 2, ce qui donnera un produit
négaltif, et ajouter ce produit négatif aux dizaines du nombre, ce qui revient
évidemment a soustraire ce produil considéré comme positif. Le calcul se
disposerait alors de la maniére suivante.

117.6
— 12 =

10.9
— {0 =

0
EL 0 devant étre considéré comme un multiple de 7, savoir (03X 7), il est
reconnu par la que 1176 en est un aussi.

Ce facleur — 2, ou si I'on veul ce facteur 2, en remplagant dans la régle
’addition par une soustraction , est encore préférable au facteur 5 pour
deux raisons ; 1° parce qu’il est plus petit ; 2° parce que, en suile du rem=
placement de I’addition par une soustraction, les résultats successifs dimi-
nuent plus rapidement, ce qui est le principal objet de la méthode.

On pourrait répéter les mémes calculs pour les nombres premiers 13, 17,
19, 23, etc, el oblenir ainsi les facteurs correspondants 4 chacun de ces
nombres premiers; mais nous allons chercher maintenant une formule géné-
rale qui contienne tous les cas.

Reprenons I’équation (4) 10 £ —1 =7 k particuliére au nombre premier
7. 8i nous voulons la rendre applicable 3 un nombre premier quelconque p,
il suffira d’y substituer p & 7, et I'on aura 10 £z — 1 = pk, d’ot1 l'on tire

pk-41

L= 9)
10

Or z devant &tre un nombre entier et & aussi, on voit que pour que celle
condition soit remplie, il faut et il suffit que le produit pk soit terminé par
un 9, ce qui sera toujours possible lorsque p sera un nombre premier, puis-
que excepté 2 et B tous les nombres premiers sont terminés par 1, 3, 7 ou
9, lesquels chiffres multipliés respectivement par 9, 3,7 ou1, donnent un
produit terminé par 9. Ainsi .

Pour les nombres premiers terminés par 1, tels que 11, il faudra prendre
k=29, d’ot I’on-tirera £ =10 pour le facteur correspondant.

Pour les nombres premiers terminés par 3, comme 43, il faudra prendre
k=3 d’od 2 =4;

Pour les nombres premicrs lerminés par 7, comme 17, il faudra prendre
k=T doh 2=12;

Et pour les nombres premiers terminés par 9, comme 19, il faudra pren-
dre k=1 JLou 2 =2.

on reconnait que par cetle formule, 'on trouve les facteurs correspon-
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dants aux nombres premiers terminés par 4 et 7 beaucoup plus forls que
les facteurs correspondants aux nombres premiers terminés par 3 et 9; c’est
donc pour ces derniers que les facteurs obtenus par la formule (9) sont le
plus avantageux. Mais en cherchant ce que devient la formule (4) lorsqu’on
remplace dans I’énoncé du théoréme général I'addition par une soustrac-
tion, on voit, en répétant, sauf celte modification , le raisonnement établi
plus haut pour le cas particulier du nombre 7, que le produit ux d’additif
~ devenant soustractif, cette formule (4) deviendra en y remplagant en outre
7 par p, el k par — k, (puisque c’est un nombre quelconque positif ou né-
gatif, mais entier) — 10 £ — 1 = — pk, d’ot l'on tire
+pk —1
r= —— (10)
10
Et pour que z soit entier en méme temps que k, il faut et il suffit mainte-
nant que le produit pk soit terminé par 1, ce qui aura lieu si I'on prend
k=1, 3, 7, 9, suivant que p sera terminé par 4, 7, 3 ou 9.
Ainsi pour p=11, oo prendra k=1 dot x=1;
pour p =13, on prendra k=17 d’ou £ =19;
pour p=17.on prendrak =3 otz =5

Et pour p =19, on prendrak =9 d’ot £z =17.
On retrouve ici 4 faire la méme observation que celle déji fonrnie par I'em-
ploi de la formule (9) , mais dans un ordre inverse, en sorte que, avec la
soustraclion, ce sont les nombres premiers terminés par 1 et 7 qui ont les
plus petits facteurs correspondants, par suile les plus avanlageux.

La formule (g) qui se rapporte 4 Paddition du produit, devra donc étre
employée de préférence pour les nombres premiers terminés par 3 et 9; et
la formule (10) qui se rapporte i la soustraction devra étre préférée pour
les nombres premiers terminés par 1 et 7. En opérant ainsi on obtient
les plus pelits facteurs possibles, conformément au tableau suivant.

F IR A ' . o . .. Vustens coriesusnd i
Wil gramiens, B ot saioans | Nombres premiers. ii?i,ﬁin‘iﬁﬁi{’:;it?;‘.i?,
3 1 7 9 |
13 4 1 1
19 ) 17 5
23 7 31 >
. 29 3 37 1
' 43 13 41 4
53 16 47 14 L
59 6 61 o
73 29 67 20
79 8 71 7
83 28 97 29
89 9 |
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