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46¢ année

N° 13

Samedi, le 25 Juin 1955

BULLETIN

DE L’ASSOCIATION SUISSE DES ELECTRICIENS

ORGANE COMMUN |
DE L’ASSOCIATION SUISSE DES ELECTRICIENS (ASE) ET
DE L'UNION DES CENTRALES SUISSES D’ELECTRICITE (UCS)

Zwei Gedanken-Experimente von Einstein
zur Herleitung des Ausdruckes me? fiir den Energie-Inhalt einer Masse m

Von Th. Boveri, Baden

Es werden zwei Gedankenexperimente von Einstein wie-
dergegeben, aus denen der Ausdruck mc? fiir den Energie-
Inhalt einer Masse m gefolgert werden kann. Sie beruhen
beide auf dem Impulssatze der klassischen Mechanik und
dem Strahlungsdrucke, wie er sich aus der Maxwellschen
Theorie ergibt. Relativistische Uberlegungen, insbesondere
die Lorentz-Transformation, werden nicht herangezogen.

1. Einleitung

Der im Titel dieses Aufsatzes umschriebene Satz
mit ¢ = 3 - 108 m/s gleich der Lichtgeschwindigkeit
im leeren Raum hat in der neuesten Zeit eine viel-
fache experimentelle Bestitigung erhalten, indem
bei den Verwandlungen der Atomkerne gewisse
Bruchteile der beteiligten Gesamtmasse scheinbar
verschwinden, wihrend anderseits ein Energiebe-
trag neu auftritt, der genau der angegebenen Rela-
tion entspricht. Da die Beziehung also durch Ver-
suche einwandfrei erhirtet ist, kénnte man zur Not
auf ihre Ableitung aus andern Grundtatsachen ver-
zichten. In Anbetracht ihrer ausserordentlich gros-
sen Bedeutung wiire dies jedoch nicht sehr befriedi-
gend. Der menschliche Geist hat das Bediirfnis, das
praktisch Bedeutungsvolle auch als Folgerung aus
elementaren Grundtatsachen erkennen zu kénnen.
Ausserdem ist es eine geschichtliche Tatsache, dass
Einstein den Satz schon 1905 als zwingende Folge-
rung aus seiner speziellen Relativititstheorie er-
kannt und ausgesprochen hat. Seinen damaligen
Uberlegungen zu folgen, bedingt aber auch heute
noch ein ziemlich grosses Mass abstrakten Denkens.
Daher ist es sehr bemerkenswert, dass Einstein
selbst spiter zwei einfache Gedanken-Experimente
mit demselben Ergebnis angestellt hat, die nicht
auf spezieller Relativititstheorie beruhen. Beide
machen Gebrauch vom Impuls-Satze der klassischen
Mechanik von Newton, wonach in einem abge-
schlossenen System die gesamte Bewegungsgrisse,
d. h. die vektorielle Summe aller Produkte aus den
einzelnen Massen und ihren zugehorigen Geschwin-
digkeiten konstant bleibt. Dieser Satz ist eine Folge
eines andern, ebenfalls von Newton ausgesproche-
nen iiber die Gleichheit von Aktion und Reaktion;
die Kraft, die der Punkt m auf den Punkt n ausiibt,
ist entgegengesetzt gleich der von n auf m ausge-
iibten. Die erwihnten Uberlegungen von Einstein

530.12

L’auteur expose deux raisonnements d'Einstein desquels
on peut déduire lexpression mc? pour Uénergie contenue
dans une masse m. Ils se basent tous deux sur le théoréme
de la conservation de Uimpulsion de la mécanique classique
et sur la pression de rayonnement de la théorie de Maxwell.
On ne se sert ni de considérations relativistes ni surtout de
la transformation de Lorentz.

machen es auch ganz klar, dass man jede Art von
Energie in die Beziehung einschliessen muss, was
bei den relativistischen Beweisen nicht so leicht
herauszuarbeiten ist. Beide Gedanken-Experimente
setzen die Kenntnis voraus, dassdie Emission einer
elektromagnetischen Welle vom gesamten Energie-
gehalt U, die wir uns der Einfachheit halber als
eben und polarisiert vorstellen kénnen, einen Riick-
stoss U/cim Gefolge hat. Dies soll, quasi als Anhang
unter Abschnitt 5, der Vollstindigkeit halber kurz
abgeleitet werden. Beinahe iiberfliissig ist es wohl,
auf den Unterschied hinzuweisen, der besteht zwi-
schen der Energie mc2, die der Masse m als solcher
zukommen soll und der bekannten potentiellen bzw.
kinetischen Energie, die sie haben kann infolge ihrer
Lage in einem Kraftfeld, bzw. infolge ihrer Ge-
schwindigkeit in irgendeinem Koordinatensystem.
Diese beiden Energiearten werden greifbar nicht
durch Verschwinden der Masse, sondern durch ihren
Fall, bzw. ihre Abbremsung.

2. ‘Gedanken-Experiment 1

Fig. 1 zeigt die Anordnung des ersten Experi-
mentes !). In der evakuierten Réhre wird vom
linken Verschlusszapfen aus eine elektromagneti-
sche Welle der Total-Energie U nach rechts emit-
tiert. Sie erteilt der Rohre nach links einen Riick-
stoss —U/c. Ist M die Masse der Rohre, so erhilt
sie durch den Riickstoss eine Geschwindigkeit v
nach links und es ist

E—:Mv

c

Nach einer Zeit I/c ist die Welle vom rechten Ver-
schlusszapfen absorbiert worden; die Bewegung
kommt durch den dem ersten entgegengesetzten

1) siehe auch Laue, M. von: Inertia and Energy in A. Ein-
stein, Philosopher and’ Scientist. Evanston, I1l,; 1949,
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Riickstoss + U/c zum Stillstand. Der (nach links)
zuriickgelegte Weg betrigt

61 = — U . .1—

c M

Es sei my die Masse des rechten Verschlusszapfens,

und zwar, wie wir zunichst scheinbar iiberfliissiger-
weise betonen, nach Empfang der Energie U.

omp <K M

2
(4

(1)

Es werde nun dieser Verschlusszapfen mitsamt der
eben empfangenen Energie U in der Rohre nach
links verschoben bis zur Beriithrung mit dem linken
Verschlusszapfen. Die Kraft, die dazu benétigt wird,

L { i

Fig. 1
Evakuierte RoOhre fiir das
Gedanken-Experiment 1

Y. -

SEV 2348k

greift irgendwo im Innern der Réhre an, sie kann
die gesamte Bewegungsgrosse der Réhre nicht
verindern. Der Linksverschiebung um I der Masse
mj muss durch eine Rechtsverschiebung um dg der
Masse M entgegengearbeitet werden. Es ist damit

My =my 1

lm1
0 = —— 2
M ®

Dieser Vorgang kann sich in einer beliebigen Zeit
abspielen, weshalb diese Grosse aus der Betrachtung
herausfillt.

Der rechte Verschlusszapfen soll nun bei der an-
genommenen Berithrung mit dem linken die Energie,
die ihm vorher zugestrahlt worden war, an den
linken abgeben. Er moge nachher die Masse mg
haben, wobei es fiir den auf dem Standpunkte der
klassischen Mechanik Stehenden selbstverstindlich
erscheint, dass

mj = mg

Schreiben wir aber immerhin bei der nun endlich
vorzunehmenden Verschiebung des rechten Ver-
schlusszapfens in seine urspriingliche Lage rechts
fiir die kompensierende Linksverschiebung der ge-
samten Rohre analog Gl (2):

Il mso
= — 2
i M

Unsere Rohre befindet sich nun wieder vollstindig
im Zustande, den sie bei Beginn unseres Gedanken-
Experimentes hatte. Da sich ihre gesamte Be-
wegungsgrosse nicht verindert haben kann, hat sie
auch keinerlei resultierende Ortsverinderung er-
litten. Daher ist

Ul

lm1 lmz
0=2¢ ) 03 = — —
1+ 02+ 03 M02+ o M

oder

my—mg — — ’ (3)

c2 i
Diese Gleichung besagt, dass die Masse m; sich
durch Abgabe der Energie U um den Betrag U/c?

auf mg = my; — U/c? ermissigt hat. Dies ist genau
die Beziehung, auf der die Energiegewinnung in der
Atomphysik beruht. Wir halten fest, dass der Be-
weis vollstindig auf dem Impuls-Satz der klassi-
schen Mechanik und auf dem Strahlungsdruck der
Maxwellschen Theorie beruht. Die Voraussetzung
von Gl. (1) ist keine wesentliche Einschrinkung, da
sie im Gedanken-Experiment mit jeder beliebigen
Annaherung verwirklicht gedacht werden kann.

3. Gedanken-Experiment 2

Das zweite Gedanken-Experiment2) beruht auf
der sog. Aberration. Denken wir uns, wir wollten
aus einem mit der Geschwindigkeit v fahrenden
Eisenbahnzuge senkrecht zur Fahrrichtung durchs
Fenster hinaus, etwa nach rechts mit der Geschoss-
geschwindigkeit ¢ auf eine stillstehende Scheibe
schiessen, so wiirde nach der klassischen Mechanik
das Geschoss neben dieser Geschwindigkeit ¢ auch
noch eine solche vom Betrag v in Fahrrichtung, also
rechtwinklig zur ersten dauernd beibehalten, so dass
man, um zu treffen, das Gewehr um einen Winkel
nach rechts gegeniiber der genauen Querrichtung
verdrehen miisste, dessen Betrag fiir

v<Lec

unter Gleichsetzung von Bogen und Tangens gleich
v/c ist. Im Gedanken-Experiment wird diese Be-
ziehung auf elektromagnetische Strahlung ange-
wandt, fiir welche die gegebene Ableitung mit der
Gewehrkugel nicht ohne weiteres schlissig ist,
schon deshalb nicht, weil ja fiir die Beobachtung
des Verhaltens von Licht nicht gut selbst wieder
Lichtstrahlen zum Zielen beniitzt werden kénnen.
Doch hat sich immerhin der Ausdruck v/c fiir den
Aberrationswinkel in der Astronomie weitgehend
bewihrt. Es soll nun in Fig. 2 K irgendeinen mate-

2y z

X0

Fig. 2
Empfang zweier entgegengesetzt gerichteter Strahlungs-Pakete
durch einen Korper K, entsprechend Gedanken-Experiment 2

SEV23485

riellen Kérper bedeuten, der im Koordinatensystem
%0, Y0, 20 Tuht. Es werde ihm in horizontaler Rich-
tung von zwel entgegengesetzten Seiten je ein
Energiepaket vom Betrage U/2 zugestrahlt, welche
beiden Pakete dem Korper zwei sich gegenseitig auf-
hebende horizontale Stésse je vom Betrag U/2¢ mit-
teilen. Der Impulssatz ist erfiillt. Nun betrachten
wir den Kérper sozusagen vom fahrenden Zuge aus,
indem wir uns das zweite Koordinatensystem x,y,z
gegeniiber K und xo, yo, zo mit der konstanten Ge-
schwindigkeit v in der negativen z- und zp-Richtung
(nach unten) bewegt denken. Um den Kérper K zu

2) siehe auch Einstein A.: Aus meinen spiten Jahren.
Stuttgart 1952,
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treffen, muss die Strahlung um den Aberrations-
winkel v/c schief nach oben gerichtet sein, so dass
die beiden Impulse je eine Komponente U/2¢* v/c=
Uv/2¢2 nach oben erhalten, die sich beim Auftreffen
der Strahlung dem Kérper K mitteilen. Deren
Summe, Uv/c? muss, um dem Impulssatze Geniige
zu leisten, irgendwie kompensiert werden. Es kann
dies nicht durch Beschleunigung von K nach oben
geschehen, denn K ist ja im System xg, yq, zo fest-
gehalten und die Geschwindigkeit v des Beobachters
soll konstant sein. Es bleibt also wieder nichts ande-
res iibrig, als dem Kérper K nach Aufnahme der
Energie U eine andere Masse m zuzuschreiben, als
die Masse mg, welche er vorher besass. Die urspriing-
liche nach oben gerichtete Bewegungsgrosse maov
erhiilt durch die Bestrahlung einen Vertikalzuwachs
Uv/c2. Der Impulssatz ergibt fiir die nach der
Energieaufnahme vergrosserte Masse

myv=mgv +
c2

also wieder

U
ml—mz=—2 4)
¢

als Massenzuwachs nach Aufnahme der Energie-
menge U.

4. Auswertung der Experimente

Das Gemeinsame der beiden Gedanken-Experi-
mente wurde schon eingangs skizziert. Es seien noch
kurz die Unterschiede betrachtet. Experiment 1 hat
den Vorteil, nicht mit Relativbewegungen zu arbei-
ten, und damit Diskussionen dariiber zu vermeiden,
ob und wo relativistische Korrekturen hitten ange-
bracht werden sollen. Anderseits bleibt die Frage
offen, wie sich der Energieaustausch durch blosse
Beriihrung und die Bewegung des rechten Ver-
schlusszapfens im Einzelnen vollziechen. Alles in
allem ist Experiment 1 iiberlegen. Experiment 2
operiert mit Relativbewegung und legt daher Ver-
gleiche mit einem nach Teolman3) benannten Experi-
ment nahe, die leicht zu Irrtiimern fithren kénnen,
weil das Tolman-Experiment im Gegensatz zu den
beiden Einsteinschen sich auf die sog. Lorentzsche
Transformation, d. h. auf die spezielle Relativitits-
theorie stiitzt. Auch bedeutet die Einfiithrung der
Aberrationsformel streng genommen eine Anleihe
bei der Astronomie. Ungeachtet dieser scheinbar
wesentlichen Unterschiede erhilt man aber doch
auf beiden Wegen iibereinstimmend das Resultat
von Gl. (4).

5. Riickstoss der elektromagnetischen Welle

Es werde nun noch ganz kurz der Ausdruck fiir
den Riickstoss U/c der elektromagnetischen Welle
begriindet. Fiir eine einwandfreie Ableitung sei auf
die Lehrbiicher verwiesen. Betrachten wir zunichst
ein wiirfelfsrmiges Raumelement des elektrischen
Feldes im Vacuum von der Kantenlinge 1. Sind
zwei gegeniiberliegende Fliichen mit der elektrischen
Ladung

3) siehe auch Joos, G.: Lehrbuch der theoretischen Physik.
4, Aufl, S.224, Leipzig: 1942.

D = gE

(g0 Dielektrizititskonstante des leeren Raumes)

belegt, so betrigt die Spannung zwischen ihnen E.
Ist x eine Zahl, die wihrend der Aufladung dieses
Kondensators von 0...]1 wichst, so kénnen wir die
momentane Spannung mit xE und den jeweiligen
Ladungs-Zuwachs mit g Edx bezeichnen. Die fiir die
Ladung bis zur Spannung E aufzuwendende elektri-
sche Arbeit ergibt sich durch Integration von 0...1
des Produktes ¢g E2xdx zu g9 E2/2. Dies ist der Be-
trag der elektrischen Feldenergie. Da die elektro-
magnetischen Wellen transversal sind, berechnen
wir den Querdruck des Feldes. Es werde die Stirn-
fliche unseres Wiirfels von 1 auf 17 vergrossert.
Bei festgehaltener Spannung E ist der Zuwachs der

Feldenergie 7 GOT'

Zwecks Festhaltung von E ist die Ladung n&oE zu-
zufiihren, also die Arbeit 7¢9E2. Da hiervon nur die
Hiilfte sich als Feldenergie aufspeichert, wird die
andere Hilfte Arbeit des Querdruckes g, sein.

0e"7=7780E2
2
iy g9 E2
2

Der Querdruck ist also gleich der Energiedichte.
Den Lingszug wiirde man gleich gross aber von
entgegengesetztem Vorzeichen finden.

* Beim magnetischen Feld denken wir uns die
beiden Stirnflichen als Quelle der Feldstirke H=t,
wo i die Stromdichte in den vier andern Flichen
parallel zu den Stirnflichen strémend ist. Der
Induktionsfluss ist

B == ,uoH
(1o Permeabilitiit des leeren Raumes)

Die zum Feldaufbau nétige Arbeit ergibt sich durch
Integration von 0...1 des Produktes

xtpoHdx = x H yo H dx
zu
po H?
2

die Arbeitszufuhr zur Aufrechterhaltung von H zu
i po H =0 po H?

und somit der magnetische Querdruck aus

po H?
Omn =n—=—
mh =1 2
zu
H?2
=y
Der totale Querdruck ist also
g E2 H2
C=20;,+ 0oy = 02 ,uoz =u

gleich der totalen Energiedichte.



604

Bull. schweiz. elektrotechn. Ver. Bd. 46(1955), Nr. 13

Schreiben wir nun der elektromagnetischen Welle
eine Impulsdichte p zu und wichst die Welle wie
in unseren Gedanken-Experimenten senkrecht zu
einer emittierenden Ebene mit der Geschwindigkeit
¢ in Richtung + x vor, so sammelt sich pro Flichen-
einheit in der Zeit ¢ der Impuls yct an. Die zeitliche
Zunahme dieses Ausdruckes ist zahlenmissig gleich
dem Strahlungsdruck, also

c=u=wye
P ==
) c
Fiir ein beliebiges Volumen ¥V haben wir
‘ Y=Vy; U=Vu

und somit

¥="Ul

was wir beweisen wollten.
Einzelheiten zu der hier gegebenen Ableitung
findet man bei Max Planck, Einfithrung in die

Theorie der Elektrizitit und des Magnetismus,
Leipzig, S. Hirzel, 1922, Seite 189. Einen noch
direkteren Beweis unmittelbar mit Hilfe der Max-
wellschen Gleichungen erldutert Planck in Theorie
der Wirmestrahlung, Leipzig, 1923, Seite 50 ff.
Das viel verwendete Werk von R. Becker, Theorie
der Elektrizitit, Teubner, Leizpig 1951, gibt auf
Seite 216 die Impulsdichte als Energiestrahlungs-
vektor dividiert durch ¢2. Dass diese Beziehung mit
der von uns beniitzten dquivalent ist, erkennt man
daraus, dass die elektromagnetische Welle von der
Energiedichte u und der Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit ¢ pro Zeiteinheit die Energie u ¢ durch die
Fliacheneinheit senkrecht zur Fortpflanzungsrich-
tung schickt. Dieser Wert u ¢ ist also gerade gleich
dem Betrag des sogenannten Poyntingschen Strah-
lungsvektors.

Adresse des Autors:

Dr. h.c. Th. Boveri, Delegierter des Verwaltungsrates der
A.-G. Brown, Boveri & Cie., Baden (AG).

Eine kritische Betrachtung der Anforderungen an Motorschutz-Schaltei'

Yon J. Kirchdorfer, Aarau

Nach einer eingehenden Darstellung der theoretischen Zu-
sammenhinge bei der Erwirmung ungleichférmiger Korper wer-
den die teils stark voneinander abweichenden Motorschutz-Vor-
schriften einiger Staaten diskutiert. Besonders die schweizerischen
werden eingehend betrachtet und eine Anderung wird angeregt.

1. Einleitung

Der Motorschutz wird in der Regel durch Aus-
lsseorgane besorgt, welche die Erwirmung der
Motorwicklungin Abhingigkeit vom aufgenommenen
Strom einigermassen nachbilden. Meist sind dies
Bimetall-Streifen oder -Pakete, welche sich propor-
tional der Temperatur ausbiegen und damit die
Auslésung bewirken. Dass die Nachbildung der
Motor-Erwirmung durch derartige Auslésepakete
wegen der teils starken Abweichung der Motoren
untereinander und der preislich bedingten Forde-
rung nach einer wirtschaftlichen Fertigung der
Schutzschalter keine vollkommene sein kann, liegt
auf der Hand. Man wird daher in der Praxis einen
Kompromiss eingehen und die Ausléser einem
«Norm-Motor» anpassen, dessen Kennwerte in den
Vorschriften fiir Motorschutzschalter angegeben
sind. Inwieweit dieser Kompromiss als giinstig be-
zeichnet werden darf, kann ohne statistische Unter-
lagen iiber Motoren kaum beurteilt werden. Wenn
man jedoch die starken Unterschiede betrachtet,
die zwischen den diesbeziiglichen Forderungen der
einzelnen Staaten bestehen, und die Schwierigkeiten
bei der Einhaltung der schweizerischen Vorschriften
kennt, scheint es begriindet, sich mit der Frage
niher auseinanderzusetzen, ob der in der Schweiz
getroffene Kompromiss unter den heutigen Bedin-
gungen noch gerechtfertigt ist.

Bei der Behandlung dieser Frage sollen die
wirmetechnischen Forderungen der entsprechenden
Vorschriften der Schweiz, Englands, Deutschlands,
der USA und Kanadas einander gegeniibergestellt
und diskutiert werden. Um die Forderungen selbst

621.316.575

Aprés avoir exposé en détail les relations théoriques de
I'échauffement de corps de formes irréguliéres, Uauteur exa-
mine les prescriptions relatives @ la protection des moteurs,
qui différent en partie considérablement selon les pays. Il
considere d’'une maniére détaillée les prescriptions suisses et
propose une modification.

und die Abstimmung ihrer einzelnen Punkte einiger-
massen beurteilen zu kénnen, sei deren Vergleich
eine theoretische Betrachtung vorangestellt.

II. Allgemeines iiber die Erwirmung
inhomogener Korper

Um das Erwiarmungsverhalten von Motoren und
Schaltgerdten moglichst anschaulich darstellen zu
konnen, verwendet man in der Regel den Begriff
der Zeitkonstanten. Liesse sich die Erwirmung der
Motoren mit Hilfe einer solchen Zeitkonstanten mit
ausreichender Genauigkeit beschreiben, so miisste
man durch Ausléser mit der gleichen Zeitkonstanten
diese Erwirmung ganz genau nachbilden konnen.
Die Zeiten, welche von einem beliebigen Ausgangs-
zustand an gerechnet bis zum Erreichen der Ge-
fahrentemperatur am Motor, bzw. der Auslése-
temperatur am Ausloser, verstreichen, wiren dann
gleich, ohne dass hierzu die Auslése- und Gefahren-
temperatur gleich sein miissten. Erfahrungsgemiss
weichen aber die Erwiarmungskurven inhomogener
Kérper ziemlich stark von der Exponentialform ab.
Diese Abweichung kommt teils durch reine Wirme-
leitung zu kilteren Teilen, teils durch Inkonstanz
des elektrischen Widerstandes und des Warmeiiber-
ganges an die Luft infolge indernder Luftbewegung
zustande. Fiir einfache Anordnungen, wie etwa
nach Fig. 1, lassen sich die Zusammenhinge rech-
nerisch noch verhiltnismissig gut erfassen, wie im
folgenden gezeigt wird.

Bei Motoren hingegen sind die Verhiltnisse
schon erheblich komplizierter, und eine Losung ist
dementsprechend schwieriger. Es iiberlagern sich
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