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Eine einfache graphische Methode zur Auflésung von drei Gleichungen
ersten Grades mit drei Unbekannten

Von A. Degen, Basel 518.42

Es wird ein graphisches Verfahren entwickelt, das ohne lange
Berechnungen ermdglicht, in drei Gleichungen ersten Grades die
Unbekannten zu bestimmen.

Bei drei Gleichungen ersten Grades werden die
drei Unbekannten so bestimmt, dass man rechne-
risch zwei davon nacheinander eliminiert, worauf
die dritte sich auf einfache Art berechnen lisst.
Auch ist es moglich, fiir jede der drei Unbekannten
eine Formel aufzustellen, die es gestattet, ohne Sub-
stitution aus den bekannten Koeflizienten der drei
Gleichungen die Unbekannten einzeln und unab-
hiingig von einander zu ermitteln. Diese drei allge-
meinen Formeln sind nicht sehr iibersichtlich und
eher etwas schwerfillig, so dass man ihnen in der
Praxis kaum begegnet. Alle drei haben die Form
eines Bruches mit gleichem Nenner. Dieser wie auch
der Zihler setzen sich je aus einer Summe von sechs
Gliedern zusammen. Jedes Glied ist seinerseits das
Produkt von je drei bekannten Koeflizienten der drei
Gleichungen.

Man kann die drei Unbekannten ausser durch
Substitution auch noch mit Hilfe von Determinanten
bestimmen. Dieses Verfahren setzt gewisse Spezial-
kenntnisse voraus, die oft fehlen. Wenn es sich dar-
um handelt, drei Gleichungen mit drei Unbekannten
nur in vereinzelten Fillen auflésen zu miissen, so
lohnt sich die Einarbeitung in die Theorie der Deter-
minanten kaum.

Das nachstehend angegebene Verfahren vermei-
det die Nachteile des rechnerischen Verfahrens wie
auch jene der Anwendung von Determinanten. Es
gestattet, ohne grossen Aufwand und ohne spezielles
Studium, die drei Unbekannten rasch und mit einer
in vielen Fillen fiir die Praxis geniigenden Genauig-
keit zu finden. Sind die drei Unbekannten rechne-
risch ermittelt worden, so kann diese Methode als
unabhingige Kontrolle gute Dienste leisten.

Es seien die Unbekannten x, y und z in den
folgenden drei Gleichungen zu bestimmen

Aix+ B,y+ Ciz+ D, =0 (1)
Ayx+ Byy + Cyz + D, =0 (2)
Agx+ Byy + Cyz+ Dy =0 3)

Die Grossen A, B, C und D sollen bekannte Zahlen-
werte darstellen. Nun setze man in allen drei Glei-
chungen fiir z einen beliebigen Zahlenwert z = z;
ein, Dann lassen sich die Gleichungen (1) bis (3) in
die folgende Form bringen

y=mx+b (4)
¥ =nyx+ b, (5)
Yy =ngx + by (6)

Fiir einen weiteren Zahlenwert z = z, erhilt man
nochmals drei Gleichungen

y=mnx+b, ()
y=nyx+ b (8)
y =ngx+ b (9)

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem stellen

Développement d’'une méthode graphique qui permet de
résoudre, sans calculs trop longs, trois équations du premier
degré a trois inconnues.

ny, ny, und ny in den Gleichungen (4) bis (9) die Rich-
tungskoeffizienten von Geraden und b, bis by die
Abschnitte auf der y-Achse dar. Da die Anderung
von z in den Gleichungen (1) bis (3) keinen Einfluss
auf die Glieder mit x und y hat, so besitzen je zwei
Geraden den gleichen Richtungskoeffizienten, d. h.
sie liegen parallel zueinander. Nun kann man die
Geraden, wie sie durch die Gleichungen (4) bis (9)
dargestellt werden, in ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem eintragen (Fig. 1). Die Geraden nach
den Gleichungen (4) bis (6) and diejenigen nach den
Gleichungen (7) bis (9) schneiden sich dann je in
drei Punkten. Man erhilt so zwei dhnliche Dreiecke.
Verbindet man die einander entsprechenden Ecken,
so schneiden sich die Verbindungslinien in einem
Punkt S;. Die Koordinaten x und y des Punktes S,
entsprechen dann den gleichnamigen Unbekannten
in den Gleichungen (1) bis (3).
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Fig. 1
Anwendungsbeispiel der graphischen Methode
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Trigt man in einem weiteren rechtwinkligen
Koordinatensystem auf der Abszisse die Werte fiir
x und auf der Ordinate diejenigen fiir z auf, so kann
man als Parallelen zur x-Achse die beiden Geraden
z = z; und z = z, einzeichnen. Nun projiziert man
die sechs Eckpunkte der beiden dhnlichen Dreiecke
auf die Geraden z = z; und z = z,, wobel auf jede
Gerade drei Punkte entfallen. Verbindet man nun
analog zur ersten Aufzeichnung im xy-Koordinaten-
system die einander auf den Geraden z = z; und
z = z, entsprechenden Punkte, so schneiden sich
die Verbindungsgeraden wieder in einem Punkt S,
mit den Koordinaten x und z, bzw. den gleich-
namigen Unbekannten in den Gleichungen (1)
bis (3).

Der Beweis fiir das angegebene Verfahren lisst
sich mit Hilfe der analytischen Geometrie erbringen.
Zunichst ermittelt man aus den Gleichungen (1)
bis (3) die drei Unbekannten x, y und z. Wenn man
nun das angegebene graphische Verfahren analytisch
ebenfalls nachrechnet, so ergibt sich, dass die Ko-
ordinaten des Schnittpunktes der drei Verbindungs-
linien sowohlim xy- als auch im xz-System mit den
drei Unbekannten x,y und z in den Gleichungen (1)
bis (3) iibereinstimmen. Die Wahl von z; und von z,
hat keinen Einfluss auf das Resultat, da beide
Grossen bei der Durchrechnung verschwinden.

Die Wurzeln x, y und z der drei Gleichungen (1)
bis (3) lassen sich auch geometrisch deuten. Jede
der drei linearen Beziehungen stellt in einem recht-
winkligen xyz-Koordinatensystem eine Ebene dar.
Nun sei vorausgesetzt, dass die drei Ebenen zu-
einander nicht parallel liegen. Dann besitzen sie nur
einen einzigen Schnittpunkt, dessen Koordinaten
x, ¥ und z die gesuchten Wurzeln der drei Glei-
chungen (1) bis (3) sind.

Wenn man aus drei Gleichungen ersten Grades
die drei Unbekannten x, y und z zu bestimmen hat,
so ist es wichtig, schon am Anfang zu wissen, ob
zwei oder vielleicht gar alle drei Ebenen zueinander
parallel sind. Ist dies tatsdchlich der Fall, so gibt es
weder eine analytische noch eine graphische Lo-
sungsmoglichkeit. Nach den Regeln der analytischen
Geometrie sind nun zwei Ebenen zueinander parallel,
wenn sie, in Anlehnung an die in den Gleichungen
(1) bis (3) gewihlten Buchstabensymbole, folgenden
Aufbau besitzen

Ayx+ By +Cz+ D, =0 (10)

Ayx+ By + Ciz+ Dy =0 (11)
d. h. die beiden Gleichungen unterscheiden sich nur
im konstanten Gliede. Sind jedoch die Beziehungen
in ihrer Form entsprechend den Gleichungen (1) und
(2) gegeben, so gilt folgende Relation zwischen den
Koeffizienten 4,, A,, B, B,, C; und C, fiir parallele
Ebenen

e CH 12
4, "B, T G (12)
Die Gleichungen (10) bis (12) haben keine Giiltigkeit
fiir sich schneidende Ebenen.

Die angegebene graphische Methode liefert ferner
keine genauen Werte fir x, y und z, wenn der
Zwischenwinkel zweier sich schneidender Geraden
klein wird. Dieser lisst sich ganz allgemein nach

bekannten Formeln der Trigonometrie berechnen zu
Ny
1+n,n,
Nun schneiden sich die drei Geraden aber unter drei
Winkeln, die mit «, 5 und y bezeichnet seien (Fig.1).
Um die Wurzeln x, y und z méglichst genau bestim-
men zu konnen, sollen die drei Winkel in der Fig.
so gross sein, dass kein schleifender Schnittpunkt
entsteht. Deshalb sollte aus rein praktischen Uber-

legungen heraus folgende Bedingung eingehalten
werden

tgp = (13)

1°< w, B

oder (14)
| y < 160°
Fiihrt man an Stelle des Winkels den Tangens ein,
so erhilt man

tg o, tg § oder tgy > + 0,1763 (15)

tg x, tg f oder tgy < — 0,364 (16)
Zu Kontrollzwecken lassen sich die folgenden beiden
Gleichungen gut verwenden

® + f+y = 180° (17)
tgx+tgf+tgy =tga-tgfh-tgy (18)
Beispiel

Zum Schluss soll noch an einem Beispiel gezeigt werden,
wie das Verfahren angewendet werden kann. Es seien die
folgenden drei Gleichungen gegeben

2x+ y+2z—15=0
x+4y+4:—30=0
x4+ y+3z2—17=0

Da die drei Gleichungen (10) bis (12) nicht erfiillt sind, so

liegen die drei Ebenen nicht parallel zueinander; sie schneiden
sich in einem Punkt. Mit z = 3 und z = 5 erhilt man

Gerade z2=3 Gerade z2=75
a, y=nx+b a, y=n,x+ by
=—2x+9 =—2x 45
b, y=nyx+b b, y=nyx+ b
' x %
= —Z_l— 4,5 = -Z+ 2,5
i | y=ngx+b Ca Yy = ngx+ b
= —x-138 = —x+ 2

Mit Hilfe der Schnittpunkte S; und S, findet man fiir die drei
Unbekannten in Fig. 1

x=2 y=13 z =4

Diese drei Werte erfiillen die obigen drei Gleichungen, wie man
durch Einsetzen feststellen kann. Zur Erzielung eines moglichst
exakten Resultates miissen die sechs Geraden a,, ay, by, by, €;
und ¢, sorgfiltig aufgezeichnet werden.

Die Kontrolle mit Hilfe der Gleichungen (14) bis (18)
ergibt folgende Werte

Geraden b, ¢;: tgx = % — % x— 30°57'50”
Geraden ¢; a,: tg f = ;11_‘_%2_ — _‘; p= 18°26' 5"
Geraden a, b: tgy = 1—_'_2—;_%’_25% — _% y = 130°36'5"
total 180°
tgx +tgf +tgy = tgo-tgf-tgy :_%_
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