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39e année N° 14 Samedi, le 10 Juillet 1948

BULLETIN
DE L'ASSOCIATION SUISSE DES ELECTRICIENS

Stromwärmeverluste (Skineffekt) an Leitern und Isolatoren
mit leitender Oberflächenschicht

von Walter Dällenbaeh, Zürich 621.3.018.44

Der Stromwärmeverlust (Skineffekt) an einem Leiter bzw.
Isolator mit ebener leitenderOberflächenschicht wird unter
Berücksichtigung des Verschiebungsstromes gerechnet. Bei gut
leitender Schicht auf schlecht leitender oder nicht leitender
Unterlage hat der Stromwärmeverlust in Abhängigkeit von
der Schichtdicke ein Minimum, nimmt für grössere Schichtdicke

also wieder zu.

La perte par effet Kelvin (effet pelliculaire) dans un
conducteur ou un isolateur à couche superficielle plane et
conductrice, est calculée en tenant compte du courant de
déplacement. Lorsqu'il s'agit d'une couche superficielle bien
conductrice, sur une matière conduisant mal ou pas du tout
le courant, la perte par effet Kelvin atteint un minimum au
fur et à mesure que l'épaisseur de la couche augmente;
pour des couches encore plus épaisses, la perte croît à
nouveau.

1. Einleitung
Beim Bau von Hochfrequenzgeräten werden

häufig dem hochfrequenten Wechselfeld ausgesetzte
Körper, die beispielsweise aus Eisen oder Keramik
bestehen, mit einer Schicht eines Hochfrequenz
gut leitenden Metalls, z. B. Silber, überzogen. Auch
der umgekehrte Fall, schlecht leitende Schicht auf
gut leitendem Metall, kann gelegentlich vorkommen.

Die Stromverteilung über Schicht und Unterlage
sowie die auftretenden Verluste sind von verschiedenen

Verfassern für geschichtete, kreiszylindrische
Leiter angenähert oder streng berechnet worden
([1] bis [6] im Literaturverzeichnis am Schluss
dieser Mitteilung). Ein Sonderfall ist das
kreiszylindrische leitende Rohr.

Die vorliegende Arbeit beschränkt sich auf den
besonders einfachen Fall von Leitern und Isolatoren

mit einer ebenen, leitenden Oberflächenschicht,
ein Fall, der natürlich in den zitierten Veröffentlichungen

[1] bis [6] mit enthalten ist. Wenn ich
es für richtig halte, die folgenden Ergebnisse trotzdem

mitzuteilen, so hat das folgende Gründe:

1. Im Gebiet der Meter-Wellen und darunter ist die
Eindringtiefe im allgemeinen verschwindend klein zu den
geometrischen Abmessungen von Leitern und Isolatoren mit
leitender Oberflächenschicht. Es genügt also die Betrachtung
des ebenen Falles.

2. Im ebenen Fall sind auch die streng richtigen
Endformeln einfach und bequem zu diskutieren.

3. Der Verschiebungsstrom im Innern der Schicht konnte
yhne Vernachlässigung mitberücksichtigt werden. In diesem
Punkte geht die vorliegende Arbeit über die zitierten
Veröffentlichungen hinaus.

Analog wie bei einem Lecherleitungsstück wird
für eine senkrecht zur Schicht einfallende ebene
Welle aus Schichtdicke, Materialkonstanten der
Schicht und dem Feldstärkeverhältnis in der Trennebene

zwischen Schicht und Unterlage, welches für
das Verhalten (Impedanz) der Unterlage
charakteristisch ist, das Feldstärkeverhältnis an der Ober¬

fläche der Schicht berechnet. Dieses Feldstärkeverhältnis

an der Oberfläche der Schicht — es ist zu
vergleichen mit der gesamten Impedanz der der
Schicht mit Unterlage entsprechenden Lecherleitung
— ist an sich von Interesse. Ausserdem folgt aus ihm
und dem Magnetfeld an der Schichtoberfläche der
Poyntingsche Vektor, also die Energieeinströmung
und folglich der Stromwärmeverlust pro cm2.

Hervorzuheben ist, dass in die Endformeln, aus
welchen das Feldstärkeverhältnis an der Oberfläche
der Schicht und der Stromwärmeverlust pro cm2 zu
entnehmen sind, nur eingehen

1. das in geeigneter Weise reduzierte Feldstärkeverhältnis

in der Trennebene zwischen Schicht und
Unterlage,

2. das Verhältnis von Leitungsstrom und Ver-
Schichtdicke zu Eindringtiefe nahe verwandt sind.

3. zwei reine Zahlen, welche dem Verhältnis von
Schichtdicke zu Eindringtiefe nahe verwandt sind.

Bei gut leitender Schicht auf schlecht leitender
oder nicht leitender Unterlage zeigt sich, dass bei
einer ganz bestimmten Schichtdicke der
Stromwärmeverlust einen kleinsten Wert hat und von da
mit zunehmender Schichtdicke wieder zunimmt. Es
hat also keinen Sinn, etwa eine Silberschicht auf
Eisen oder Calit dicker als die l,6fache in üblicher
Weise definierte Eindringtiefe in Silber zu machen.
Dieses Minimum des Stromwärmeverlustes einer
Silberschicht auf Eisen oder Calit ist um 8°/o kleiner
als der Stromwärmeverlust an einer zur Eindringtiefe

dicken Silberschicht, ein Ergebnis, auf
welches bereits Kruse und Zinke [6] im Sonderfall
eines dünnwandigen Rohres hingewiesen haben.

2. Allgemeine Überlegungen
In Richtung der positiven x-Achse falle eine

ebene Welle auf eine zwischen 0 < x < s befindliche

Schicht mit
der Leitfähigkeit a [O 1 cm-1]
der Dielektrizitätskonstanten e

der Permeabilität ft

439



440 Bull. Schweiz, elektrotechn. Ver. Bd. 39(1948), Nr. 14

Die Welle sei linear polarisiert mit der elektrischen
Feldstärke Cy [Vcm1] in Richtung der positiven
y-Achse, der magnetischen Feldstärke (y [Acnr1]
in Richtung der positiven z-Achse. Für Cv und f)

gelten dann innerhalb der Schicht die Gleichungen

8 fyz

8x
d e«.

8x

jP 8 c"- — Je^rro t

8 1);- Flu

o c„

8 t

e„ — [Ee'"f ~+~ Ee ']
2

und — I tie
2
L [He1"' + He '"'1

so folgen aus (1) und (2)

dH
dx

dE

d*

— (o —)— j J £ to) E

—j II fi <0 H

E und H sind die komplexen Amplituden der
Feldstärken, E und H deren konjugiert komplexeWerte,
coI 2jif die Kreisfrequenz und j ]/— 1.

Aus (6) und (7) folgt für H die Gleichung

d2 H I J e ft) \
j H pö to 1+j H

dx2

Setzt man abkürzend

a2 j Tip ö o) 11 +j ^ s w
|

(8)

(9)

so hat (8) die allgemeine Lösung

H AeMX + Be~aX [Acht*] (10)

A und B sind Integrationskonstanten, und für a
die positive Wurzel aus (9) mit stets positiven Werten

sowohl des Real-, als auch des Imaginärteiles,
kann gesetzt werden

In (q-\-jp)
Darin bedeutet

K — +
2 n

(11)

[cm] (12)

verlustlosen Medium mit der Dielektrizitätskonstanten
e und der Permeabilität u. Die Ausdrücke

(1)

12)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

P -d71" cp-

und q -|

sind Funktionen von

cp -

olJ/i T^-i)
O

A s co

(13)

(14)

(15)

Darin bedeuten die Stromdichte in [Acnr2]

und J 109/4 n c2 [Q'1 cm"1 s]

II 4 n 10"9 [Q cm'1 s]

die bekannten Maßsystemkonstanten. Setzt man
aus (3) in (1) ein und macht die Ansätze

dem Verhältnis von Leitungsstrom zum
Verschiebungsstrom.

Für später interessieren die reellen, stets
positiven Grössen

4 n q
a -f- a

— (a — a)
J

4 n p

(16)

(17)

Um die anschauliche Bedeutung der Ausdrücke p
und q einzusehen, betrachten wir einen Augenblick
den Fall des Skineffektes an der ebenen Oberfläche
eines den Halbraum erfüllenden homogenen
Körpers. Es sei also die Schichtdicke s oo und die
laufende Welle klinge für x to auf null ab. Dann
muss in (10) die Integrationskonstante B 0 sein
und aus (5) folgt vermöge (10)

f)z Hue
2* £ cos 2 n — ft (18)

H0 ist der Scheitelwert des Magnetfeldes in der
Ebene x 0, also an der Körperoberfläche und

Â \/p [cm] (19)

bedeutet die Wellenlänge,

0 tcm] (2°)

eine für die Dämpfung charakteristische Länge des
durch (18) bezeichneten gedämpften Wellenvorgangs

im Innern des Körpers mit der Leitfähigkeit

o. Aus (19), (20) und (12) bis (15) folgt übrigens

allgemein

ÀÔ
» ; 2

ÄQ

pq

109

,« of
[cm2] (21)

co\/d II e p f \'e p
die Länge einer Welle in einem isolierenden und

Für ein nichtleitendes Dielektrikum ist cp 0.

Also werden p 1; q 0; À A0;\ rô]=">o.

Wenn umgekehrt der Verschiebungsstrom gegenüber

dem Leitungsstrom vernachlässigbar klein ist,
wird cp $> 1.

Also werden p q ]/cp/2 und wegen (21)

i Ô
109

p Of
[cm] (22)

Nun kehren wir zum allgemeinen Fall des Leiters
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bzw. Isolators mit leitender Oberflächenschicht
zurück. Aus (6) und (10) folgt

E
a j â e cj

(A e
** Be *X) [Ycm-i] (23)

Oberfläche x 0 für unendlich dicke Schicht, also
für s oc

Aus den durch (31), (32) und (33) bestimmten
Feldgrössen folgt die Energieströmung im
Querschnitt x 0:

Aus H und E, also (10) und (23), folgen nun für
jeden beliebigen Querschnitt x der Schicht das
komplexe Feldstärkeverhältnis

s0 ~r H0 H0 (Z0 -f- Z0)
4

(34)

1

H
[fi] (24)

H0H0

und die Energieströmung

S

~+~ z„.

— (EH+EH) ~HH(Z + Z) [Wem2]
4 4

(25)

vorausgesetzt, dass die Integrationskonstanten A
und B bekannt sind. Zu deren Bestimmung nehmen
wir an, es seien

1. die komplexe Amplitude H H0 der
magnetischen Feldstärke im Querschnitt x 0

2. das komplexe Feldstärkeverhältnis Z Zs
im Querschnitt x s gegeben.

A und B lassen sich dann berechnen.
Aus (10) und (23) ist nämlich

Hn A+B

Z*
E,

Hs ö-{-jJeco Ae" 4-Be'

Daraus berechnen sich

(Z0^-Zs)e-*sA H,

und
(Z0oo + zs) e "s -)- (Z0„— Z.) e

B Hn
(Z0oo +Zs) e°

(ZQOO + ZS) eas-|- (Z0=o — Z.) e

(26)

(27)

(28)

(29)

und im Querschnitt x s:

Ss=44
1

(Z0_,+Zs)e*s—(Z0=o—Zs)e

(Z0=. + Zs)e* -|-(Z0oo—Zs)e

(Zn^+Zde^ -(Zn >; Zs)e
"

<Z0=o + Zs)e«s I (Z0OO—Zs)e~as

[Vcm-ä]

HSHS (Zs+Zs)
(35)

4 [(V
4ZQOO Z0>

Zs) e<*s + <Zo~-

(Zs+Zs)

-Zs)e"«s]

[(Z0co -f- zs) e" (Z0. Zs)e—]
[Wem2]

Darin ist aus einem Grund, der sofort erkennbar
wird, die Bezeichnung

Z0=o —
O - -j A £ (o

(30)

eingeführt. Mit den Werten (28) und (29) für A
und B erhält man die noch unbekannten Feldgrössen

im Querschnitt x 0:

E0 y rj (Z0oo -j- Zs) e — (Z0oo zs) e
ZJ rt M J A ÇyQ

H0 (Z0OO +Zs)e«s+(Z0O.-Zs)e

und im Querschnitt x s:

Es

r I«]

(31)

2 ZQoo Zs

H0 (Zo~ + Zs)ew -|- (ZQoo — Zs)e

Hs 2 Zn,

(Z000 +Z.) e *s-)_ (ZQOO —z.) e

[Q] (32)

(33)

Aus (31) erkennt man, dass Zooc, welches nach (30)
nur von der Frequenz und den Materialkonstanten

e fi, o der Schicht abhängt, nichts anderes
bedeutet als das Feldstärkeverhältnis in der Schicht-

S0 ist also der gesamte Stromwärmeverlust pro cm2
Leiteroberfläche in der Schicht mit den Konstanten

s, p, a und der hinter der Schicht befindlichen

leitenden Unterlage mit von s p, a
abweichenden Konstanten. Ss dagegen ist der
Stromwärmeverlust pro cm2 Leiteroberfläche allein in der
hinter der Schicht befindlichen Unterlage.

Die Ausdrücke (31), (32), (33), (34) und (35)
lassen sich für numerische Rechnungen auf reelle
Grössen umformen. Das wird in Abschnitt 8 der
vorliegenden Mitteilung durchgeführt werden. Jetzt
sollen zunächst einige Sonderfälle betrachtet werden.

3. Unendlich ausgedehnter homogener Leiter
mit ebener Oberfläche

Dieser bereits im Zusammenhang mit (18) kurz
betrachtete einfache Sonderfall ergibt sich aus der
bisher vorausgesetzten Schicht durch den
Grenzübergang s oo. Man erhält aus (31) und (30)
nach einer einfachen Rechnung:

Darin ist

wE±Ji
p2-|-q2

1 IJp
J 8

[fi]

(36)

(37)

das Feldstärkeverhältnis einer ebenen Welle in
einem isolierenden, verlustlosen Medium mit der
Dielektrizitätskonstanten s und der Permeabilität

p.
Aus (34) folgt bei Berücksichtigung von (36)

- H0H0tr ^P—
2

0 0
p2A-q2

[fi] (38)



442 Bull. Schweiz, elektrotechn. Ver. Bd. 39(1948), Nr. 14

Denkt man sich den wirklichen Oberflächenstrom
durch einen über die Eindringtiefe r gleichmässig
verteilten Strombelag ersetzt, so gilt

2 öt
Durch Vergleich mit (38) folgt

i p2+q2
T oW p

(39)

[cm| (40)

Ist der Verschiebungsstrom gegenüber dem
Leitungsstrom vernachlässigbar klein, so werden aus
(36), (38) und (40)

—
'nfia»

2 0
(1 -|-j) — 2 7t

Ö (41)

H0H0 \/II^ ^ HnHn2:t
26 »o"<r

lo-V/

T

üfi6co 2 jz

[Wem-2] (42)

[cm] (43)
/109

Höf

Dies sind die bekannten Formeln. Der Vergleich
von (43) mit (22) zeigt, dass bei zum Leitungsstrom
vernachlässigbar kleinem Verschiebungsstrom

2jt
ô

2jr
(44)

d.h. die in üblicher Weise definierte Eindringtiefe
ist im Verhältnis 1 :2n kleiner als die Wellenlänge

X und die Dämpfungslänge ô des Vorganges.
Bemerkenswert ist, dass nach (41) der elektrische

Vektor E0 gegenüber dem magnetischen Vektor

H0 also gegenüber dem resultierenden
Oberflächenstrom, stets eine Phasenvoreilung von ti/4
hat, unabhängig von der Frequenz und den
Materialkonstanten pc und a.

4. Unendlich ausgedehnter homogener Leiter mit
leitender Oberflächenschicht aus von der Unter¬

lage abweichendem Material
In Schicht und Unterlage sollen die

Verschiebungsströme gegenüber den Leitungsströmen
vernachlässigbar klein sein. Die Materialkonstanten
der Schicht seien wie bisher pc und a, die der
Unterlage pc und a.

Das durch die Unterlage im Grenzquerschnitt
x s geforderte Feldstärkeverhältnis Zs bestimmt
sich nach (41) zu

Z,.
II fl' CO

2 6' (1+j) (45)

Anderseits gilt (41). Setzt man diese Werte in (31),
(32), (33), (34) und (35) ein, beachtet, dass in

Zähler und Nenner der Brüche der Faktor ; Hco

(1 + j) sich weghebt, und benützt die Abkürzungen

pc'6

fl 6'

2y (a -j- a) s — (o: — a) s

j

also nach (10) und (43) y —
T

so erhält man

Ufcco /1
(1—(—k)e0*8 — (1—u)e

Zo

Hn

(1+j)
2ö 1 -|-k) e0" + 1—k) e~"s

' HflCO
2 6 (1+j)

2k

(l+^e^-Hl—K)e~

H.

Hq (l-j-w)ea +(1—w)e

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

S0=-H0H0
1 nf.i co

26

(1 -\-k)2 e2y— (1-—k)2 e 2y — 2 (1—«2)sin2/
(1+K)2®2y+(1—k)2 c~2y -(- 2 (1—k) cos 2y

(52)

h0H0
' IIfl co

2 6

4 K

1 -)-k)2e2y 1—k)2e 2y 2(1— ?i!2) cos 2/
(53)

y nach (47) und (48) ist also das Verhältnis der
Schichtdicke s zur Eindringtiefe x eines unendlich

ausgedehnten homogenen Leiters mit ebener
Oberfläche und gleichen pc und a wie die Schicht
der Dicke s. Die Ausdrücke (49) bis (53) lassen
sich für numerische Rechnungen vereinfachen. Man
ordnet nach Potenzen von x führt Hyperbel- bzw.
Kreis-Funktionen ein und bildet für (52) und (53)
das Verhältnis zu S0oo nach (42):

:z„ | sinh 2y — sin 2y -f- 2u cosh 2y
' IIpico

26 iV

-f-[w2 (sinh 2y -f- sin 2y) + j [sinh 2y -(- sin 2y

-f- 2u cosh 2y-j- K2 (sinh 2y—sin 2/)] j
[O] (54)

A
Hn

'Ilfico 2k \
———< cosh/ cosy + sinh/ sin/

-|- k (sinh/cos/ cosh/sin/) -f- j [cosh/ cosy

— sinh/ sin/ -)- «(sinh/ cosy — cosh/sin/)] j
[n] (55)
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El 2 I
— < cosh/ cos/ -)- u sinh/ cos/ — j [sinh/ sin/

k çosh/ sin/] > (56)

Jo°°
'

N sinh2/ — sin2/ -]- 2kcos1i2/ -|- K2(sinh2/

Jo=°

sin2/)

2K

N

(57)

(58)

Darin ist der Nenner

N cosh2/-|-cos2/-|-2Ksinh2/-|-K2(cosh2/—cos2/)
(59)

(57) ist das Verhältnis des gesamten Stromwärmeverlustes

pro cm2 Leiteroberfläclie für einen Leiter
mit Schicht der Dicke s zum Stromwärmeverlust
pro cm2 Leiteroberfläche für denselben Leiter, aber
mit unendlich dicker Schicht. Dabei ist angenommen,

dass in den beiden Fällen, die in (57)
verglichen werden, der absolute Betrag der Amplitude
der magnetischen Feldstärke an der Oberfläche der
Leiterkonfiguration derselbe sei. In analoger Weise
ist (58) das Verhältnis des Stromwärmeverlustes
pro cm2 Leiteroberfläclie allein in der hinter der
Schicht der Dicke s befindlichen leitenden Unterlage

zum gesamten Stromwärmeverlust pro ein2
Leiteroberfläche für dieselbe Leiterkonfiguration, aber
mit unendlich dicker Schicht.

Bemerkenswert ist, dass diese Verhältnisse nur
von der durch (48) definierten Variablen y und
dem durch (46) gegebenen Parameter y abhängen.
Dabei haben die Konstanten fj,, a der Schicht Ein-
fluss auf y und y., die Konstanten /', a der Unterlage

aber nur auf den Parameter y.. Schichtdicke
s und Kreisfrequenz co gehen nur in y ein.

Zu einer für Hochfrequenz gut leitenden Schicht
auf für Hochfrequenz schlecht leitender Unterlage,

also — << gehört v. >> 1, zu einer schlecht
/LI fi,'

leitenden Schicht auf gut leitender Unterlage
umgekehrt y <<. 1.

5. Unendlich ausgedehnter homogener Isolator
mit leitender Oberflächenschicht

In der leitenden Oberflächenschicht sei wieder
der Verschiebungsstrom gegenüber dem Leitungsstrom

zu vernachlässigen. Die Materialkonstanten
der Schicht seien a und a, die der isolierenden
Unterlage s\ // und a 0.

Das Feldstärkeverhältnis im Isolator für eine
von x s nach x oo laufende ebene Welle ist
unabhängig vom Querschnitt

' 77/'
Je'

Für Z0oo gilt (41). Damit erhält man für (31), (32),
(33) und (34) nach derselben Umformung wie im
vorausgehenden Abschnitt

Z0 N{ — sin2/ + k(cosh2/

-\- cos2/) -f- (sinh2/j-|- sin2/) - ]- j [sinh2; '
Li

K2
-|-8in2/-|-K(cosh2/—cos2/)-f- — (sinh2/

—sin2/)]j [Q] (60)

E
Hn

Ü/lico 2k f
~2o~lV( cosh/ cos/-{- — (sinh/ cos/.

Li

- cosh/ sin/) -)- j [—sinh/ sin/

— (sinh/ cos/ — cosh/ sin
Li

in/)]j [O] (61)

^rr
I cosh/ cos/ -|- (sinh/ cos/ -f- cosh/ sin/)ff, N

-)-j [— sinh/ sin/ -j- — (sinh/ cos/
Li

— cosh/ sin/)]

^ j sinh2/ — si

(62)

n2/ -)- u (cosh2/ -(- cos2/)

— (sinh2/ + sin2/)j

0

Darin ist

N cosh2/ -(- cos2/ -f- k (sinh2/ + sin2/)

-| (cosh2^ — cos2y)
2

(63)

(64)

(65)

der von (59) abweichende Nenner.
Diese Ausdrücke sind ähnlich gebaut wie (54)

bis (59), aber y hat hier die Bedeutung

K
2 es/LI'

Je'at u
(66)

6. Ein in der Dicke auf die Frequenz abgestimmter
homogener Isolator mit ebener Oberfläche

und leitender Oberflächenschicht der Dicke s

Nun sei der Isolator des vorausgehenden
Abschnittes nicht mehr unendlich ausgedehnt, sondern '

erstrecke sich als Platte der Dicke a — s von x s

bis x a. Bringt man bei x a eine gut leitende
Schicht auf die Oberfläche des Isolators und wählt
a — s gleich ein Viertel der Wellenlänge im Innern
des Isolators, so wirkt die Isolatorplatte als auf die
Frequenz abgestimmter Resonator mit einem
Spannungsbauch hei x s und einem Strombauch bei
x a. Bei x s ist also die magnetische
Feldstärke ffs 0 und folglich das Feldstärkeverhältnis

Zs oo Dies in (31) bis (35) eingesetzt, führt
zu Ausdrücken, die man auch aus (54) bis (59)
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bzw. (60) bis (65) erhält, wenn man in diesen
y oo setzt, nämlich :

*0 1/TLß co sinh2^ sin2^>

Hn

2 o cosh2;' — cos2^

sinh;' cos;' -|- cosh;' sin;'

[Q] (67)

Hu co

2 a cosh2^ — cos2^>

sinh;' cos^ — coshy sin;'
cosh2;' — cos2^>

Hs
Hn

S0 sinh2^ - sin2^
S0KJ cosh2;' — cos2;'

7. Beispiele
a) Auf Eisen mit

[O] (68)

(69)

(70)

(71)

/(' 100 ; I/o' 9,8 -10

sei eine Silberschicht mit
1—6

-6

ß 1 I/o 1,6 10"

[Q cm]

[Q cm]

aufgebracht. Unabhängig von der Frequenz ist
dann nach (46)

=l/100.9,8.
V jliö' y 1,6 10

10
,—6

24,7

b) Bringt man auf Calit mit

T 6,5 ; ß' 1

eine Silberschicht mit den obigen Daten und ist

co 7,54 • 108 [s-1]

entsprechend einer Wellenlänge X 2,5 m, so
erhält man für einen unendlich ausgedehnten,
homogenen Isolator mit ebener Oberfläche und einer
Oberflächenschicht aus Silber nach (66)

2 • 4ttc
5,38 • 104

6 • 10~6 10g 7,54 • 108 • 6,5

Für diesen Wert von * nimmt der hier besonders
interessierende Ausdruck (63) für den Stromwärmeverlust

praktisch denselben Wert an wie für y oo,
den Fall des auf die Frequenz abgestimmten Isolators.

Für eine Silberschicht auf Calit kann daher
bei einer Wellenlänge X 2,5 m mit y oo
gerechnet werden, gleichgültig, ob der Isolator auf
die Frequenz abgestimmt oder unendlich ausgedehnt

ist.

In Fig. 1 sind die für die Stromwärmeverluste
der Beispiele lit. a und b charakteristischen Verhältnisse

S0/Sl)oo und Ss/Socy der Tabelle I in
logarithmischem Maßstab als Funktionen des Verhältnis¬

ses y s/t also der Schichtdicke s dargestellt. Da
die Kurven S0/S0co für * 24,7 und y oo nahe
zusammenfallen, ist in der Figur nur die Kurve für
y co wiedergegeben. Ferner ist Ss/S0oo 0 für
^ co Die entsprechende Kurve fällt also weg.

10'

10"

1

\
\
\
\
\
\
\

\ io3 4^--
^Ooo

X » 24,7

\\\\\\ \\ \\
5°

V/ =— y co
"^0 oc \ \\\\\

X » 24,7 \
\. \

o
5L WSZ55

2

Fiff. 1

Die dargestellten Kurven sind unabhängig von der
Frequenz, solange der Parameter y für Silber auf
Calit als unendlich gross betrachtet werden darf.

Tabelle I

V
K 24,7 U - " OD

So/ So oe S5 /So«. So/Soco

0 24,700 24,700 OO

0,5 1,945 0,0733 2,011
1 1,082 0,0180 1,086
1,5 0,925 0,00679 0,919
1.6 0,9235 — 0,917
1,7 0,927 — 0,921
2 0,953 0,00267 0,949
2,5 0,991 0,00101 0,991
3 1,003 0,000371 1,003
3,5 1,002 0,000136 1,003
4 1,001 0,0000500 1,001

Für y 0, also Schichtdicke s 0, und Silber auf
Eisen beginnen S0/SQX und Ss/S0oo bei y also bei
24,7. Für y 0 und Silber auf Calit beginnt
S0/Snoc bei co Für von Null wachsendes y nehmen
bei Silber auf Eisen S0/S0oo und Ss/SQoo, bei Silber
auf Calit S0/S000 ab.

Für y oo also unendlich grosse Schichtdicken,
nähern sich die S„/Soco dem Werte 1 und Ss/S0oo
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dem Werte 0. Bemerkenswert ist, dass S0/S0oo
sowohl im Fall Silber auf Eisen, wie im Fall Silber
auf Calit sich dem Werte 1 nicht etwa monoton
abnehmend nähern, sondern, wie aus der Tabelle
und der Figur zu erkennen ist, in der Gegend von
y 1,6 den Wert 1 bis zu zirka 8 °/o unterschreiten;
d. h. die gesamten Stromwärmeverluste sind hei
einer Silberschicht auf Eisen oder Calit von 1,6 der
Eindringtiefe x zirka 8 °/o geringer als an einer
unendlich dicken Silberschicht. Diese Tatsache wird
man zusammen mit dem Einfluss von Unebenheiten
der Oberfläche, die im Vergleich zur Eindringtiefe
nicht vernachlässigbar klein sind, berücksichtigen
müssen bei der Erklärung von Abweichungen
gegenüber der Rechnung, welche bei Messungen der
Resonanzschärfe von Hohlraumresonatoren
aufgetreten sind. Auf die Existenz eines solchen
Minimums haben bereits Kruse und Zinke [6] am
Beispiel eines dünnwandigen Kupferrohres aufmerksam

gemacht.
c) Bringt man eine Eisenschicht auf einer Silber-

unterlage auf, so erhält man den zum *-Wert von
Beispiel lit. a reziproken Wert

* 1/24,7 0,0403.

zeigt Tab. II.Den Verlauf von S0/S0co und Ss/S0.

Für y 0 beginnen auch hier S0/S0oo und
Ss/Süoo bei y, also bei 0,0403. Für von Null wachsendes

y nehmen S0/S0oo zu, Ss/S0oo ab und nähern
sich für grosse Werte von y asymptotisch dem Werte
1 bzw. 0. Dabei geht S0/S0oo bei y 1,6 über ein
Maximum, das den Wert 1 um etwa 8 °/o überschreitet.

Eine Eisenschicht der Dicke s 1,6 der
Eindringtiefe auf Silberunterlage ergibt also einen
etwa um 8°/o höheren Stromwärmeverlust, als an
massivem Eisen. Dieses Maximum steht in Analogie
zum Minimum bei Silberschicht auf Unterlage aus
Eisen.

Tabelle II
V

K 0,0403

So/Soco Ss/Sooo

0 0,0403 0,0403
0,5 0,212 0,0370
1 0,831 0,0221
1,5 1,081 0,00814
1,6 1,083 0,00656
1,7

'
1,078 0,00528

2 1,048 0,00279
2,5 1,008 0,00100
3 0,997 0,000368
3,5 0,998 0,000136
4 0,999 0,0000500

8. Der allgemeine Fall
Anknüpfend an den zweiten Abschnitt soll nun

noch gezeigt werden, wie die Ausdrücke (31) bis
(35), die den Verschiebungsstrom mitberücksichtigen,

zu numerischen Rechnungen auf reelle Grössen

umgeformt werden können.
An Stelle des in der Trennebene x s zwischen

Schicht und Unterlage bestehenden und bekannt
vorausgesetzten Feldstärkeverhältnisses Zs, führt
man dessen durch

'ZS

W
£+ }>] (72)

definierten reduzierten Real- und Imaginärteil f
und )] ein. W ist dabei nach (37) das Feldstärkeverhältnis

einer ebenen Welle in einem isolierenden,

verlustlosen Medium mit Dielektrizitätskonstante

s und Permeabilität a. Mit | und rj erhält
man durch Ausrechnung an Stelle der Ausdrücke
(31) bis (35)

^0
W p2-+-q2\ { Psinh2y1-çsin2y,+2p(p| +qtj)

cosh2;'2+2q(q|—p^)cos2y„+ (p2+q2) (f2

(p 8111112]/! + qsin2y2) + j[gsinh2j>1+psin2}'2

+ 2q (pf + qrj )coslrâjq—2p (qi-—prj cos2y2

+ {p2+q2) (|2 +1?2) • (qsinh2y1—psin2y2) ]l (73)

EJH0 2 l
— < fcoshy, cosv., — tj smhy1smy2W

(74)

+ (|2 + ?;2) (psinhyjCos'/^ + qcosh^siny,)

+ j [)yCosh;,'1cosy;,~|.sinh)'1sin;.,2

+ (|2 + ??2) (qsinhj'jcosyo-pcosha'jsinj/;) ] J

I ^ jy jcosh^cosy, + (p| + q»y)sinhy1cos;'.,

—{pi]-q|)coshy1siny2—j [sinhy^siny.,

+ (p|+q^)coshy1siny2+ (p?;-g|)sinhy1cosy2] J

(75)
S 1 f

y p sinh2;',-q sin2y2 -r 2p(p^Jrqrj) cosh2y,

+2q(q|-p»;)cos2j'2+ (p2 + q2) {i2+rf) (psinh2j/j

(76)

(77)

+ qsin2y2) j
Ss

_
2(p2 + q2)£

S0~ PN
Darin ist

N cosli2y1 + cos2y2 + 2(p,j + qq)sinh2y1+2 (q|—pq)
sin2y„+(p2 + q2)/|2 + ^2) (cosh2y1-cos2y2) (78)

der allen Ausdrücken (73) bis (77) gemeinsame
Nenner.

Im Unterschied zu Fällen, bei welchen der
Verschiebungsstrom gegenüber dem Leitungsstrom
vernachlässigt werden kann,spaltet sich hier die früher
durch (47) und (48) definierte reduzierte Schichtdicke

in zwei Variable

2"/i — (a + a) s — 4.-ig

und 2;'2

xo

1 - s
— (a —a) s 4ijrp —
j

(79)

(80)

auf, wobei entsprechend (48) nun vermöge (13)
bis (15)
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(81)

gilt. Die Eindringtiefe r hat dabei den speziellen
Wert (43).

DieAusdrücke (73) bis (78) degenerieren im
Sonderfall, in dem der Verschiebungsstrom gegenüber
dem Leitungsstrom vernachlässigt werden kann,
also für cp 1 zu den Ausdrücken (54) bis (59)
von Abschnitt 4 bzw. zu den Ausdrücken (60) bis
(65) von Abschnitt 5, falls für f und rj die den
respektiven Feldstärkeverhältnissen Zs entsprechenden

Real- und Imaginärteile eingesetzt werden.

9. Dielektrische Schichten geringer Leitfähigkeit
auf gut leitender Unterlage

Ist die Unterlage praktisch unendlich gut
leitend, so kann Zs 0 gesetzt werden. Aus (73)
entsteht dann

o

W p2 + q2

psinh2j'1 — qsin2y2+j [qsinh2^1+psin2y2]

cosh2j'1 + cos2j/2
(82)

Für ein Dielektrikum von geringer Leitfähigkeit
ist cp <<: 1. Bis auf Grössen 1. Ordnung in cp sind
dann nach (12), (13), (79) und (80)

p l; |
Damit wird aus (82)

2yl 4;r — — ;

/„ 2
2;'2 ijr

A„

—A

W

+ j

sinh f 4tt — ~
io 2

v a s
sin 4tt

cosh ^^ cos

— sinh 4tt — — \ + sin 47T —
A0 2

cosh 4it— — -l-cos [4 it
\ i02 j

(83)

Da wegen cp << 1 der cosh im Nenner wenig grösser
2

als 1 ist, nimmt —- maximale Werte an für die
W

Schichtdicken
K q io. c A>

4 ' 4 ' 4 ' (84)

Für diese Werte ist ausserdem (83) reell und bis
auf Grössen 1. Ordnung in cp

o __
W s

TT Cp

in"O

Durch geeignete Wahl von cp kann offenbar erreicht
werden, dass

'n-t
wird, oder -—- was dasselbe bedeutet — dass eine
auf die Schicht nach (84) auffallende ebene Welle
reflexionsfrei absorbiert wird. Dazu muss

V
V/</£

JtS/Ag
oder o

Â

11
(85)

sein. Es handelt sich um dieselben Schichten, welche
in der Optik die Anlauffarben der Metalle
verursachen und welche seinerzeit in [7] von W.
Kleinsteuber und dem Verfasser näher untersucht worden

sind. Formel (85) stimmt mit (6) von [7]
üherein.
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Welche Folgerungen ergeben sich für den Betrieb von Elektrizitätswerken
aus dem Eisenbahnunglück von Wädenswil?

Von A. Kleiner, Zürich 621.316.37.0046

Wie es sich herausstellt, ist das Eisenbahnunglück
in Wädenswil mit seinen furchtbaren Folgen nicht
auf technische Fehler, sondern auf ein menschlich
bedingtes Versagen des Lokomotivführers
zurückzuführen. Es stellt sich daher automatisch die Frage,

wie ein solches Versagen und seine Folgen hätten
vermieden werden können. Wir möchten ausdrücklich

weder dem Mann einen Vorwurf machen, noch
die Notwendigkeit äusserster Konzentration und
Pflichterfüllung bagatellisieren, sondern nur die
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