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39¢ année

Ne 14

Samedi, le 10 Juillet 1948

BULLETIN

DE I’ASSOCIATION SUISSE DES ELECTRICIENS

Stromwiirmeverluste (Skineffekt) an Leitern und Isolatoren
mit leitender Oberflichenschicht

von Walter Dillenbach, Ziirich

Der Stromwdrmeverlust (Skineffekt) an einem Leiter bzw.
Isolator mit ebener leitender Oberflichenschicht wird unter Be-
riicksichtigung des Verschiebungsstromes gerechnet. Bei gut
leitender Schicht auf schlecht leitender oder nicht leitender
Unterlage hat der Stromwdirmeverlust in Abhdngigkeit von
der Schichtdicke ein Minimum, nimmt fiir gréssere Schicht-
dicke also wieder zu.

1. Einleitung

Beim Bau von Hochfrequenzgeriten werden
hiufig dem hochfrequenten Wechselfeld ausgesetzte
Koérper, die beispielsweise aus Eisen oder Keramik
bestehen, mit einer Schicht eines Hochfrequenz
gut leitenden Metalls, z. B. Silber, iiberzogen. Auch
der umgekehrte Fall, schlecht leitende Schicht auf
gut leitendem Metall, kann gelegentlich vorkom-
men.

Die Stromverteilung iiber Schicht und Unterlage
sowie die auftretenden Verluste sind von verschie-
denen Verfassern fiir geschichtete, kreiszylindrische
Leiter angendhert oder streng berechnet worden
([1] bis [6] im Literaturverzeichnis am Schluss
dieser Mitteilung). Ein Sonderfall ist das kreis-
zylindrische leitende Rohr.

Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf den
besonders einfachen Fall von Leitern und Isolato-
ren mit einer ebenen, leitenden Oberflachenschicht,
ein Fall, der natiirlich in den zitierten Veroffent-
lichungen [1] bis [6] mit enthalten ist. Wenn ich
es fiir richtig halte, die folgenden Ergebnisse trotz-
dem mitzuteilen, so hat das folgende Griinde:

1. Im Gebiet der Meter-Wellen und darunter ist die Ein-
dringtiefe im allgemeinen verschwindend klein zu den geo-
metrischen Abmessungen von Leitern und Isolatoren mit
leitender Oberflichenschicht. Es geniigt also die Betrachtung
des ebenen Falles.

2. Im ebenen Fall sind auch die streng richtigen End-
formeln einfach und bequem zu diskutieren.

3. Der Verschiebungsstrom im Innern der Schicht konnte
ohne Vernachlissigung mitberiicksichtigt werden. In diesem
Punkte geht die vorliegende Arbeit iiber die zitierten Ver-
offentlichungen hinaus.

Analog wie bei einem Lecherleitungsstiick wird
fiur eine senkrecht zur Schicht einfallende ebene
Welle aus Schichtdicke, Materialkonstanten der
Schicht und dem Feldstirkeverhiltnis in der Trenn-
ebene zwischen Schicht und Unterlage, welches fiir
das Verhalten (Impedanz) der Unterlage charak-
teristisch ist, das Feldstirkeverhaltnis an der Ober-

621.3.018.44

La perte par effet Kelvin (effet pelliculaire) dans un con-
ducteur ou un isolateur a couche superficielle plane et con-
ductrice, est calculée en tenant compte du courant de dé-
placement. Lorsqu’il s’agit d’une couche superficielle bien
conductrice, sur une matiére conduisant mal ou pas du tout
le courant, la perte par effet Kelvin atteint un minimum au
fur et @ mesure que DUépaisseur de la couche augmente;
pour des couches encore plus épaisses, la perte croit @ nou-
veau.

fliche der Schicht berechnet. Dieses Feldstirkever-
haltnis an der Oberfliche der Schicht — es ist zu
vergleichen mit der gesamten Impedanz der der
Schicht mit Unterlage entsprechenden Lecherleitung
— ist an sich von Interesse. Ausserdem folgt aus ihm
und dem Magnetfeld an der Schichtoberfliche der
Poyntingsche Vektor, also die Energieeinstrémung
und folglich der Stromwirmeverlust pro cm?

Hervorzuheben ist, dass in die Endformeln, aus
welchen das Feldstarkeverhaltnis an der Oberfliche
der Schicht und der Stromwirmeverlust pro cm? zu
entnehmen sind, nur eingehen

1. das in geeigneter Weise reduzierte Feldstarke-
verhidltnis in der Trennebene zwischen Schicht und
Unterlage,

2. das Verhiltnis von Leitungsstrom und Ver-
Schichtdicke zu Eindringtiefe nahe verwandt sind.

3. zwei reine Zahlen, welche dem Verhiltnis von
Schichtdicke zu Eindringtiefe nahe verwandt sind.

Bei gut leitender Schicht auf schlecht leitender
nder nicht leitender Unterlage zeigt sich, dass bei
einer ganz bestimmten Schichtdicke der Strom-
wirmeverlust einen kleinsten Wert hat und von da
mit zunehmender Schichtdicke wieder zunimmt. Es
hat also keinen Sinn, etwa eine Silberschicht auf
Eisen oder Calit dicker als die 1,6fache in iiblicher
Weise definierte Eindringtiefe in Silber zu machen.
Dieses Minimum des Stromwirmeverlustes einer
Silberschicht auf Eisen oder Calit ist um 8°o kleiner
als der Stromwirmeverlust an einer zur Eindring-
tiefe dicken Silberschicht, ein Ergebnis, auf wel-
ches bereits Kruse und Zinke [6] im Sonderfall
eines diinnwandigen Rohres hingewiesen haben.

2. Allgemeine Uberlegungen
In Richtung der positiven x-Achse falle eine
ebene Welle auf eine zwischen 0 < x < s befind-
liche Schicht mit
der Leitfdhigkeit ¢
der Dielektrizititskonstanten ¢
der Permeabilitit

(@7 em1],

9

439



440

Bull. schweiz. elektrotechn. Ver. Bd. 39(1948), Nr. 14

Die Welle sei linear polarisiert mit der elektrischen
Feldstirke ¢, [Vem?] in Richtung der positiven
y-Achse, der magnetischen Feldstirke Y, [Acm?]
in Richtung der positiven z-Achse. Fiir ¢, und §
gelten dann innerhalb der Schicht die Gleichungen

dh, ey

— — g, de (1)
ox ot

RUHES (2)
0x ot

%, = ag, (3)

Darin bedeuten ¢, die Stromdichte in [Acm]
| 10%/4 n c? [Q! em™ s]
Il = 4 710" [©Q em! 5]

und

die bekannten MaBsystemkonstanten. Setzt man &,

aus (3) in (1) ein und macht die Ansitze

eu — %[Eel‘(nt_’_ie*fwt] (4)
1 jwt Ir. —Jwt
und b, = 5 [He'®" 4+ He ] (5)
so folgen aus (1) und (2)

dH

— = (6+jdew)E (6)
dx
dE

d—x = _j I[‘ll/(r)H (7)

E und H sind die komplexen Amplituden der Feld-
stirken, E und H deren konjugiert komplexeWerte,

w=2xf die Kreisfrequenz und j= J—1.
Aus (6) und (7) folgt fiir H die Gleichung

2 /
d*H :jII‘uaw(l—ijew)H (8)
dx2 ‘ o
Setzt man abkiirzend
azzjﬂuow(1+j48w—) (9)
so hat (8) die allgemeine Losung
H = Ae*”" 4+ Be™ *" [Acm1] (10)

A und B sind Integrationskonstanten, und fiir «,
die positive Wurzel aus (9) mit stets positiven Wer-
ten sowohl des Real-, als auch des Imaginirteiles,
kann gesetzt werden

2 .
«=— (@+7p) (11)
Darin bedeutet !
2n c
i — =%  [em] (12
’ wldIleu fVeu

die Linge einer Welle in einem isolierenden und

verlustlosen Medium mit der Dielektrizititskonstan-
ten ¢ und der Permeabilitit u. Die Ausdriicke

1 .
p=+ 1/2(1/1+«;o2+ ) a3
d L) 14)
un = 4|/ 5 (V1--92=1) (14)
sind Funktionen von
o

@ = - (15)

4 dew

dem Verhiltnis von Leitungsstrom zum Verschie-
bungsstrom.

Fiir spiter interessieren die reellen, stets posi-
tiven Grossen
4dmq

A

e+ a (16)

0

—(e—ea) = DGR

(17)

A’O

Um die anschauliche Bedeutung der Ausdriicke p
und ¢ einzusehen, betrachten wir einen Augenblick

| den Fall des Skineffektes an der ebenen Oberfliche

| eines den Halbraum erfiillenden homogenen Kor-

pers. Es sei also die Schichtdicke s — oo, und die
laufende Welle klinge fiir x — oo auf null ab. Dann
muss in (10) die Integrationskonstante B — 0 sein
und aus (5) folgt vermége (10)

b, — Hoefzr% cos 2,,(% — 't \) (18)
H, ist der Scheitelwert des Magnetfeldes in der
Ebene x — 0, also an der Korperoberfliche und
L= afp [lem]  (19)

| bedeutet die Wellenlinge,
0 = Alqg  [em] (20)

eine fiir die Diampfung charakteristische Linge des
durch (18) bezeichneten gedimpften Wellenvor-
gangs im Innern des Korpers mit der Leitfihig-
keit 6. Aus (19), (20) und (12) bis (15) folgt iibri-

gens allgemein

® 52 09
Ao =¢ 46 = A [em?] (21)
Pq u Gf
Fiir ein nichtleitendes Dielektrikum ist ¢ = 0,
Also werden p=1; q=0; 4= 4} 0,= >

Wenn umgekehrt der Verschiebungsstrom gegen-
iiber dem Leitungsstrom vernachlissighar klein ist,

wird ¢ > 1.

Also werden p = q = }/»/2 und wegen (21)

10
S — Sahal
V wof

Nun kehren wir zum allgemeinen Fall des Leiters

A [em] (22)
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bzw. Isolators mit leitender Oberflichenschicht zu- l

riick. Aus (6) und (10) folgt

o
c+jdew

Aus H und E, also (10) und (23), folgen nun fiir
jeden beliebigen Querschnitt x der Schicht das kom-
plexe Feldstirkeverhaltnis

E = — 4 e — Be %) [Vem1] (23)

E ‘
Z=— [a] (24)
H
und die Energiestrémung
S:inHmFJﬁﬁw+b [Wem™)

vorausgesetzt, dass die Integrationskonstanten A
und B bekannt sind. Zu deren Bestimmung nehmen
wir an, es seien

1. die komplexe Amplitude H — H, der ma-

gnetischen Feldstirke im Querschnitt x — 0
2. das komplexe Feldstirkeverhiltnis Z — Z
im Querschnitt x — s gegeben.

A und B lassen sich dann berechnen.
Aus (10) und (23) ist namlich

H, —A+B (26)
%S et 21
7z, — E, . a Ae —Bc_ (27)
H, 64jdew Ae**+ Be™™*
Daraus berechnen sich
Z oo'_Zs — xS
g ( xS )e — &S (28)
(Z[)DO +Zs) € +(Z000—Zs) €
und
%S
B: Ho (Z()oos—'l"'zs) € — (29)
(Zow+zs)e“ +(Z0N_Zs)e

Darin ist aus einem Grund, der sofort erkennbar
wird, die Bezeichnung

a SR e
o-+jdew
eingefiihrt. Mit den Werten (28) und (29) fiir 4

und B erhilt man die noch unbekannten Feldgros-
sen im Querschnitt x — 0:

0o

& — — Z0°° _|_ ZS) e“s—* (ZON— ZS) e_ s [Q]
H " " (et Z) e (Zy—Z)e
(31)
und im Querschniit x — s:
E 27 Z,
s 22, Q] (32
A (Zyo+2)e + (Zyoo—Z) e
- = ctsz Z0°° —as (33)
0 (ZON +Z)e* "+ (Zooo —Z)e

Aus (31) erkennt man, dass Z,.,, welches nach (30)
nur von der Frequenz und den Materialkonstan-

(30) |

ten ¢, u, o der Schicht abhingt, nichts anderes |

bedeutet als das Feldstarkeverhiltnis in der Schicht-

|
|
|

?

oberfliche x — 0 fiir unendlich dicke Schicht, also

| fiir s = oc.
Aus den durch (31), (32) und (33) bestimmten
Feldgrossen folgt die Energiestromung im Quer-
| schnitt x — 0:
1 _ _
So = Holy(Zo+Z) (34)
:lHO ﬁoliZch, (ZOO\+Z)eaS Z)e___“s
4 (Zyst-2Z)) € +(Z —2Z)e
7 (ZontZ)exs—(Zy—Z)e~
" ZyotZ)exs LB Yo
[Wem 2]
und im Querschnitt x — s: '
Ss= leﬁs (Zs+Zs)
4 (35)
_ iH HO 4Z,..Z,..
4 [Zowt+2) ™ + (Zpoe—Z) e ]
_ (Z+Z)
[(Zoart-Z) e + (Zyoo— Z) 6]
[Wem2]

S, ist also der gesamte Stromwirmeverlust pro cm?
Leiteroberfliche in der Schicht mit den Konstan-
ten ¢, u, o und der hinter der Schicht befind-
lichen leitenden Unterlage mit von ¢, u, o ab-
weichenden Konstanten. S; dagegen ist der Strom-
wirmeverlust pro cm? Leiteroberfliche allein in der
hinter der Schicht befindlichen Unterlage. '

Die Ausdriicke (31}, (32), (33), (34) und (35)
lassen sich fiir numerische Rechnungen auf reelle
Grossen umformen. Das wird in Abschnitt 8 der
vorliegenden Mitteilung durchgefiihrt werden. Jetzt
sollen zunichst einige Sonderfille hetrachtet wer-
den.

3. Unendlich ausgedehnter homogener Leiter
mit ebener Oberflidche

Dieser bereits im Zusammenhang mit (18) kurz
betrachtete einfache Sonderfall ergibt sich aus der
bisher vorausgesetzten Schicht durch den Grenz-
iibergang s — oo. Man erhilt aus (31) und (30)
nach einer einfachen Rechnung:

pP+1Jq

Zow: w p2+q2 (36)
Darin ist
I
W= e (2] (37)
das Feldstarkeverhialtnis einer ebenen Welle in

einem isolierenden, verlustlosen Medium mit der
Dielektrizitdtskonstanten ¢ und der Permeabili-
tat ‘
Aus (34) folgt bei Beriicksichtigung von (36)

Spes = % H, H W

(@] (38)

L%W
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Denkt man sich den wirklichen Oberflichenstrom |

durch einen iiber die Eindringtiefe 7 gleichmaissig
verteilten Strombelag ersetzt, so gilt

Spee = = H,H, L] (39)
2 ot
Durch Vergleich mit (38) folgt
1 p2ig?
e T o0 40
oW p

Ist der Verschiebungsstrom gegeniiber dem Lei-
tungsstrom vernachlissighar klein, so werden aus

(36), (38) und (40)

10~° :
Zpo = M(1+) I/——Lf(lﬂ)[m
o (41)

1 V/lpe 1, - 10~°
Spe = 5 Ho H, 2“6‘" = HyHy2n VTM
[Wem2]  (42)

2 171/10°

_ L 43

' l/ﬂudw 2x ) uof Ll

Dies sind die bekannten Formeln. Der Vergleich
von (43) mit (22) zeigt, dass bei zum Leitungsstrom
vernachlédssighar kleinem Verschiebungsstrom

A )

T —
2r

d. h. die in iiblicher Weise definierte Eindringtiefe
ist im Verhiltnis 1 :2x kleiner als die Wellen-
linge 4 und die Dampfungslinge § des Vorganges.

Bemerkenswert ist, dass nach (41) der elektri-
sche Vektor E, gegeniiber dem magnetischen Vek-
tor H,, also gegeniiber dem resultierenden Ober-
flichenstrom, stets eine Phasenvoreilung von n/4
hat, unabhingig von der Frequenz und den Ma-
terialkonstanten x4 und o.

(44)

_2n

4. Unendlich ausgedehnter homogener Leiter mit
leitender Oberflichenschicht aus von der Unter-
lage abweichendem Material

In Schicht und Unterlage sollen die Verschie-
bungssirome gegeniiber den Leitungsstromen ver-
nachlissigbar klein sein. Die Materialkonstanten
der Schicht seien wie bisher x und o, die der Un-
terlage ' und o'

Das durch die Unterlage im Grenzquerschnitt

x — s geforderte Feldstirkeverhilinis Z; bestimmt
sich nach (41) zu

z. _l/lluw 1 +i)

Anderseits gilt (41). Setzt man diese Werte in (31)
(32), (33), (34) und (35) ein, beachtet, dass in

Zihler und Nenner der Briiche der Faktor l/%

(45)

(1 + j) sich weghebt, und beniitzt die Abkiirzun-

gen
K= l/,u(f' (46)
_ 1 _
2y=(cta)s=—(a—a)s (47)
]
also nach (10) und (43) »= hd (48)
T
so erhilt man
xS — xS
zZ,— H,uw (1--i) (l—i—u)ems—(1—1c)e_ws (49)
(I4+1) e+ (1—x)e
E, Huw 2%
o = 1] 50
H, 2g ) (1) e* 4-(1—n) e~ Wi
- - (51)
H, (1+x)e*+(1—n)e ™
1 = |/ITpw
S,= —H,H
0= 5 oo 29
(4w e —(1—nfPe” —2(1—n’)sin2y 52)
AL+’ e? +(1— u)ze_2y+2(l—u2)cosz;/
5, — lHoHo ‘/Huw
2 20
) 7 2 24M_2 2 (53)
(14-%)°e” 4+(1—0)°e 7 +2(1—i")cos2y

y nach (47) und (48) ist also das Verhiltnis der
Schichtdicke s zur Eindringtiefe 7 eines unend-
lich ausgedehnten homogenen Leiters mit ebener
Oberfliche und gleichen y und ¢ wie die Schicht
der Dicke s. Die Ausdriicke (49) bis (53) lassen
sich fiir numerische Rechnungen vereinfachen. Man
ordnet nach Potenzen von x, fithrt Hyperbel- bzw.
Kreis-Funktionen ein und bildet fiir (52) und (53)
das Verhiltnis zu S,,, nach (42):

Iluw

26 N
~+x2(sinh 2y 4 sin 2y) 4-j [sinh 2y 4-sin 2y

-~ 2% cosh 2y 4 %2 (sinh 2y —sin 2;/)]}
(]

Zy = { sinh 2y —sin 2y -+ 2x cosh 2y

(54)

Es Huow 2x
)V 206 N
~+ #(sinhy cosy | coshysiny) -+ j [coshy cosy

{ coshy cosy - sinhy siny

—sinhy siny 4~ k(sinhy cosy — coshy siny)]}
(el (55)
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L = k) { coshy cosy + wsinhy cosy — j [sinhy siny
Hy N
~+ % coshy sin;/]] (56)
5 1. . : By
= —{ sinh2y — sin2y |- 2% cosh2y + »2(sinh2y
Spc N .
-+ sin2;/)l (57)
S _ 2 (58)
Sges I

Darin ist der Nenner

= cosh2y—+cos2y~+2xsinh2y+-x2(cosh2y — cos2y)
(59)
(57) ist das Verhaltnis des gesamten Stromwairme-
verlustes pro cm? Leiteroberflache fir einen Leiter
mit Schicht der Dicke s zum Stromwirmeverlust
pro cm? Leiteroberfliche fiir denselben Leiter, aber
mit unendlich dicker Schicht. Dabei ist angenom-
men, dass in den beiden Fillen, die in (57) ver-
glichen werden, der absolute Betrag der Amplitude
der magnetischen Feldstirke an der Oberfliche der
Leiterkonfiguration derselbe sei. In analoger Weise
ist (58) das Verhilinis des Stromwirmeverlustes
pro cm® Leiteroberfliche allein in der hinter der
Schicht der Dicke s befindlichen leitenden Unter-
lage zum gesamten Stromwiérmeverlust pro cm? Lei-
teroberfliache fiir dieselbe Leiterkonfiguration, aber
mit unendlich dicker Schicht.

Bemerkenswert ist, dass diese Verhiltnisse nur
von der durch (48) definierten Variablen y und
dem durch (46) gegebenen Parameter »x abhéngen.
Dabei haben die Konstanten yu, ¢ der Schicht Ein-
fluss auf y und %, die Konstanten y’, ¢’ der Unter-
lage aber nur auf den Parameter x. Schichtdicke
s und Kreisfrequenz o gehen nur in y ein.

Zu einer fiir Hochfrequenz gut leitenden Schicht
auf fiir Hochfrequenz schlecht leitender Unterlage,

also — < W gehort ¥ 3 1, zu einer schlecht

leltenden Schlcht auf gut leitender Unterlage um-
gekehrt » << 1.

5. Unendlich ausgedehnter homogener Isolator
mit leitender Oberfliachenschicht

In der leitenden Oberflichenschicht sei wieder
der Verschiebungssirom gegeniiber dem Leitungs-
strom zu vernachlissigen. Die Materialkonstanten
der Schicht seien u und o, die der isolierenden
Unterlage ¢, ¢’ und ¢' = 0.

Das Feldstirkeverhaltnis im Isolator fiir eine

von x — s nach x — oo laufende ebene Welle ist
unabhingig vom Querschnitt
I
Z —
5 dg’

Fiir Z,.. gilt (41). Damit erhilt man fiir (31), (32),
(33) und (34) nach derselben Umformung wie im
vorausgehenden Abschnitt

Z, _VH’“‘ ¥

- cos2y) +

{ s1nh2;/ —sin2y + x (cosh2y

(smh2;/ + sin2y) - j [sinh2)y

—+8in2y -+« (cosh2y—cos2y) -+ % (sinh2y

—sinz;/)]} [l (60)
E, ﬂ,uw
2=l 26 N {cosh/ cosy+ — 2 (smh;/ cosy.

— coshy siny) - j [—sinhy siny
—+ % (sinhy cosy — coshy sin;/)]} [e] (61)
2 h ¥ (sinh hysi
H~N coshy cosy | 5 (sinhy cosy +- coshy siny)

—~+j[— sinhy siny -1 % (sinhy cosy

— coshy sin;/)]} (62)
S, 1) . .
—— = 4 sinh2y — sin2y - ¥ (cosh2y |- cos2y)
Spe N
2
- % (sinh2y —[—sin2;/)} (63)
S, =0 (64)
Sgess
Darin ist
N = cosh2y -} cos2y 4 « (einh2y +-sin2y)
2
- u? (cosh2y — cos2y) (65)

der von (59) abweichende Nenner.

Diese Ausdriicke sind #hnlich gebaut wie (54)
bis (59), aber 2 hat hier die Bedeutung

v 201
Y dewu

6. Ein in der Dicke auf die Frequenz abgestimm-
ter homogener Isolator mit ebener Oberfliche

und leitender Oberflichenschicht der Dicke s

Nun sei der Isolator des vorausgehenden Ab-
schnittes nicht mehr unendlich ausgedehnt, sondern-
erstrecke sich als Platte der Dicke a —s von x — s
bis x = a. Bringt man bei x = a eine gut leitende
Schicht auf die Oberfliche des Isolators und wahlt
a — s gleich ein Viertel der Wellenlinge im Innern
des Isolators, so wirkt die Isolatorplatte als auf die
Frequenz abgestimmter Resonator mit einem Span-
nungsbauch bei x — s und einem Strombauch bei
x — a. Bei x — s ist also die magnetische Feld-
stirke H; — 0 und folglich das Feldstirkeverhilt:
nis Z; =— co. Dies in (31) bis (35) eingesetzt, fiithrt
zu Ausdriicken, die man auch aus (54) bis (59)

(66)
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bzw. (60) bis (65) erhilt, wenn man in diesen

Huw sinh2y+ sin2y
20

ey

. sinhy cosy — coshy siny

Zy = (el (67)

cosh2y — cosz;/

sinhy cosy -+ coshy siny
cosh2y — cos2y

cosh2y — cos2y ] [e] (68)

H
A 0 (69)
S _ sinh2y |-sin2y (70)
Spe  c0sh2y —cos2y
S,
S 0 (71)
7. Beispiele
a) Auf Eisen mit
w' =100 /o =9,8-10"°  [Qem]
sei eine Silberschicht mit
w=1; 1/6 —1,6-107° [Q em]
aufgebracht. Unabhingig von der Frequenz ist

dann nach (46)

K_]/ﬂa ~7/100-9,8.10° -
Lo’ 1 6-10°
b) Bringt man auf Calit mit
e =6,5; w=1
eine Silberschicht mit den obigen Daten und ist
= 1,54.10° [s1]
entsprechend einer Wellenlinge . — 2,5 m, so

erhilt man fiir einen unendlich ausgedehnten, ho-
mogenen Isolator mit ebener Oberfliche und einer

Oberflachenschicht aus Silber nach (66)

' _]/16 10~° 6,5

Fiir diesen Wert von » nimmt der hier besonders
interessierende Ausdruck (63) fiir den Stromwirme-
verlust praktisch denselben Wert an wie fiir » = oo,
den Fall des auf die Frequenz abgestimmten Isola-
tors. Fiir eine Silberschicht auf Calit kann daher
bei einer Wellenlinge 1 =— 2,5 m mit x — oo ge-
rechnet werden, gleichgiiltig, ob der Isolator auf
die Frequenz abgestimmt oder unendlich ausge-
dehnt ist. .

2. 4Jrc

AT A

In Fig. 1 sind die fiir die Stromwirmeverluste
der Beispiele lit. 2 und b charakteristischen Verhalt-
nisse S,/S,.. und S,/S,.. der Tabelle I in loga-

rithmischem Mafstah als Funktionen des Verhiltnis-

ses y = s/t , also der Schichtdicke s dargestellt. Da
die Kurven S,/S;. fiir » = 24,7 und % = oo nahe
zusammenfallen, ist in der Figur nur die Kurve fiir
»x = oo wiedergegeben. Ferner ist S;/S,.. = 0 fiir

# = oo. Die entsprechende Kurve fillt also weg.

10

T

\
\
\

//K

H =247

1 N
=X

\
N\
\
—\

\

3
-s—o;l H =247

‘|
| .
\\
>
10“‘\ : i . L 1\.
0

1 2 3 4
Sevisass 7

Fig. 1

Die dargestellten Kurven sind unabhingig von der
Frequenz, solange der Parameter x fiir Silber auf
Calit als unendlich gross betrachtet werden darf.

Tabelle I

v = 24,7 K = oo
‘ So/ S0 en S: /S0 So/So e
0 24,700 24,700 oo
0,5 1,945 0,0733 2,011
1 1,082 0,0180 1,086
1,5 0,925 0,00679 0,919
1.6 0,9235 — 0,917
1,7 0,927 -~ 0,921
2 0,953 0,00267 0,949
2,5 0,991 0,00101 0,991
3 1,003 0,000371 1,003
3,5 1,002 0,000136 1,003
4 1,001 0,0000500 1,001

Fiir y = 0, also Schichtdicke s — 0, und Silber auf
Eisen beginnen S./S,.. und Si/S,.. bel x, also bei
24,71. Fir y = 0 und Silber auf Calit beginnt
So/Soe bei oo. Fiir von Null wachsendes y nehmen

bei Silber auf Eisen S,/S;.. und S;/S;.., bei Silber

| auf Calit S /S ss abs

Fiir y = oo, also unendlich grosse Schichtdicken,
nihern sich dle Si/S;c dem Werte 1 und S,/S;..
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dem Werte 0. Bemerkenswert ist, dass S;/S,.. so- |

wohl im Fall Silber auf Eisen, wie im Fall Silber

auf Calit sich dem Werte 1 nicht etwa monoton |

abnehmend nihern, sondern, wie aus der Tabelle

» =1,6 den Wert 1 bis zu zirka 8 %o unterschreiten;
d.h. dic gesamten Stromwirmeverluste sind bei
einer Silberschicht auf Eisen oder Calit von 1,6 der
Eindringtiefe 7 zirka 8 %o geringer als an einer un-
endlich dicken Silberschicht. Diese Tatsache wird
man zusammen mit dem Einfluss von Unebenheiten
der Oberfliche, die im Vergleich zur Eindringtiefe
nicht vernachlidssighar klein sind, beriicksichtigen
miissen bei der Erklirung von Abweichungen ge-
geniiber der Rechnung, welche bei Messungen der
Resonanzschirfe von Hohlraumresonatoren aufge-
treten sind. Auf die Existenz eines solchen Mini-
mums haben bereits Kruse und Zinke [6] am Bei-
spiel eines diinnwandigen Kupferrohres aufmerk-
sam gemacht.

¢) Bringt man eine Eisenschicht auf einer Silber-
unterlage auf, so erhialt man den zum x-Wert von
Beispiel lit. a reziproken Wert

» = 1/24,7 = 0,0403.

Den Verlauf von S,/S,.. und S,/S,.. zeigt Tab. II.

Fir y = 0 beginnen auch hier S,/S,.. und
Ss/Sy- bei %, also bei 0,0403. Fiir von Null wachsen-
des y nehmen S,/S,.. zu, S;/S,.. ab und nihern
sich fuir grosse Werte von y asymptotisch dem Werte
1 bzw. 0. Dabei geht S,/S,.. bei y — 1,6 iiber ein
Maximum, das den Wert 1 um etwa 8 %o iiberschrei-
tet. FEine Eisenschicht der Dicke s = 1,6 der

Eindringtiefe auf Silberunterlage ergibt also einen
etwa um 8% hoheren Stromwirmeverlust, als an |

massivem Eisen. Dieses Maximum steht in Analogie
zum Minimum bei Silberschicht auf Unterlage aus
Eisen.
Tabelle II
x = 0,0403

’ So/So= S./So

0 0,0403 0,0403

0,5 1 0,212 0,0370

1 ‘ 0,831 0,0221

1,5 1,081 0,00814

1,6 1,083 0,00656

1,7 - 1,078 ! 0,00528

2 1,048 ! 0,00279

2,5 1,008 i 0,00100

3 0,997 0,000368

35 0,998 0,000136

4 0,999 0,0000500

8. Der allgemeine Fall

Ankniipfend an den zweiten Abschnitt soll nun

noch gezeigt werden, wie die Ausdriicke (31) bis
(35), die den Verschiebungsstrom mitberiicksich-
tigen, zu numerischen Rechnungen auf reelle Grés-
sen umgeformt werden konnen.

An Stelle des in der Trennebéne x — s zwischen
Schicht und Unterlage bestehenden und bekannt
vorausgesetzten Feldstarkeverhiltnisses Z,, fiihrt
man dessen durch

"Zs . .
— =S+

72
e (72)

definierten reduzierten Real- und Imaginirteil &

' und 7 ein. WV ist dabei nach (37) das Feldstarke-

und der Figur zu erkennen ist, in der Gegend von |

verhaltnis einer ebenen Welle in einem isolieren-
den, verlustlosen Medium mit Dielektrizitatskon-
stante ¢ und Permeabilitat x. Mit £ und % erhilt
man durch Ausrechnung an Stelle der Ausdriicke

(31) bis (35)
Z

0

4

1 1 . .
— AN { psinh2y,—qsin2y,+2p(pé +qn)

. cosll2;l2+2q( S—p;y)cosZyz-i- (p*tq?) (& —{—172)
- (psinh2y; +¢gsin2y,) +j[gsinh2y, +psin2y,
+2q(pé+qn)cosh2y,—2p(qé—py)cos2y,

+ (p*t+q°) (524—172)'(qsin112y1—psin2y2)]} (73)

ES;/VHO _ ;{ &coshy,cosy, Tosinhy,siny,

+(£2+9?) (psinhy,cosy, +q coshy,siny,)

+j [9coshy,cosy,—Esinhy, siny,

+(&2+9?) (g sinhy,cosy,—p coshy,siny, )] \ (74)

|

Jos

{coshylcosy2 + (p&+ qn)sinhy,cosp,
H, N -
—(pn-q&)coshy, siny,—j [sinhy,siny,
+ (p$+qn)coshy,siny, + (py—qé) sinhylcosyz]}
(75)

Sy

Sg= PN
+2q(qé-py)cos2y,+ (p*+¢q°) (§*+4°) (psinh2y,
qein2y,) } (16)

{ psinh2;,—qsin2y,+2p(p&+qy) cosh2y,

S, 20ptgds
8 pN

(77)

ON

Darin ist

N = cosh2y, +cos2y,+2(ps+qn)sinh2y, +2 (g —pn)
- sin2y, + (p*+q?) (£ +9?) (cosh2y,—cos2y,) (78)

der allen Ausdriicken (73) bis (77) gemeinsame
Nenner.

Im Unterschied zu Fallen, bei welchen der Ver-
schiebungsstrom gegeniiber dem Leitungsstrom ver-
nachlissigt werden kann,spaltet sich hier die frither
durch (47) und (48) definierte reduzierte Schicht-
dicke in zwei Variable

2y, = (ata)s = dnq — (79)
49
und Lyy = — (¢« —a)s = 4ap ha (80)

) 0

auf, wobei entsprechend (48) nun vermége (13)

bis (15)
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S

Vnr =

(81)

gilt. Die Eindringtiefe 7 hat dabei den speziellen
Wert (43).

Die Ausdriicke (73) bis (78) degenerieren im Son-
derfall, in dem der Verschiebungsstrom gegeniiber
dem Leitungsstrom vernachlissigt werden kann,
also fiir ¢ > 1 zu den Ausdriicken (54) bis (59)
von Abschnitt 4 bzw. zu den Ausdriicken (60) bis
(65) von Abschnitt 5, falls fiir & und » die den
respektiven Feldstirkeverhiéltnissen Zg entsprechen-
den Real- und Imaginirteile eingesetzt werden.

9. Dielektrische Schichten geringer Leitfdhigkeit
auf gut leitender Unterlage

Ist die Unterlage praktisch unendlich gut lei-
tend, so kann Z; — 0 gesetzt werden. Aus (73) ent-
steht dann

Z, 1
W opte
psinh2y, — gsin2y,+j[qsinh2y, +psin2y,]

(82)
cosh2y, + cos2y,

Fiir ein Dielektrikum von geringer Leitfﬁhigkeit
ist ¢ << 1. Bis auf Gréssen 1. Ordnung in ¢ sind
dann nach (12), (13), (79) und (80)

P s

s s
2v. =4 — 2 2y — 4w —

V1 4, 2 Ve P
Damit wird aus (82)

sinh <471: i i’i> — % &in <4x i)
i o Ay 2 2 Ay
s @ s
cosh{4x — = cos | 4w —
()t
[% sinh <4n% %) —+ sin <4-n %ﬂ
s o s o= (83)
cosh ( 4w — ﬁ) - cos <4 yt—>
A, 2 Ao

Da wegen ¢ << 1 der cosh im Nenner wenig grosser

+1]

X ; Z . v e
als 1 ist, nimmt 7? maximale Werte an fiir die

Schichtdicken

h S

A

0

s:ﬁ;3—0;5- (84)
4 4 4

-

Fiir diese Werte ist ausserdem (83) reell und bis
auf Grossen 1. Ordnung in ¢

ﬂ)_ 1
174 S
I ——
ﬁotp

Durch geeignete Wahl von ¢ kann offenbar erreicht

werden, dass
I
QZVZ

wird, oder — was dasselbe bedeutet — dass eine
auf die Schicht nach (84) auffallende ebene Welle

reflexionsfrei absorbiert wird. Dazu muss
Vee oder 0 = 2 £y
s V 1

78| Ay
sein. Es handelt sich um dieselben Schichten,welche
in der Optik die Anlauffarben der Metalle verur-
sachen und welche seinerzeit in [7] von W. Klein-
steuber und dem Verfasser niaher untersucht wor-
den sind. Formel (85) stimmt mit (6) von [7]
utberein.

(85)
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Welche Folgerungen ergeben sich fiir den Betrieb von Elektrizititswerken
aus dem Eisenbahnungliick von Widenswil ?

Von A. Kleiner, Ziirich

Wie es sich herausstellt, ist das Eisenbahnungliick
in Widenswil mit seinen furchtbaren Folgen nicht
auf technische Fehler, sondern auf ein menschlich
bedingtes Versagen des Lokomotivfiihrers zuriick-
zufiihren. Es stellt sich daher automatisch die Frage,

621.316.37.0046

wie ein solches Versagen und seine Folgen hitten
vermieden werden kénnen. Wir méchten ausdriick-
lich weder dem Mann einen Vorwurf machen, noch
die Notwendigkeit Husserster Konzentration und

| Pflichterfiillung bagatellisieren, sondern nur die



	Stromwärmeverluste (Skineffekt) an Leitern und Isolatoren mit leitender Oberflächenschicht

