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Wirmeverbreitung in fester Materie

Von E. Runte, Neuchatel
[Fortsetzung von Bd. 37(1946), Nr.22, S. 651]

III. Teil

Die Abkiihlungsdauer verschiedener Riume

Im dritten Teil der Abhandlung werden Anheiz- und Ab-
kiihlungsvorginge von Riumen in ihrem Zusammenhang ma-
thematisch untersucht. Es wird zunichst der Einfluss des
Wirmedurchganges durch die Wiinde gezeigt, dann die Ab-
kiihlung infolge Temperaturausgleiches in der festen Materie.
An Beispielen wird nachgewiesen, dass das durch die Auf-
heizung erzeugte Temperaturfeld weitgehend unabhingig ist
von der Art der Aufheizung und nur durch den gesamten
Wirmeinhalt des Feldes und die am Ende der Heizdauer er-
reichte Wandtemperatur bestimmt wird.

Hieraus ergibt sich eine brauchbare Grundlage zur an- .

naherungswelsen Berechnung der Temperatun'eranderungen
in der Materie. Durch Anpassen und Ueberlagern der im
ersten Teil dieser Abhandlung besc';mebenen Temperaturfel-
der lisst sich ein anschauliches Bild verschiedener Anheiz-
und Abkiihlungsvorginge darstellen.

Einleitung
Die der Aufheizung folgende Abkiihlung von
Ré4umen ist von verschiedenen Faktoren abhingig,
und es ist méglich, an Hand von zweckmaissig ge-

wihlten Beispielen ein der Wirklichkeit geniigend
angendhertes Bild zu erhalten.

Es seien die im zweiten Teil bereits getroffenen
Annahmen auch fiir die folgenden Ableitungen
giiltig, und, nachdem der Verlauf der Aufheizung
fiir drei Rdume gepriift wurde, die sich nur durch
die Art ihrer Begrenzungsflichen unterscheiden,
soll nun auch ihre Abkiihlung untersucht werden.

Da der erste Raum vollstindig warmeundurch-
lassige Begrenzungsflichen aufweist, findet iiber-
haupt keine Abkiihlung der Raumluft statt.

Die Begrenzungsflichen des zweiten Raumes
hingegen sind in bestimmtem Mass warmedurchlis-
sig; die Materie ihrer Winde hat aber keine Wirme-
kapazitit, und die natiirliche Abkiihlung seiner
Raumluft ist Funktion des Wiarmeinhaltes dieser
Luft und des Wiarmedurchganges durch die Winde.

Der dritte Raum befindet sich innerhalb der end-
los gedachten Materie mit der Wirmekapazitit
eines Naturgesteins, und seine Aufheizung hat ein
Temperaturfeld in dieser Materie erzeugt. Die Ab-
kiihlung des Raumes ist nur von diesem Tempera-
turfeld und dessen Materialkonstanten abhiingig,
insofern kein kiinstlicher Wirmeentzug vorgenom-
men wird.

Sollte aber die Materie iiberall die gleiche Tem-
peratur aufweisen, so wiirde iiberhaupt keine na-
tiirliche Abkiihlung des Raumes stattfinden, und
man kann sich dann die Aufgabe stellen, den kiinst-
lichen Wirmeentzug zu berechnen, der erforderlich
ist, um die Raumluft dauernd auf einer tieferen,
ebenfalls konstanten Temperatur zu halten.

536.12 : 697.12

La troisiéme partie de Dexposé étudie mathématiquement
le chauffage, le refroidissement et les relations qui lient ces
deux phénoménes. On montre tout d’abord linfluence de la
perméabilité calorifique des parois, puis le refroidissement
dit @ Dégalisation des températures dans la masse. En s’ap-
puyant sur des exemples, on montre que le champ thermique
du chauffage dépend trés peu de la fagon dont on chauffe.
Il est déterminé principalement par la quantité de chaleur
introduite et la température finale de la surface.

Il en découle une base théorique utile pour le calcul ap-
proché des variations de température dans urie masse solide.
En appliquant et en superposant les champs thermiques dé-
cnts dans.la premiére partie de cet exposé, on obtient une
image expressive de divers cycles de chauffage et refroidisse-
ment.

Die mathematische Behandlung *)
1
Es soll die Abkiihlung eines Luftraumes berech-
net werden, in dessen Grenzflichen die Wirme der
Raumluft eindringt, ohne in festem Material zu

verbleiben, so dass nur ein Wirmedurchgang durch
eine Materialschicht stattfindet.

Es ist:
0w _ 4,49, @25)
de
Q.= Cp )L V49,
woraus:
d449,, _ kA, 49,
de eV
und:
In 49,, = — bdy t+ ¢
LV
wo ¢; die Integrationskonstante ist.
_ kAdat
AﬁLa = AﬂLamax e onv H AﬁLamax = 19Lb - ﬁLa
(26)

Die erforderliche Abkiihlungsdauer tgx, um das

Temperaturgefille 49,, auf den nten Teil von
A9 14 max zu bringen, ist:
tK=Mlnn; WO n=@ﬂ_ '(27)

Der Wirmedurchgang pro Einheit der Begren-
zungsfliache zur Zeit ¢ ist:

kAt
que = — k Ad AﬂLa max*€ CPYC ¥ (28)

1) siehe die Bezeichnungen im Bull. SEV Bd. 37(1946),
Nr. 22, S. 648.
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Fig. 4 zeigt den angenidherten Abkiihlungsvorgang
eines gut isolierten Raumes, dessen Winde keine
Wirmekapazitit aufweisen. Die in der Berechnung
dieses Beispiels verwendeten Konstanten sind:

Oc
~ \ Fig. 4
o\
e} \ h
|
N0 v
V =60 m3 yr  =1293 kg/m3
Aa =94 m? O = 20°C
k=02 kcal/m2h°C Oe =10°C

¢ —0,24 kecal/kg °C

2

Nun soll die natiirliche Abkiihlung des geheizten
Raumes untersucht werden, der vollstindig in un-
begrenzter Materie liegt. Der Wérmeinhalt der Luft
hat einen geringen Einfluss auf die Temperatur-
verhiltnisse der Raume, deren Winde eine be-
stimmte Wirmekapazitit aufweisen. Dies wurde im
zweiten Teil dieser Abhandlung bereits festgestellt;
daher kann in diesem Fall der Wirmeinhalt der
Luft vernachléssigt werden.

Zur niherungsweisen Berechnung des Abkiih-
lungsvorganges wird des weiteren angenommen,
dass das Temperaturfeld in der Materie am Ende
der Aufheizung demjenigen einer ebenen Wirme-
quelle entspricht, den Feldern dhnlich, die im
ersten Teil der Abhandlung gezeigt wurden, wobei
die Raumtemperatur derjenigen der Wirmequellen,
bzw. der Symmetrieebene solcher Felder gleichge-
stellt wird. Das heisst mit anderen Worten, dass der
Einfluss der Raumkanten auf die Temperaturver-
teilung in der Materie vernachléssigt wird; der da-
durch entstehende Fehler diirfte in einiger Ent-
fernung von den Kanten an den Begrenzungs-
flichen von nicht sehr grosser Bedeutung sein.

Wie bereits gesagt wurde, stellt sich nach sehr
langem Heizen ein Wirmezustand ein, der fiir einen
kubischen Raum demjenigen eines Raumes sphiiri-
scher Form #hnlich ist, und somit lisst sich die
Grosse des durch die getroffene Annahme beding-
ten Fehlers abschitzen.

Untersucht man aber unter Beriicksichtigung
der besprochenen Voraussetzung das Temperatur-
feld, so findet man, dass es in gewissem Mass un-
abhingig ist von der Art, mit welcher es erzeugt
wurde, und in der Hauptsache nur durch seinen
Wiérmeinhalt bestimmt wird. Dies erleichtert we-
sentlich die nidherungsweise Berechnung des Ab-
kiihlungsvorganges.

Vergleicht man z. B. den Temperaturverlauf, der
sich im Feld einstellt, wenn der Raum mit konstan-
ter Heizleistung P, so lange geheizt wird, bis er die
Temperatur ;, erreicht, mit dem Temperaturver-
lauf des Feldes gleichen Wirmeinhaltes, der durch

Heizen des Raumes bei konstanter Temperatur 9;,

\

gebildet wird, so ergibt sich eine bemerkenswerte
Aehnlichkeit, wie Fig. 5 zeigt. '

Im ersten Fall werde der Raum mit einer kon-
stanten Heizleistung P, wihrend t,, Stunden ge-
heizt, wobei er die Tem-

oc -
: peratur ¢;, erreicht. Der
Wiarmeinhalt des Feldes
- ist dann:
P' " .
;;X Q= P, tey
v Die Raumtemperatur ist
\\ gemiss (5)
s 2 Po t¢1
« \ Ve =34V =
lo'm' 10 20 3oem Fig. 5
Somit:
bA, —
Q — 2 79Le Vﬂ t (29)

Im zweiten Fall werde der Raum wihrend ¢,,
Stunden auf konstante Temperatur ¢;, geheizt, wo-
bei die Heizdauer t,, derart gewahlt ist, dass der
Wirmeinhalt des Feldes wiederum Q wird.

Zu Beginn der Heizung, wenn ¢ — 0 ist, herrscht
in beiden Fallen iiberall dieselbe Anfangstempera-
tur.

Es ist im zweiten Feld:

Q = 2bd.0.]/ (30)

Aus (29) und (30) ergibt sich:
ta 16 (31)

t, w?

Der Wirmeinhalt Q wird somit im ersten Feld
nach zirka 60 %o lingerer Heizdauer erreicht, als
im zweiten.

Die im zweiten Fall zur Aufrechterhaltung der
konstanten Raumtemperatur ¢;, erforderliche
Heizleistung nimmt im Verlauf der Heizdauer
dauernd ab und erreicht am Ende derselben einen
Minimalwert P,

Es ist:
P Aubii
Vr te
A, b9, T
woraus:
Pmin — 8 (32)
P, 72

Fig. 6 zeigt die Heizleistung in Abhingigkeit von
der Heizdauer bei Aufheizung des Raumes, im
ersten Fall mit konstanter Heizleistung, im zweiten
Fall bei konstanter Raumtemperatur bis zum
selben Warmeinhalt Q des Temperaturfeldes.

Die untersuchten Temperaturfelder sind darum
von einer gewissen Bedeutung, weil sie Grenzfille
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darstellen, und die haufigsten Anwendungen inner-
halb dieser Grenzen liegen. Es werden meistens die
Réaume mit konstanter Leistung solange aufgeheizt,
bis eine bestimmte, erwiinschte Temperatur erreicht
ist, welche dann mit Thermostaten konstant ge-
halten wird.

-m:‘thLI

ol

\ Fig. 6

0 1 2 3 4h
—_—
SEVI4656 'q '.1

Nach Fig. 5 kann nun nidherungsweise ange-
nommen werden, dass das Temperaturfeld nur von
seinem Wirmeinhalt und von der Raumtempera-
tur am Ende der Aufheizung abhéngig ist. Zur Be-
stimmung des Abkiihlungsvorganges kann dieses
Feld aber wiederum verglichen werden mit dem-
jenigen konstanten Wirmeinhaltes, das im ersten

Teil dieser Abhandlung unter (10) beschrieben ist,.

worin:

9 = Q. | (33)

. bA,Vr(t,+0)
Waiahlt man ¢, derart, dass ¢; zu Begihn des Ab-
kiithlungsvorganges, zur Zeit ¢t — 0, ungeféhr den
Wert 9;, hat, so erhalt man:

2
Qi

7 b2 A% 9%,
wobei ¥, < Y, sein muss.

°c Fig. 7 zeigt die Aehnlich-
keit der Temperaturfelder
gleichen Wairmeinhaltes
am Ende der Aufheizung
und kurze Zeit nach Be-
ginn der Abkiihlung. Das

t, =

N \ Temperaturfeld des Ab-
\ kiihlungsvorganges hat
| \ nun gemiss (10) die Glei-
. \ chung:
%i
Io__ 16 26 30€m Fig. 7
%
%}

% \
Fig. 8
0 50 oy 100 150h
Ll T
I [
e 10 15 20 25h
x2
Des = Qo wmmry (34)
b Aw l/ﬁ (tO + t)

Fig. 8 zeigt das Bild der Aufheizung eines Raumes
mit konstanter Heizleistung bis zur Temperatur
20 °C, worauf diese Temperatur wihrend sechs

°C
20

1 ;u"’\

Fig. 9a

N

[ 10 20 30 40 50
—x
SEV14659

Stunden konstant gehalten wird und danach die
Abkiihlung des Raumes stattfindet, infolge Abwan-
derung der Wirme in der unbegrenzten Materie
gemiss Formel (33). Fig. 9a zeigt das entsprechende

°C
20

e\

rH ] N Fig. 9b
o PN

I NS |

o___x 50 100 ‘em
SEV14660

Temperaturfeld in der Materie wihrend der Auf-
heizung und Fig. 9b wihrend der Abkiihlung des
Raumes.

3

Es soll der kiinstliche Warmeentzug berechnet
werden, der erforderlich ist, um einen allseitig von
unbegrenzter Materie umgebenen Raum auf einer
tieferen, konstanten Temperatur zu halten, als die
urspriinglich gleichmissige Temperatur der Ma-
terie,

Die Aufgabe kann niherungsweise darauf zu-
riickgefiihrt werden, die Winde des Raumes von
ihrer urspriinglichen Temperatur auf eine be-
stimmte tiefere Temperatur ), x abzukiihlen.

Zu Beginn des Abkiihlungsvorganges wird die
Raumwirme mit konstanter Leistung Py entzogen,
bis die gewiinschte Wandtemperatur 4, erreicht
ist, dann soll diese Temperatur konstant gehalten
werden.

Die Lufttemperatur wird somit, solange bis die
Wandtemperatur Ad,x erreicht ist, konstant
A9, kilter sein als die Wand. Von diesem Zeit-
punkt an nimmt hingegen die Temperaturdifferenz
A¥y,, ab, und die Wandtemperatur gleicht sich
der Lufttemperatur an. '

Der erste Teil des Vorganges kann wieder mit

guter -Anniherung durch das entsprechend ange-
passte Temperaturfeld (5) dargestellt werden:

£
2P, — /e 5? 2
B, =B —— Pl | s o B[l Ao~
= ha— kY (Vn £l VnSe nl)
0

39)
wo & — x/2 J/at und Py den konstanten Wirme-

entzug bhedeutet. Die Wandtemperatur ist dann
durch folgenden Ausdruck gegeben:

=
bd, | =

l‘?w — 0wb = (36)
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Zur Zeit t, ist die Wand um A9, abgekiihlt. Es | Die Lllfttemperatul;, vom Zeitpunkt #, an, ist:
ist:
; b 49
42 B = O — L AV 13
¢ = T oy Aw 492 (37) ‘ " o V@, +1) 43)
4 P? 1 e
wo A’l9’w[( - "9wb - 79WK “
Die Lufttemperatur bis zur Zeit ¢, hat den Wert: % ~\
P K 2 T 1 20 \ - Catl Fig. 10
nete—t (F/7+%) o ]
Der zweite Teil des Vorganges' ist anndahernd durch :;m N L1 |
das angepasste Temperaturfeld (7) wiedergegeben: | | \J'/ .
£ wi~t b ° "
2 N Fig. 10 zeigt den Temperaturverlauf der Wand und
Do = Z3 4Dk \e_ﬂ i3 (89) denjenigen der Luft vor und nach dem Zeitpunkt
4 -wﬁﬂi 'i\
L
wobei E = —x—- 15 3
2)a(t,+ 9 \\
A 10, Fig. 11
Nach (31) muss &, — ) & \\\j\
gewihlt werden, damit sich der Wirmeinhalt der T‘ ' ]
beiden Temperaturfelder (35) und (39) zur Zeit e . m -

t, bzw. t, entspricht, und es ist daher:
ns
t —_—

AZ
= b — A,
(1] 64 K

P

Vom Zeitpunkt £, an nimmt der Wirmeentzug P, ,
aus dem Raum sténdig ab:

(40)

A 19wK

V7t 1)

. PK,t=bAw (41)

(42)

Gemiss (32) ist Pyg, — Py i
7[2

Die Unstetigkeit der Leistung beim Uebergang von
einem Temperaturfeld zum anderen ergibt sich aus

t,, Fig.11 das entsprechende Leistungsdiagramm,
und Fig. 12 das Temperaturfeld in der Materie.

e

°c
n

3 // Fig. 12
‘T:
20
)_ox 10 20 30 40 s50cm
SEV1466)

Die in der Berechnung der Beispiele gemiss
Fig.5...11 verwendeten Konstanten sind:

Aw = 94 m?2

a = 3,05+ 10-3 m2/h

b =19,9 kecal/m2h"2 °C
a; =10 kcal/m?h °C

P,, Px = 18 400 kcal/h

der anniherungsweisen Berechnung und hat eben- F1g 5_9. Bup  =0°C

falls eine Unstetigkeit des Temperaturverlaufes der | gjg 10, 11: D = 40°C

Raumluft zur Folge. Yk = 20°C
IV. Teil

Die verzogernde Wirkung der Materie bei der Verbreitung von

Temperaturschwingungen

In diesem Teil der Abhandlung wird die verzogernde
Wirkung der Materie bei der Verbreitung von Temperatur-
schwingungen gezeigt. So ist z. B. eine elementare Tempera-
turschwingung an der ebenen Oberfliche der nur durch diese
Ebene begrenzten Materie um 1/g ihrer Periode verzégert ge-
geniiber derjenigen des Ein- und Ausstromens der Wirme,
woraus sich unter anderem das wverspiitete Auftreten der
héchsten Sommertemperaturen gegeniiher der Sommer-Son-
nenwende erkliren lisst.

Bei tieferem Eindringen der Temperatur und Wirme-
fluss-Schwingungen in die Materie verzégern sich diese und
klingen ab. Die Anwendung dieser Erkenntnisse wird fiir
verschiedene Fragen behandelt, welche auch die Heiztechnik
beriihren.

536.12

Cette partie de Uexposé traite du retard que subit une
onde de température en pénétrant dans la matiére solide.
Une onde élémentaire de température, par exemple, qui
pénéire dans une masse solide semi-infinie limitée par un
plan est en retard de 1/g de période sur U'onde de flux de
chaleur correspondante. Cette constatation explique notam-
ment le décalage entre la température maximale de 'été et
le solstice d’été.

En pénétrant en profondeur dans la matiére, les ondes
de température et de chaleur se ralentissent et s’amortissent.
Ce phénoméne physique trouve différentes applications, entre
autre dans la technique du chauffage. ’
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Einleitung

In den ersten drei Teilen dieser Abhandlung
wurden Temperaturfelder beschrieben, die von
ebenen Wirmequellen in der endlosen, festen Ma-
terie erzeugt sind durch konstante, dauernd stei-
gende oder fallende Quellentemperaturen. Durch
zweckmissige Anpassung dieser Erkenntnisse wur-
den beispielsweise verschiedene Fragen der Raum-
beheizung und -kiithlung behandelt und ein an-
schauliches Bild dieser Vorginge angenihert wie-
dergegeben. Der Einblick in die Vorginge der Tem-
peraturverschiebungen infolge nicht stationirer
Wirmezustinde wird aber noch viel deutlicher,
wenn die ebenen Wirmequellen einen periodischen
Temperaturverlauf aufweisen, und die Behandlung
dieser Aufgabe fiihrt wieder zu einer Anzahl prak-
tischer Folgerungen.

Die einfachste Vorstellung, die man sich vom
Feld einer ebenen Wirmequelle mit periodischem
Temperaturverlauf machen kann, ergibt sich, wenn
man diese Quelle auf die nur durch sie begrenzte
Materie iiberall gleicher Grundtemperatur wirken
ldsst und ihrem Temperaturverlauf z. B. den Cha-
rakter einer Cosinusfunktion gibt, die in allen
Punkten der Quelle gleichzeitig immer denselben
Wert hat. Die Temperaturen schwingen in diesem
Fall iiberall in der Materie um die Grundtempera-
tur, und die Amplitude der Schwingung nimmt mit
wachsendem Abstand von der Wirmequelle ab.

Der Heizungsfachmann kénnte z. B. ein beson-
deres Interesse fiir die Frage haben, in welcher Ent-
fernung von der Oberfliche die Amplitude der
Schwingung der Tages- und Nachitemperaturen
noch praktisch wirksam ist, und welchen Einfluss
die Dauer einer Temperaturschwingung in dieser
Tiefe haben kann. Wie sich aus der folgenden ma-
thematischen Behandlung dieses Vorganges ergibt,
treten die Maxima und Minima der Temperatur-
schwingungen innerhalb der Materie gegeniiber
dem Zeitpunkt ihres Auftretens an der Oberfliche
mit einer Verzogerung auf, die um so bedeutender
ist, je weiter man sich von der Oberfliche ent-
fernt. Die Temperaturschwingung an der Ober-
flache ist des weiteren um !/; der Schwingungs-
dauer verzdgert gegeniiber dem Ein- und Ausstro-
men der Wirme, und diese Erscheinung kann dazu
beitragen, verschiedene Naturvorgéinge zu erklaren.
So miissten demnach unter den genannten Voraus-
setzungen z. B. die h6chsten Sommertemperaturen
am 5. August, d. h. sechs Wochen spiter auftreten,
als die grosste Wirmeaufnahme des Erdbodens, die
am 21, Juni stattfindet; die hochsten Tagestempe-
raturen wiren zirka drei Stunden nach der Mittags-
zeit, und die tiefsten Nachttemperaturen um zirka
drei Uhr morgens.

Es kann auch die Ueberlagerung von zwei
Schwingungen untersucht werden, wovon beispiels-
weise eine mit der Periodizitdt einer Jahresdauer
variiert und anndhernd dem Temperaturverlauf
von Sommer und Winter entspricht, wogegen die
andere eine 24stiindige Schwingungsdauer aufweist
und die Variation der Tages- und Nachttempera-
turen darstellt.

In der Heiztechnik hat man es aber nicht mit
unbegrenzter Materie zu tun, sondern mit Mauern
von bestimmter Dicke, die von aussen den Klima-
schwankungen ausgesetzt sind und auf der Innen-
seite durch die Heizeinrichtung auf annihernd
konstanter Temperatur gehalten werden. Es kann
daher noch die Frage von Interesse sein, ob der
Uebergang von der unbegrenzten Materie zu einer
bestimmten Mauerdicke den Verlauf der Ampli-
tuden und die Verzogerung des Auftretens der Tem-
peratur-Maxima und -Minima im Inneren der Ma-
terie verdndert und in welchem Mass, ferner wie
der Wirmefluss auf der geheizten Innenseite der
Mauer von der dusseren Klimaschwankung abhingt.
Der Wirmeiibergang von der Luft zur Materie kann
annihernd erfasst werden, sobald der Wirmefluss
an den Maueroberflichen bestimmt ist.

Die mathematische Behandlung

1

Die Temperatur einer ebenen, dem Klima aus-
gesetzten Begrenzungsfliche der Materie sei gegeben
durch:

A9ys = By co8 22° (44)
Sollte z. B. diese Funktion dem klimatischen Jahres-
verlauf der Oberflichentemperatur angenéhert ent-
sprechen, so wire T ungefihr 8640 h, und man
konnte die Fliche, die von einer Cosinuslinie der-
selben Periode umschlossen ist, gleich gross wihlen,
wie diejenige, die von der Jahresdurchschnitts-
Temperatur und den einzelnen Mittelwerten der
Monatstemperaturen begrenzt wird. Damit ware die
Amplitude A9y, eideutig bestimmt.

Fig. 13 zeigt die Anpassung einer Cosinuslinie
an einen Klimaverlauf.

° JaRS
Hmw%twmﬂ}mﬂll
> \

" SEVIA679

—F

Fig. 13

N

Gl. (45) stellt ein Temperaturfeld in der Materie
dar, das an deren Oberfliche eine Schwingung ge-
miss (44) aufweist:

2
6 — Ay,
T ( 9x)

Die Temperatur im Abstand x von der Oberfliche
schwingt mit einer Amplitude A%y, vy, und einer
Verzogerung Atg, in bezug auf die Oberflichentem-
peratur, wo vy, der Dampfungsfaktor ist, der das
Abklingen der Temperaturschwingung bewirkt.

Es sind v, und Aty, Funktionen von x, und bei
geeigneter Wahl derselben ist nicht nur (45) eine

49, = A9y vy, cos

(45)
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Losung der Differentialgleichung (4) der Warme-
verbreitung, sondern sie erfiillt auch die Randbe-
dingungen, die durch den vorgeschriebenen Tempe-
raturverlauf an der Materialoberfliche bestimmt
sind.

Gl (45) kann auch folgendermassen dargestellt
werden:

Ay = By (fx cos2n% + g.sin2 7w %) (45a)

wo

j;=v,9xcosz?ﬂdt,9,‘; g, = Vy,8in i Aty
und
v (IHa)” 5 dtg.= g wetg &
An der Oberfliche ist x — 0, woraus:
fo=1; &=0; »n=1; 4(=0

Der in der Materie auftretende Wirmefluss ist ge-
geben durch: '

.27
qx,t = qu qu cos T (t - Ath) (46)

Der Wirmefluss schwingt am Ort x mit einer Am-
plitude gy, v,, und mit einer Verzogerung At,,
gegeniiber der Temperaturschwingung an der Ober-
fliche, wo v,, der Dampfungsfaktor ist fiir das
Abklingen der Warmeflusswelle.

Gl. (46) kann auch folgendermassen dargestellt
werden:

Qoi = — A Ay A0y, (f,; cos 2ariT+g; sin 27;%)

(46 a)
Es ist:

4 n2 + 2n
f;=—<v‘§§+—Té—v,’9xdt1’9:>” cos ?(dtﬂx—'—

T 27 vy '
— aretg — 2= A¢
+2n: . T vy, 6".)

4 72 L 2
' = V2 — v, dt52 ) sin — (dtg,
g ( o T =" 19,,) T < 9+

T 27 vy
A — x At'x 47
27 arctg T v, 9 > (47)
4 2 AL
Quwm = AAwdVym (%2""?»2— Atéz):4 =
= AAw d0wm (fi2 4817 (48)

B (v;giT2+ 4::2%9,4%3)%_ (f,:2+ ;z)%
qx — =\ "2z, 19

vo? T2+ 4 n? Aty] 2+ gi?
(49)
T 2n V9«
e - 2 t —
ds,, T arctg T %xdtﬂx—{—d 9x
=£ arctg 1] (50)
2n fi .

Der Wirmefluss an der Materienoberfliche hat dié
Gleichung:

9 -
Qw,e = A Aw 4 Vym (f32+ g5)* cos ?n(‘—d‘qo)
(51)

wo: Atqo=_2.__
‘ 4

Der Temperaturgradient von der Luft zur Ma-
terienoberfliche ist A9,y und hat die Gleichung:

A9y = 4 Ay (fE2+ g{,2)% cos 2?” (¢ —4dtyy)
«

(52)

Die Schwingung der Lufttemperatur ist gegeniiber
derjenigen der Oberflichentemperatur der Materie
stets um die gleiche Dauer verschoben wie die
Schwingung des Warmeflusses gy

2

Es soll nun das Temperaturfeld der endlosen
Materie untersucht werden, die nur einseitig von
einer Ebene begrenzt ist, welche eine Temperatur-
schwingung nach Gl. (44) aufweist. Der Dimpfungs-
faktor vy, am Orte x ist in diesem Fall:

aT

Vgy =€ 7 WO 0= % und 7= |/— (53)
Die Temperaturschwingung klingt mit zunehmender
Entfernung von der Oberfliche ab, und zwar um so

weniger, je geringer ihre Dauer ist. Fig. 14 zeigt
m e
| 4

L/

o
sevinaae @7

als Funktion von a T und Fig. 15 stellt ¢ als Funk-
tion von vy, dar. Mit diesen Figuren kann man
fiir jede Schwingungsdauer ermitteln, wie tief die
Amplitude der Temperaturschwingung in einem

\

Fig. 14

10 20 30 40m?

\ Fig. 15

i

0 as
Evasar Ve,

beliebigen Material mit gegebener Temperaturleit-
fahigkeit noch wirksam ist. Fig. 16 zeigt beispiels-
weise den Dimpfungsfaktor vy, als Funktion des
Abstandes x von der Materienoberfliche, fiir 7;
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F=0
@15h)

Yo
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I

—X

~

—4,,
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entsprechend einer Jahresperiode und fiir 7 ent-
sprechend einer Tagesperiode in Material mit der
Temperaturleitfahigkeit ¢ = 2,2 10 m?/h. Der
Einfluss der Schwingungsdauer auf die Démpfung

geht aus dieser Abbildung deutlich hervor.

Y

—
NG 5
08 \\ [~ /
\@ ' 4
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Fig 16 Fig. 17

Die Temperatur schwingt am Orte x mit einer
Verzogerung gegeniiber ihrer Schwingung an der
Oberfliche, und es ist:

-/thx:ﬂ

- (54)

Die Verzogerung ist proportional dem Abstand von
der Oberfliche und der Wurzel der Schwingungs-
dauer, sie ist umgekehrt proportional der Wurzel
der Temperaturleitfihigkeit.

Fig. 17 zeigt den Zeitpunkt des Auftretens der
maximalen und minimalen Temperaturen einer
Tagesschwingung im Abstand x von der Aussen-
fliche im selben Temperaturfeld wie in Fig. 16.
Es ist:

Ji=e%¢cos 0; g, =esino

(55)

Der maximale Wiarmefluss an der Oberfliche hat
den Wert:
2
qwm :! T bAw 4"9Wm (56)

Die Schwingung des Wiarmeflusses hat an jedem

Ort die gleiche Verzogerung gegeniiber der Tem-
peraturschwingung, und es ist:
- oT T
4t = —— — — 57
! 2 8 7

Stwresss I a



Bull. Ass. suisse électr. t. 38(1947), Ne 24

761

Der Wirmefluss klingt mit zunehmender Entfer-
nung von der Oberfliche im selben Verhiltnis ab,
wie die Temperaturschwingung; es ist:

(58)

Der Temperaturgradient von der Luft zur Ober-
fliche hat die Gleichung:

27 b
bl A9y cos
a

y — e—0
Vgx = Vg = €

2x T
- e+ ?) (59)
Der Wiarmeinhalt im Inneren der Materie, in Ab-

hingigkeit von der Temperaturwelle an der Ober-
fliche ist:

T 2n T
= I/ﬁ b A, 49, cos T (t—?> (60)

Dieser Wirmeinhalt wird maximal, bzw. minimal
/¢ Periode nach dem Auftreten der entsprechenden
Maximal- bzw. Minimalwerte der Oberflichen-
temperatur, oder /1 Periode nach dem Auftreten
der Maximal- bzw. Minimalwerte des Ein- und Aus-
stromens der Wirme an der Materienoberfliche.

Fig. 18 stellt das Temperaturfeld einer Tages-
schwingung dar und dasjenige des entsprechenden
Wirmeflusses zu verschiedenen Zeitpunkten, in
Abhingigkeit von der Tiefe x fiir dasselbe Material
wie in den anderen Beispielen.

/]

Aﬁl_w -

keal
menC| \ad}
50 5 A 3
3 )&
ik A/ [
ol s\ —=t / —xl ™~ el L Fig 1
8 h 24 Al 02 03 m

]
@ ° 3
116 12 4
J
W\ T\ /
| ;
\ /
i

seviasas

In dieser Abbildung ist jeweils der Zeitpunkt
vermerkt, in welchem der gesamte Wirmeinhalt des
Feldes Q; maximal bzw. minimal ist. Fig. 19 zeigt
eine Temperaturschwingung Ady ; mit Tages-
periodizitit an der Materienoberfliche, und den
Wirmefluss qy., am gleichen Ort, die entspre-
chende Lufttemperatur A9, sowie die Tempera-
tur AP, , und den Wirmefluss g, , innerhalb
der Materie im Zeitpunkt ¢, — tgy, der maxima.
len Oberflichentemperatur, fiir dieselben Majerial-
konstanten wie in den bereits gezeigten Beispielen.

3.

Werden die im zweiten Abschnitt beschriebenen
Vorgiinge mit einer gewissen Anniherung giiltig
bleiben, wenn anstatt der nur einseitig begrenzten
Materie, Mauern in Betracht gezogen werden, die
zur Vereinfachung der mathematischen Behand-
lung endlos und homogen angenommen seien?

Man kann z. B. die Frage aufwerfen, wie das
Temperaturfeld in den iiberall gleichen Mauern
eines ungeheizten Raumes niherungsweise verliuft,
der allseitig von der Aussenluft umspiilt ist. Die
Temperatur des Raumes sei in jedem Zeitpunkt

gleich derjenigen der Innenwand und nur von der
Aussentemperatur und von den Eigenschaften der
Mauer abhingig. Der Einfluss der Raumkanten
werde vernachlissigt.

Das Temperaturfeld wird in diesem Fall ein
dhnliches Bild ergeben, wie dasjenige einer Mauer
doppelter Dicke, die allseitig von der Aussenluft
umspiilt ist. Der klimatische Vorgang kann nihe-
rungsweise dargestellt werden durch die Ueber-
lagerung einer Temperaturschwingung mit Tages-
periodizitit und einer solchen mit Jahresperiodizi-
tat.

Bezieht man sich auf die Gl. (45) und (45a),
so ist in diesem Fall:

f = cos (X'—0) cosh 0+ cos ¢ cosh (2 — o) 61
g.=sin (X' — o) sinh ¢ 4 sin ¢ sinh (X' — o)} (3

x 2d aT

wo 6=""3 J=""3 und 7v=
T T n

Ferner:

fi= L3 [sin (2—o0) cosh o—sin ocosh(X—o)+

T : e : .
—cos(2— o) sinh 6—cos gsinh (X' —0)] 62)

gl = L [sin(2—0) cosh 6—sinocosh (2 —o)—
¥ —cos(2—0)sinh64-cos gsinh (2—0)];

Die Temperatur- und Wiarmefluss-Schwingungen an
den Maueraussenfldchen sind gegeben durch:

h=fs=1; g =8y=10 (63)
1 sin Y — sinh Y
f(’)=_f2—_
T cos8 2+ cosh Y 64
, y o 3 sin 2 - sinh X (64)
So="8&= T c¢o0s 2 -+ cosh X

cosh Y — cos X >';—

T cosh 2+ cos X
(65)
sin 2 - sinh X
4¢t,, = — arct 66
% 2 & sin 2 — sinh X (66)
Bezeichnet man mit i das Verhiltnis zwischen
QWm oo

den Amplituden des Wirmeflusses an der Mauer-

aussenfliche und an der Oberfliche der nur ein-

seitig eben begrenzten, sonst aber endlosen Ma-

terie, so ist:

_ cosh 2 — cos 67)
cosh 2 + cos X

Jwmy

qu oo

Der maximale Warmefluss an der Aussenfliche
qwm ist fiir grossere Werte von 3 angenihert gleich
gross und tritt ungefihr zur selben Zeit auf, wie
wenn nur eine Ebene die Materie begrenzen wiirde.
Temperaturschwingungen mit kurzer Dauer, an
der Oberfliche von dicken Winden, ergeben einen
grossen Wert von 3. Kleineren Werten von 3
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enisprechen geringe Wirmefliisse gy, Fig. 20

stellt das Verhiltnis Qwm x dar zwischen den Am-

qwm >
plituden des Warmeflusses an der Maueraussen- 1
flaiche des ungeheizten Raumes und an der Ober-
fliche der nur einseitig eben begrenzten, sonst end-
losen Materie in Abhingigkeit der Werte von 3.

1,5

AT

Fig. 20

=]

Gwmeo

e Goms

s 10

o £

Die Verzogerung At,,, mit welcher die Warme-

fluss-Schwingung an der Maueraussenflache statt-

findet, in bezug auf die Temperaturschwingung am

gleichen Ort, tendiert fiir kleine Werte von 3 nach

einer Dauer T/4. Fig. 21 zeigt den Einfluss von
auf diese Verzogerung.

ZFooe

. 70

60

Fig. 21

2,

z

10

p—
SEV14686

Die Temperatur- und Wirmefluss-Schwingungen
an der Mauerinnenfliche sind gegeben durch:

cos 2/2 cosh X2

fsr2 = cosh22/2—sin22/2 -
sin 22 sinh X/2 (¢8)

gzi2 = cosh? X2 — sin2 X/2

Is2 = 852=03 qz2=20 (69)

Wihrend Temperaturschwingungen an der Innen-
fliche tatsdchlich stattfinden, besteht gemiss den

getroffenen Annahmeén an diesem Ort keine
Wiarmefluss-Schwingung.

Die Amplitude der Temperaturschwingung wird

| bestimmt durch den Dimpfungsfaktor:

- 1
V= 5
cosh? £ — sin? £ ?
2 2

Sie wird fiir grosse Werte von 3 sehr klein, bleibt
hingegen fiir kleine Werte von 2 ungefihr gleich
gross wie an der Aussenfliche. Die Temperatur-
schwingungen an der Mauerinnenfliche sind ge-
geniiber denjenigen an der Aussenfliche verzogert
um:

(70)

T 2 )
dtgy = — arctg tg — tgh — 71
Ba=p— arelg g —- tgh - (71)
Auch diese Verzogerung ist fiir grosse Werte von
2 angendhert dieselbe, wie wenn nur eine Ebene
die Materie begrenzen wiirde, d. h.

dT

27

dtgy ~

wogegen sie fiir kleine Werte von 3 sehr gering
bleibt. Fig. 22 stellt den Zeitpunkt dar des Auf-
tretens der maximalen und minimalen Tempera-
turen einer Tagesschwingung in Material mit der
Temperaturleltfahlgkelt a = 2,2103m?/h, im Ab-
stand x von der Maueraussen-
fliche in drei Mauern von je
15, 22,5 und 30 cm Dicke,
welche einen wungeheizten
Raum demidss den getrof-
fenen Annahmen abschlies-
sen. Es ist zum Vergleich, mit
punktierter Linie, der Zeit-
punkt des Auftretens der ma-
ximalen und minimalen Tem-
peraturen im nur einseitig
eben begrenzten Material
mit gleichen Konstanten ein-

h
24

d=30cm

“{d=30cm

=
225

\Q

& =P ex

10 20 aoem Fig. 22

gezeichnet. Fig. 23 a, b und ¢ zeigen die Isothermen
in denselben Mauern, bei einer Amplitude von
4,2°C der Tagesschwingung an deren Aussenfli-

h = r T L /
T ot LT A Ly 1o
e e L B
S - 3 _,/‘) 2 i L\ao _ —)'
T - pye = Ne° T
12 LS,——’ I 1 {.:’7)‘ / 19 — »1“\""” ) //
— 02
% L -1 — 7
— — — 1,56 e U D
. S o e / e Lol _j,—
L - | SR — e M
e L T A - A —
/A 5 10 15cm f“”m 1 — ey i e Z[vuuv ° Zer ° ® e
Fig. 23a Fig. 23b Fig. 23¢
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= chen. In Fig. 24 ist fiir dieses
Beispiel der Verlauf der Am-
plituden in Abhingigkeit
3 ~—c=15cm

vom Abstand von den Aus-
\ senflichen fiir die drei ge-
nannten Mauern dargestellt,
und, wiederum zum Ver-
N gleich, mit punktierter Linie
der Amplitudenverlauf im
"— Fall der nur einseitig eben
= begrenzten Materie.

— 8tk ar
7
’

° x 10 20 socm
seveeses

Fig. 24

4

Begrenzen die Mauern einen geheizten Raum,
dessen Innentemperatur konstant gehalten wird, so
kann anniherungsweise das Temperaturfeld aus der
Ueberlagerung von drei verschiedenen Zustinden
aufgefasst und dargestellt werden. Es ergibt sich ein
stationarer Zustand, der durch die konstante Innen-
temperatur und die Jahres-Durchschnittstempera-
tur an der Maueraussenfliche bestimmt ist.

Diesem stationiren Zustand werden Temperatur-
schwingungen mit Jahres- und Tagesperiodizitit
iiberlagert. Bezieht man sich wieder auf die
GL (45) und (45a), so kann das Temperaturfeld
einer solchen Schwingung folgendermassen darge-
stellt werden:

__cos8(22—o)coshg—cosccosh (22 — o)
o co822 —cosh2X
__8in(2 2 — o)sinh6—singsinh (2 2'— o)
T cos22 —cosh 22
wo 6=—x‘; 2=—q‘ und r=]/a—T
T T

T

(72)

X

woraus:

—+ ¢cos (2 2—o0) sinh 6+4-cos ¢ sinh (2 X —0)
cos22 —cosh2X

1
fi=2

T

(sin (2 2—o0) cosh g—+-sing cosh (2 2—o0) +>

(3)
(sin (2 2—o0) cosh g—+-sin 6 cosh (2 Z—a)——.)
o

gx=?

—co8 (2 2—¢) sinh 6—cos 6sinh (2 2—0)
cos 22 —cosh 2

Die Temperatur- und Wirmefluss-Schwingungen an
der Aussenfliche sind gegeben durch:

fo=1; g'=0 (74)
f’——l- sin 23 4+ sinh 2 Y '
o T cos22 —cosh2X

(75)
1 sin22—sinh22
8 =

_1_ cos 22 — cosh2

e 45 (cosh 22 + cos 2 Z)%
Qwm = ]/T b Ay ADym cosh23 —cos2
(76)
(17

dwm 3

qu o

[ cosh2X 4 cos 22\
- <cosh22—00522

sin22 .—sinh 22
sin2 2 4 sinh 2%

Fig. 25 zeigt den Zeitpunkt des Auftretens der
maximalen und minimalen Temperaturen im Ab-
stand x von der Aussenfliche fiir Mauern gleicher
Dicke und Beschaffenheit, wie in den vorherigen
Beispielen. Man beachte, dass der Einfluss der kon-
stanten Innentemperatur ein schnelleres Auftreten
der Maximal- und Minimalwerte der Temperatur-
schwingung innerhalb der Mauer bewirkt, als dies
im ungeheizten Gebdude oder in der ungeheizten
Materie der Fall ist.

h
24

(78)

Aty = oy arctg

L
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e
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6 At ——a30cm \
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Fig. 26

Fig. 26 stellt den Verlauf der Amplituden der
Temperaturschwingungen innerhalb der Mauer dar,
wobei diese Schwingungen bis auf den Wert Null an
den Innenflichen abklingen, gemiss den getroffenen
Annahmen, wonach diese konstante Temperatur
aufweisen sollen.

In beiden Figuren sind vergleichsweise mit punk-
tierten Linien die entsprechenden Werte eingezeich-
net, die sich im Fall der nur einseitig eben begrenz.
ten Materie ergeben.

Der maximale Wirmefluss an den Mauer-
aussenflichen, gq,, , ist fiir grossere Werte von 3
angenihert gleich gross und tritt ungefihr zur sel-
ben Zeit auf, wie wenn nur diese Ebene die Materie
begrenzen wiirde und die Mauerinnenfliche mit
konstanter Temperatur nicht bestiinde.

3 —

1\

e

sevidaT™
Fiir kleinere Werte von 3 ist qy,, sehr gross
und die WirmefluBschwingung weist nur eine ge-
ringe Verzogerung At,. gegeniiber der Tempera-
turschwingung auf.

Fig. 27

2 4 5

dar zwischen

Fig. 27 stellt das Verhiltnis

qu oo

den Amplituden des Wirmeflusses an der Mauer-
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aussenfldche des geheizten Raumes und an der
Oberfliche der nur einseitig eben begrenzten, sonst
endlosen Materie in Abhingigkeit des Wertes von
2. Fig. 28 zeigt den Einfluss von X auf die Ver-
zogerung At

s0°

4 P
4
$ Fig. 28
S ig.
S|/
[ 1 2 3 )

SEV1469) Z

An der Mauerinnenflidche besteht gemiss den ge-
troffenen Annahmen keine Temperaturschwingung,
und es ist daher:

fyr=8s=0

Der Wirmefluss an der Innenfliche in Abhingigkeit
von der dusseren Klimabeeinflussung ist von be-
sonderem Interesse. Er wird bestimmt durch:

2 sin 2 cosh Z—{—'cos 2 sinh Y

f;s. =
T cos 22 —cosh22
(19
" __ 2 sin 2 cosh 2'— cos Y sinh X
2 T cos2 —cosh2
V2
Voga == 1 (80)
(cosh 2 X+ cos 2 )=
Atﬂd—i_dtqd:l arcth (81)
2n tg 2+ tgh X
h
; %
;?é / 7
06103 M2 30 i L //
95 Z / / /%/
2 '////
N Y
- \ 4 Y
! N f
o__, 0,5 10 15m ’gv Ws’d 05 10 15m

Fig. 29 Fig. 30

Die Amplitude der WirmefluBschwingung an der
Innenfliche der Mauer ist fiir grosse Werte von X

TR

gering; fiir kleine Werte von 5 wird sie ungefahr
gleich gross wie diejenige an der Aussenfldche.
Die Verzéogerung der WirmefluBschwingung g,
gegeniiber der Temperaturschwingung an der Aus-
senfliche ist fiir grosse Werte von 3 angenghert:

tgl—1
tg 2+ 1
wogegen diese Verzogerung den Wert Null anstrebt,
wenn 3 sehr klein ist. :
Fig. 29 zeigt den Verlauf des Dampfungsfaktors
v,y der WirmefluBschwingungen in Abhingigkeit
von der Mauerdicke und von der Temperaturleit-

fahigkeit und Fig. 30 die Verzogerung, mit welcher
die WirmefluBschwingung an der Mauerinnenfliche

kcal -
2% /\ men Hw
o {/ SR e |

24 0 3 12,
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e 50
Qw,
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Fig 31

dtg,+ Aty = x arctg
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auftritt in bezug auf die Temperaturschwingung an
der Maueraussenfliche, ebenfalls in Abhingigkeit
von der Mauerdicke und der Temperaturleitfihig-
keit, und beides fiir eine Tagesperiodizitit.

Fig. 31 zeigt eine Temperaturschwingung 49, ,
mit Tagesperiodizitit an der Maueraussenfliche,

den Warmefluss qy, am glei-
o,
'o T 99

chen Ort, die entsprechende
Lufttemperatur Ad;, sowie
den Wiarmefluss g4 an der
Innenfliche der 30cm dicken
Mauer mit Temperaturleit-
fiahigk ¢ = 2,2 103 m?/h.
Fig. 32 stellt fiir dieselbe
Mauer den Wirmefluss g4
dar, der an ihrer Innen-

44,

0% 12 18 24h Fig. 32

SEVVW’
fliche, bei konstanter Temperatur derselbe in Ab-
hingigkeit von einer Schwingung der Aussenluft-
temperatur A¢; auftritt.

(Fortsetzung folgt)
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