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Bewegung der Planeten mittelst Variation der
elliptischen Bahnelemente behandelt.

Von Ulr. Bigler.*

In Bezug auf irgend ein als ruhend vorausgesetztes
Coordinatensystem seien M, X, Y, Z Masse und Coordi-
naten der Sonne, m, X+ x, Y4y, Z-}z Masse und
und Coordinaten desjenigen unter den Planeten, dessen
Bewegung man betrachtet. Fiir die {iibrigen Planeten
werden m, X, y, z mit Zeigern 1, 2, . ... versehen.

Es sei r*=x*+y? 2% r2=x2+4y,%2+ 2?2 etc.;
o =& — 5+ (5,—y)* + (@& — 2% p,' = (X —X)°
+ 2 —¥)?*+ (5, —2)% ete.

pr=M -4 m.
Dann sind die Bewegungsgleichungen:
22X X X,
Gtz_mr_3+m‘;:? ..... , etc.
% (X 4 x) X X, —X
ﬁaﬁ :—-—MF—[—ml "‘1——13—+ ...... ’ etC.

* Es wird hier nachgetragen, da anch die im vorigen Hefte
dieser Mitteilungen enthaltene mathematische Abhandlung: ,Uber
die Darstellung des Potentiales einer durch eine Kugelfliche vom
Radius r1 nach innen oder nach aufen begrenzten Masse fiir einen
Punkt des leeren Raumes, wenn dasselbe anf der begrenzenden
Flache bekannt ist,“ Herrn Dr. Bigler zam Verfasser hat; sein Name
wurde dort aus Versehen weggelassen.
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Durch Subtraktion ergibt sich hieraus
9%x X,—X X
s =t m (=3

04 Iy
X,—X X
—|—m2< 2p,” _r:3>—]—.... etc.
Weil
1
- el
3p1 . R Pl & 1 8P1 &
pl ax __(Xl‘“‘—X), SO lSt- ‘013 ___‘8?. -ﬁ—_-a—x-o
Ebenso ist

__)El=i _XX1+YYI+ZZ1 !
r? 9% il
Man fiithre daher folgenden Ausdruck als Storungsfunktion

zur Abkiirzung in die Rechnung ein:

R =m, (1 XX1+Y.Y1+ZZ1)

01 r,’ .

Lm, (}}:_xxl+i2§2+222)+----;
dann sind SR
3t2+ 1:( ax
1-1?;:—t§+ —
=g

die Bewegungsgleichungen des betrachteten Planeten. Die
Funktion R und ihre Abgeleiteten sind klein von der

. . m
Ordnung, wie der grofte unter den Werten von P L

’ ?

..... Vernachlassigt man diese Ordnung, so gibt das
System (I) die bekannte elliptische Bahn fiir den be-
trachteten Korper m. Ahnliche Systeme geben fiir die
iibrigen Korper m,, m,, ..... elliptische Bahnen in erster
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Anndherung. Wenn man die zweite Ordnung (d. h. Pro-

m

. m o,
dukte wie M ﬁl vernachldssigt, so kann man in der

Anwendung auf das System (I) die Coordinaten der iibrigen
Korper m,, m,, .... als bekannte Funktionen der Zeit
ansehen.

Wenn g = M ~+ m als keiner Verdnderung durch
Storungen unterworfen ausgeschlossen wird, so wird die
elliptische Bewegung von m durch 6 konstante Elemente
und durch die Zeit bestimmt. Die Sonne sei Ursprung
eines rechtwinkligen Coordinatensystems (u, u, u), dessen
erste Axe auf der Bahnebene senkrecht steht und zwar
in solcher Richtung, dal der Koérper m in Bezug auf
diese Axe sich in positivem Sinne bewegt (d. h. in dem-
selben Sinne, in welchem eine Drehung um die z-Axe
von der x-Axe zur y-Axe hin geschieht). Die u-Axe
habe die Richtung des kleinsten Leitstrahles, d. h. sie
gehe zum Perihel (dem Orte, wo der Korper m der Sonne
am nachsten ist); die u”-Axe liege in der Bahneben um

T e
— vorwarts. Setzt man

2
X=au+a1u;+auuu
y=pfu-4 pgu -4 g'u (wo(@fy)=1)
z=yu-4 v+ v

so enthalten die neun Richtungscosinus e, .... nur drei

konstante Elemente; als solche sind folgende iiblich. Der
Winkel, den die u-Axe mit der z-Axe Dbildet, heist Nei-
gung i (inclination). Der Ort, wo der Planet m von
der Seite der negativen z her durch die Ebene xy nach
der Seite, wo z positiv ist, hindurch geht, heillt auf-
steigender Knoten seiner Bahn; unter Knotenlinie
wollen wir den Strahl verstehen, der von der Sonne nach



_ g

dem aufsteigenden Knoten hingeht, also die positive Halfte
der Geraden, in der die Ebene xy von der Bahnebene
geschnitten wird. Die Neigung i liegt zwischen o und =,
so daf sin i immer positiv ist. (Als Ebene xy wird z. B.
die Ebene der Erdbahn vom Jahre 1750 angenommen.)
Diejenigen Korper bei denen i zwischen o und —g— liegt,
heiffen rechtldufig; die andern, bei denen i zwischen
—g und = liegt, werden riicklaufig genannt. (Alle Pla-

neten und die Mehrzahl der Kometen sind rechtliufig;
nur einige Kometen sind riickliufig.) Der Winkel, um
den die Knotenlinie der x-Axe voraus ist, heiit Linge
des aufsteigenden Knotens £, und der Winkel, um
den die u-Axe der Knotenlinie voran ist, heifit Elon-
gation des Perihels vom aufsteigenden Knoten
und sei hier mit @ bezeichnet. Beide, £ und @ werden
im ganzen Kreise herum gezihlt, haben also den vollen
Spielraum von o bis 2 7. In den Verzeichnissen der Ele-
mente der Planeten wird aber £ -6 als Linge des
Perihels, statt & aufgefiihrt.

Um die neun Richtungscosinuse (¢, 8, 1); (¢ 8 71);
(¢, A, 7) durch die drei Elemente i, £, @ auszu-
dritcken, kann ‘man nach und nach folgende Drehungen
ausfithren: 1) eine um die u-Axe, welche die u-Axe in
die Knotenlinie zuriick fiihrt. Die Coordinaten sind dann

u, u'cos @ —u"sinH, wsinb - u’cos 6.
2) Drehe man dieses System um seine zweite Axe, die
Knotenlinie, so dal die Bahnebene mit der xy-Ebene zu-
sammenfillt. Die erste Axe vereinigt sich dann mit der
z-Axe, die zweite Axe bleibt und heifle p-Axe, die dritte
Axe gehe in eine q-Axe iiber. Dann ist
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P = u' cos @ — u“sin 6
q=—usin i u’ sin 6 cosi— u*cos 6 cos i
Z= ucosi-} u'sin @sini-} u“cos @ sini

Man drehe 3) das System (p, q, z) um die z-Axe so, daf

die p-Axe (Knotenlinie) sich mit der x-Axe vereinigt. Dann
bleibt z, und es ist

X =1pcos £ —qsin £,
y=7psin £ -} q cos L.
Endlich hat man

(@ =sinisin £, ¢ = cos @ cos £ — sin O sin £ cos i
f=sinicos®, 3= cos 6 sin 2 sin O cos £ cosi
7 = oSl g = sin O sin i
Ly o' = — 8in O cos & -~ cos O sin £ cos i
[#' = — sin 0 sin £ 4 cos O cos £ cos i
7= cos 6 sin i.

Die erste Zeile geht in die zweite iiber, indem man

2 durch £ —

g- ersetzt, und die zweite Spalte geht in

die dritte iiber, indem man @ durch @—[—% ersetzt.

Innerhalb des Systems (u, u’, u”) sind die drei noch
itbrigen Elemente: 1) Die grole Halbaxe a, mittlere
Entfernung von der Sonne, 2) das Excentricitits-
verhialtnis, das ich mit k bezeichnen will, wihrend sein
gewohnliches Zeichen e ist; 3) die mittlere Anomalie im
Zeitanfang e, die ich schlechthin Epoche nennen werde,
obgleich sonst &£ -4 @ 4~ ¢ Epoche oder vollstindig mitt-
lere Linge fiir die Epoche, z. B. der Mitternacht
zwischen 31. Dezember 1800 und 1. Januar 1801, heifit.
In Funktion dieser drei Elemente a, k, ¢ und der Zeit t,
durch Vermittlung einer Hilfsvariabeln ¢, der excen-
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trischen Anomalie, werden die Coordinaten u, w, u*
auf folgende Art ausgedriickt. Die Gleichung

III. ¢—ksing =‘/féﬁ t-}e
a

gibt die excentrische Anomalie ¢ in Funktion von a, k,
e, t und dann sind die Coordinaten des Korpers m

J u = o,
Iv. Ju =a(os g —k),
| lu“=a1/1—kzsingo.

Die Gleichungen (2), (3), (4) machen die vollstindige
Losung des Systems (1) fiir R =0 mit allen sechs Inte-
grationsconstanten i, &, @, a k, ¢ aus und geben x, y,
z In Funktion dieser sechs Elemente und der Zeit t.
Unter derselben Voraussetzung der Constanz der sechs
Elemente geben sie durch Differentiation auch die Werte
dx dy dz
dt’ dt’ dt
derselben sieben Unabhidngigen. Umgekehrt, wenn der Ort
und die Geschwindigkeit nach Gréfie und Richtung in irgend
einem Augenblicke gegeben sind, so bestimmen sie die
ganze Bewegung des Korpers m. Daher sind die sechs

der Geschwindigkeitscomponenten , in Funktion

: . dx dy dz
Elemente i, £, ..... Funktionen von x, y, z, it at at
allein, mit Auslchlufl der Zeit t. (Nur ¢ ist noch Funktion
der zu x, ..., -3—%, ..... gehorigen Zeit.) Das soll noch

naher ausgefithrt werden.

Es sei r?=x*--y* - 2%
dx ™2 dy\? dz \?
2— — — —
v _<dt T (\dt T (dt)'
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Dann ist
Ve — 20 _ o
r a
hiedurch ist a bestimmt.
Ferner ist
w 2‘;— — g;‘ - ‘/;za(l—k2), sei=c,
der doppelten Flachengeschwindigkeit; dann folgt
dz dy
U i i ac,
z L X oz _ 3c
dt at -~ "7
RS
dt dt .

Weil ¢ positiv sein soll, so ist hiedurch ¢, folglich auch k,
und sind «, 3, 7, also i und &£ bestimmt. Mittelst der
Gleichung

r = a (1—k cos ¢)

. ; dx dy dz .
ist ¢ als Funktion von x, y, z, cdr i bekannt; daher

gibt die Gleichung (3) die Epoche ¢ in Funktion derselben
sechs Werte und der zu ihnen gehorigen Zeit. Die Be-
stimmtheit ist bis jetzt fiir a, k, i £, ¢ nachgewiesen. Es
fehlt noch 6, wovon die Lage der u-Axe in der Bahn-
ebene abhidngt. Man mufl also Richtungsgroflen der u'-
Axe darzustellen suchen und zu dem Ende «" aus den
zwel Gleichungen
X=du -4 " u,
dx ou’ ou”
= T R

eliminieren, und so fort. Weil



u” , ou
u T u i c,
so hat man
on” ox
o = x—atﬂ———é—t— u’, ete.
Hier miissen aber u’, %1{_ durch x, y, z ,g: (31{ gi (oder

0
mittelbar durch r, 91; , V) ausgedriickt werden. Weil

u“=a‘/1-—-—kgsin go=c‘/%—singo

zugleich mit —

T t verschwindet (denn die u'-Axe enthilt

den kleinsten Leitstrahl), so kann u“ wahrscheinlich

mittelstg—t dargestellt werden. Die Gleichung (3) gibt

5 -
(l—kCOSgo)a—gz =‘/F;, also

a

5 .
_19:_0 — ‘/%; hieraus und aus

dr p d¢
= aksin ¢ 3t folgt
rw —‘/ £ . aksmgo--‘/pa k sin ¢.
Also ist u' = A r d— Ferner ist
T opk o dt

ou” ‘/a ¢ cos ¢
——=cl/ —-C08¢p*+ —=2=¢
5t 2 S¢ - 3 . , und

weil kacos ¢ = a—r, so ist
3*
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B is%_—r__ c (ﬁ_f_\)_ ¢ (vz_ £
r

at ak r _‘}“ii

St ;zk

Substituiert man die zwei gefundenen Werte im Ausdruck

5 s 3 ., Mk
fiir ce’ und multipliziert mit %—, so hat man

pka’=x(v2 — i) s B r'g—l-ﬂ-

r dt dt’

Jo 2__& dV . -QL
ks =y (V r/) a L at
(e dzdr
"kr—z(v r dt "' at

Weil pk positiv ist, so sind durch diese Gleichungen
die Richtungscosinus «, &, 3 vollig bestimmt, folglich
auch 6. Weil ndmlich das positive sin i und cos £, sin &2
durch sin i cos £ = — 3, sin i sin £ = « vollig bestlmmt
sind, so sind es auch

cos @ = « cos £ -+ [ sin 2, sin § = ——

sin i’
Die drei dhnlichen Glelchungen
peke'=x- ;zgi ( v—( ;pr),...
etc., die mittelst den Glelchungen
=87 —Fr ...

aus den drei vorigen herzuleiten sind, kann man ent-
behren.

Wir gehen nun an die Verwandlung des Systems (1).
Weil R nicht mehr null, sondern klein erster Ordnung
ist, so werden die sechs friiheren Integrationsconstanten
i, £, 6, a, k, ¢ die auf die soeben beschriechene Weise
, dx dy ds
*dt’ dt’ dt

Funktionen der jeweiligen x, y, sind, zu
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Funktionen der Zeit, deren Verinderungen von derselben
Ordnung der Kleinheit mit R sind. Die Zeit, die offen
in der Gleichung (3) auftritt, werde mit to bezeichnet;
die Gleichung (3) sei also so geschrieben:

¢ —ksin g = —;%-to—f—e;

X, S dx dy dz
A T T
offenen Unabhiéingigen to, i, £, 6, a, k, ¢, und partielle
Ableitungen nach denselben werden mit @ bezeichnet, z. B.

-VL
Sto

wihrend d fiir vollstindige Differentiale verwendet WlI‘d Z: B

dgo )u 3 ‘/ i da dk
o= to + asin ¢ — it

gelten fortan als Funktionen von sieben

Der Kiirze wegen werde 1P dso -+ J¢ geschrieben.

dt

dx dy dz
At dt’ dt
allein, so ist V mittelbar auch eine Funktion von to, 1, £,
6, a, k, ¢, und es sei |

(V1
aV={50+ V)dt

Bedeutet V irgend eine Funktion von X, y, z

also
OV dt =t di+ a—gd9+3_~d9+—-—da
+de+ ——de
Weil 93:—0- = g—i sein soll, so ist

0X = 0.
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Die erste Gleichung des Systems (1) hat man sich als

2 4x
dt 4+ vx 2R
dt r3 9x
zu denken. Thr erster Term links ist aber
ox
d —
2to 8
0 ——
dt 9 dt+ 3t0

Weil

X X
ato? + ;:3 =0
ist, so geht die Gleichung in
. dx oR
dt ~ ax
iiber. Das System (1) hat sich nun in die sechs Gleichungen
0X=0, 0y==0, 02=0
;88 _ %R ,dy R ,dz_ 9R
dt ox ’ dt a3y y’ dt oz
verwandelt. Man sollte sie noch nach
di d¥ d@ da dk de
dt* dt’ dt’ dt’ dt’ dt
entwickeln und nach diesen Unbekannten auflosen (wie
ein System von sechs linearen Gleichungen). Die Berech-
nung der Determinanten wird aber zu beschwerlich. Es
ist bequemer, sich an das unverinderte System (1) zu
halten und denselben Weg zu gehen, der friiher, als noch
= 0 war, zum Zwecke der Integration befolgt ward.
Nur die drei Elemente £, 6, ¢ sollen bleiben, die
drei iibrigen i, a k aber durch

a=1%pra, c=1pa(l—k?, j=ccosi,
ersetzt werden. KEs ist dann




Wenn man die zweite und dritte Gleichung des Systems
(1) mit — z, y multipliziert und addiert, so kommt

drde  dyy R OR
at\ 7 dt i) Y ag " "y
und, weil
dz __ dy_ % _ 3% _ ..
U T T T T
so hat man die drei Gleichungen
d@o) _ R _ 3R
dt 7 2z oy’
d(3c) _ °R 9
V-l dae = %ax " Xay
dGre) __ 2R 2R
| dt T ey Y ax
Weil y = cos 1, 80 ist y¢ =]; die letzte Gleichung gibt
also den Wert von ?1% Die rechte Seite derselben Glei-

chung, mit der kleinen Zahl » multipliziert, ist dasjenige,
um welches R wéchst, wenn x, y, z resp. in X — Yy w,
Y + X w, z iibergehen. Die Strecke (— y w, X w, 0) ist
zur z-Axe und zum Leitstrahl senkrecht und an Linge

das w-fache des Abstandes des Punktes m von der z-Axe,
k%
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ist also die Verschiebung, die dieser Punkt erleidet, wenn
das elliptische Geriist um die z-Axe sich drehend, den
Winkel « in positiver Richtung beschreibt. Dieselbe
Drehung des Geriistes erfolgt aber auch, wenn £ in £ 4 w
iibergeht, wihrend die fiinf iibrigen Elemente a, ¢, j, 6,
¢ constant bleiben. Also ist:

oK 9y 2z
w- YT % 35

— 0,
folglich

aR R __9R 9 3R 3y 9z 9R

oy Yoxax a3y oy asz+ az T R
Daher ist
dj J __°R

@) 4y =g

Multipliziert man die Gleichungen (5) mit «, 8 7 und
addiert, so hat man ]inks

w30 4o 8)

/
Zu summieren. Wegen a2—|— 92-1— ri=1 ist

AN !

Die linke Selte ist alsog—f Die rechte Seite ist der

°
Determinant, ( a y%) Die erste Zeile in

stellt die Strecke 1 auf der u-Axe, die zweite den Leit-
strahl dar; beide stehen aufeinander senkrecht; die drei
Determinanten sind also die Projektionen des von den
zwel Strecken gebildeten Rechteckes, dessen Inhalt r be-
tragt; also auch Projektionen der Normale des Recht-
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eckes, wenn deren Lange r betrigt, und wenn sie zur
u-Axe und zum Leitstrahl so liegt, wie die u*-Axe zur
u-Axe und zur u-Axe. Die Normale fillt notwendig in

die Bahnebene und ist dem Leitstrahl um g_ voraus. Mul-

tipliziert man die drei Determinanten mit der kleinen
Zahl » und denkt sich die Produkte resp. als Incremente
von X, ¥, z, So sind sie Projektionen derjenigen Ver-
schiebung des Punktes m, welche einer Drehung des
elliptischen Geriistes um die u-Axe entspricht, wenn w
Drehungswinkel in positivem Sinne ist. Dieselbe Drehung
erfolgt aber, wenn @ in @ | o iibergeht, wihrend die
finf iibrigen Elemente konstant bleiben. Also ist

de R
| ®) & = o
Vermoge der Gleichungen (2) ist
- s o T\ _ Be
= cotg £ = tang | & 2) = T
Daher ist
15 ~
10— e ec d(de)— Scd(ac)
TRy T et
ac
_ad (8c) — fBd (ao)
o e(@4a)
Nach (2) ist . )
By o d(Bc) d(ac
2 i 2 — g
a® -4 3% =sin1i, und & dt
sind durch (5) gegeben. Man hat
—fB-a -0
d2 1 Xy - Z

dt ~ csin’i| 3R 3R 9R

ox -3_)7_“32
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und, wenn man diesen Determinant als lineare Funktion
der Glieder seiner letzten Spalte auffait und abkiirzend

—a_+fj _I_faz

setzt
d!;! 1
dt = csin?i

ax 4+ pgy+rz=o0 Iist.
Man multipliziert die rechte Seite mit dem kleinen w.
Das Symbol D entspricht der Richtung der u-Axe. Eine
Verschiebung des Punktes m in dieser Richtung erfolgt,
wenn man das elliptische Geriist um die Knotenlinie dreht.
Der Arm der Drehung (fir m) sei p (Senkrechte aus m
auf die Knotenlinie). Dann ist

zDR— (ax + 3y + rz)-m

WO

Z == p sin 1.
Die Verschiebung betriagt also cpsi(: : Wenn ¢ konstant ist,
1 di : "
0 —. - = — —. Setzt man daher » = dj, so betrigt
¢ sin i dj

die Verschiebung — p di. Wenn aufler j die fiinf iibrigen
Elemente sich nicht verandern, aber j in j 4 dj iibergeht,
so geht i in i -} di iiber, der Drehungswinkel des Geriistes
um die Knotenlinie betrdgt i, und der Punkt m verschiebt
sich um pdi in der Richtung der u-Axe. Also ist

, 42 oR
(c). it = 3

dx dy dz
Man multipliziere die Gleichungen (1) mit — I at dt und

addiere. Links ist

dx d%x 1 d /oprdxy? 1 dv?
4B Cx 14 fardryty AV
at " de 2dtk2( )) 2t



r® dt ~ r* dt  dt r
Die linke Seite ist also
ldrs, o #>.__1__€1_/ eN__1d &tf)
2 dt r) 2dt\a/  zdt\a?
_ M da
T oa? dt
.out " e s ; v da
Welil 5= 5 SO ist die linke Seite N T
5 ag K ox T ‘
Weil = QT’ etc., so ist die rechte Seite
R R 3 , °R %z 9R

wmty nta n =
Aber to kommt nur im Ausdrucke ‘/:—3 to -+ ¢ der

mittleren Anomalie vor. Bezeichnet man diese fiir einen
Augenblick mit y, so ist R, wenn a, ¢, J, &, 6 konstant
sind, eine Funktion von y und erst durch Vermittlung
von ¥ eine Funktion von to und e. Da nun

% 1, 2 /e
d¢ ? 2to Tl
S0 ist
R R 4R w R _ L/
= = “.“_l/m

Dividiert man beide Seiten durch ‘/%, so hat man

da 3R
(d) dt as .
Ja - L stellt eine Winkelgeschwindigkeit um die u-Axe

dt
dar und kann nur von i, £, # und ihren Verinderungen
abhangen. (Winkelgeschwindigkeiten werden ahnlich wie

Mitteilungen VIL 4
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lineare Geschwindigkeiten, die mit den Axen jener parallel

sind, zusammen gesetzt). ((ll—t_ kommt nicht in Betracht,

weil die zugehorige Axe, namlich die Knotenlinie, auf der
u-Axe senkrecht steht, und weil daher eine lineare Ge-
schwindigkeit lings der Knotenlinie auf die u-Axe keine

Projektion gibe. a2 ist eine Winkelgeschwindigkeit um

dt

die z-Axe, die mit der u-Axe den Winkel i bildet; die
L2

Componente von dd 20 einer Drehung um die u-Axe

betrigt also cos i - dd(i Ferner ist (:1? geradezu eine

Winkelgeschwindigkeit um die u-Axe. Also ist
de’ 4 ,d dé de
“dT"“' + dtr a Toost g
Diese Gleichung kann an den Gleichungen (2) verifiziert
werden; denn diese geben
de = o'd®@ — F'd2 + asin 6 - di,
df = 3'd6 + « d 4 7 sin 6 - di,

dy = r“d¢ —~+ 7 sin & - di,
und weil
gt r=1
ap — B = 7 == (08 I,

ad’ o= B ==y = o,
so geben sie wirklich Ya'da = d6 -~ cosi- d£2.

- Nach (c) ist also

2a g — L CoS i+ “h
dt dt 9’

2o d“=— %)—cosi-aR)
dt dt

Weil
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und weil
0x =0, 0y = 0, 6z = o,
§0 1ist
, de - de"
oun'= 2x at’ ou 2x i

Ersetzt man hier x, y, z durche Ausdriicke ou’ v, ete.,
so ergeben sich aus dem vorigen die zwei Gleichungen

ou' = “(i@u—com M)
T

Y dé
u'=—u dt_COSl 8j>'
Weil aber w, u” nur von a, ¢ ¢, to abhangen, und weil

da SR de oR

Q3 at a6 b
so hat man auch |
e de 311 u R
o = 't ' —I—@c 26’
o eu' de | au 2u" oR
O e T _'ﬁe+ac Ty

und wenn man die gleichwertigen Ausdriicke von einander
subtrahiert,

u' de ,,d8_|_3u. °R |, au’ oR_|_ SR

% at %a "3 Tac ag T Wl 5 =0

u’ de su* 9R | du* 9R oR

2% dt+ +8a 3 T a0 a—@—uCOSl a—j—=0.

Aus diesen zwei Gleichungen eliminiere man 1°, g—?,
d . : :

2°, a{ (Wenn a, ¢, 6, £ konstant sind, so sind auch

O i L W
'390 % 2% 9¢ 0¢




L

3 1 a .
Wi o i e —> Weil
d¢ 1—kcos ¢ r
r? = u? 4 u?, so ist
u’ i
%~ U ou' ou" 0
I u u r
‘ : 7] 2 i
=1 — u =T~ (= 1
ow T Vg TWE =g (Fatksing),
e u
de
ou’ ; ou’
o u = b o 2 uh
iaa ar ac ar
" =T —, =TI
a_u u‘ aa all“ : ac
da ¢ !

Es ergeben sich also die zwei Gleichungen

de or R ar 3R

A A R T S T T
or d# - du'du” u“du\ R’
o

ou' du” u“'ou'\ 3R or R
+(

—_— e —— ———— —--r—--(;()gi---:

9 d¢ 9¢ 9¢ /36 ¢ ?j

Die Gleichung (6) ist nichts anderes als die selbstver-
standliche Gleichung or = 0, worin g%, % durch ihre
schon bekannten Werte ersetzt sind. Ich sage ,selbst-
verstindlich“, weil der Ausdruck r? = x* 4~ y® -} z* nur
X, ¥, 2, aber kein Element und keine Geschwindigkeits-
componente enthdlt. Aus demselben Grunde ist auch
0R = 0.

Der Fortgang der Rechnung beruht auf der Wahr-
nehmung, daf}



Ferner ist auch’

0 _ g /T, % Lk
da g’ 3  kyua

Wenn man also diejenigen Ableitungen nach a, worin ¢

' Q-
als konstant behandelt wird, mit ( \bezelchnet so ist

oa/

@:/-—2‘/”(00390_1{) ‘/___ _la____E
_‘/ (QCOQQ,_k_m)

Bei u” ist es passend, u” ‘u - sin ¢ zu schreiben.

Dann ist

(-__)_—— sin ¢ __,_‘/ 1/1 —k? sin .

Nun ist
+3u 399
890 oa’
— + ou" 3¢
aa ¢ 3
Daher ist
cu’ _u‘ u’ /911
de Sai__i 3@ \Sa .
du” du T or du” ou" T
de ?a asp

11
—sin ¢+ 2cos¢p—k—

# CoS ¢ - sin ¢ \

Der letzte Determinant ist

—cos¢*—1-4 k—I—-]i—)cos ¢ = (_11{__ o8 99> (cos¢ —kK)
o row_r
ak a  a%k’
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Also ist
ouw ou’ du'duw a V1—k?
VIH- ——————— S . ‘t
% °2a 2¢ 2a 7 k “
und nach friiherem
%k Y1k
¢ kyaw
ferner
3 K-
I3, = asings=;
o I si A ok
I 5, =aksing-ry-—r-acoesg- o
ok : ok
= aza—c-(k sin® ¢ — cos ¢ (1—k COSgD)) = —ag - u;
)
IX. r——‘/—— Vl x - U,
folglich
. ou ou” u* ou  Or
Xs — i — i — == r —
2e  da 9 da ac’

Man benutze (10), um zu bewirken, daf} in (6) keine Ab-
leitungen nach ¢ und in (7) keine nach a mehr vorkom-
men. In (6) setze man

und in (7)

und ordne nun in (6) nach a ; a , was sich so ordnen Jafit, *

qu’ u” ; y .
in (7) nach ' e Dann werden die zwei Gleichungen



Hd

@

N G =)
P e B ) o
w8
_|.§Sk —I—iu éli‘ —rg—zcosig—?——:O.
Es sei

Weil die neun Richtungscosinus nur von 2, 6, ¢, j, also
nicht von ¢ abhangen, so ist

aR u

de o
Wenn 2, ¢, 7, a, ¢ sich nicht dndern, so ist d@ eine
kleine Drehung des Geriistes, durch welche uw, u’ in
u— u'dé, u* 4 wdé iibergehen; daher ist

o9R

56— — UDR+uDR

DR+$ﬂR

Also ist
R u* 23R Jeu T
o BB (Wpp g W)
aun’

— éz (—u D'R-I-HD'R)s

.‘au _ 'R
85+ ) DR = r—

o R Sr

Be+85 36 .DR'

Die Gleichungen (8b), (Tb) sind durch rg—g teilbar gewor- |

den und vereinfachen sich zu
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de , u' _ ot o
Vic. a—k-gE-DR—{—aa-DR—O.
dé , su' ou: _, . R
VIIe. a:—-l—%-_DR—I—gEDR—cosv 8—J,—-—~0.
Weil die Richtungscosinus nicht von a abhangen, so ist
d ,ou”
53( = a = —I— a3 ]
9y
da 3 3a —I" ﬂ aa
oz ,on’ ou”
3 s T7 a0
daher
R R ox] ou _, }
= z[ax a_a]zéE DR—I—B . D'R.
Die Gleichung (6¢) geht also in
de OR
dt =0
iiber und gibt
©dt e

Weil die Richtungscosinus von ¢ nur mittelst i abhangen,
und weil

o .9 o . O/

— =-—2C081- 5, 80 ist —=—~cos 1 = BLe,

o¢ ) ac j
(sechs Gleichunﬂen)' daher

ax au” 3 B

Y —!—a — cos i u-ﬁ-i—u ), etc

Und weil u, u’ nur von a, ¢, ¢ to, also nicht von j ab-
hangen, so ist

3X ca"
3] —I— u” —.— y ete.
Also ist 3 ou 4o eu” oo s PR e s
YREAET dc ajy !
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¢ cu’ R
daher 5‘0— ’CT DR-'———DR—-COSl 5‘].—.
Die Gleichung (7¢) gibt also
dé 9R
®. dt e

Den drei Bewegungsgleichungen (1) hatte man die drei
willkiirlichen Bedingungen 0x = 0, dy = 0, 0z =0 hiazu-
gesetzt. Dadurch entstund das System der sechs Glei-

chungen
Ldx 8R
(5}1 ——'0, etC., 7] d—t‘ cx ) |

d _
dt e’ " |
bekann_ten aufgelost, gibt es fiir dieselben folgende Werte

_ %R de_ 3R de_9R d6__ OR

linear in Bezug auf . Nach diesen sechs Un-

dt ~%’dt  da’dt o@ dt ¢
dj_2R de R
at~ o at 9y

Bei jeder Wahl der sechs elliptischen Elemente ist
o0R =0; aber bei der hier getroffenen Wahl besteht oR
aus drei Gruppen, von denen jede fir sich schon null

ist, namlich
R da dR de

TR ST
°R dc R d6

e at T 0 @
] )

R R d.Q“O.

aj&+mzﬁ B
Diese Wahl ist aber nicht die einzige, welche die ange-

gebene Eigenschaft hat, sondern es gibt unzihlige solche
Wahlen.
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Weil die sechs Abgeleiteten

2R ‘R 9R 2R 9R 9R
da’ 2’ dc’ 38’ 3j’ 39
mittelbar durch
R 9R ©R
o' 3y %
bekannt siud, so sind jene durch drei identische Relationen
verbunden.
Wir wollen die sechs gefundenen Gleichungen noch
der friiher gebrauchten Elementgruppe (a, ¢, k, 6, i, £)
anpassen. Nur drei Elemente wurden geindert:

2
a=E-, k== 1—%, cosi=-°]—.
o a C
Daher ist
_ I—&
da.—_2‘/-—d kl/_ i de,
__ cosi do — .
csini ¢ sini

Man unterscheide durch Klammern die Ableitungen
nach Elementen der zweiten Gruppe (a,...) von den-
jenigen nach der -ersten Gruppe (a, ¢, k, . ..), welche auf
die gewﬁhn]iche Weise bezeichnet werden soll. Dann ist

a (R\ de_ /2R\ d6 R’
‘/ (3.9)’ TR (% Todt ""_(a'é",)

dk__1—K* /2R _ yike 3R>

dt kVﬂ‘a \35 - k ‘/,ua
di (?,OS_ 1_ IR B }W R
dt ~ csini \ 26 esini 3%/’

a__ 3[%)
dt 9/
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Mittelst obiger Ausdriicke fir da, dk, di, in da, de, dj
hat man

°R —k?
=5'a"2‘/ d"“"d +9k< o o=
Vi1—k® R cosi . 1 )
ka i +3 6+3 csini de ¢sini d +3.Q
nur wenn man nach da, .. .. ordnet,
R ‘/a— dR , 1—k* aR
<3a>_ R T
(BR_ _______1_—;1;_2 §+cosi R
va 9k ' csini di°
gg BR R _ 1 2R /RY_9R QR) 2R
\_3&:) 3/  csinidi’ (33_) T 00’ \o2)

Substituiert man diese Werte von | 3R> .. inden vorigen
a

Ausdriicken fiir da so ergeben sich folgende Werte

at”
de 1 1—k* 3R
az-“m (og+ 5" )
_ViZw [/ ,—— R 4R
dt k]/ua, (1/1 k "% 260/

dt V—( "3k Yi— &

i 1 ( 3R 3R
it~ csini \ 0126 3D

‘/ R d.Q 1 2R
=2 T — R W RSNy
ae ¢sini 2

Yi—k® R  cotgi QR)
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~ Nachtrigliche Bemerkungen

da = — (¢ sin 6 4 " cos ) di — 3dL,
d3 = — (2 sin 6 -+ 3 cos 6) di + ad®,
dy = — (7 sin @ 4 7 cos O) di,

de = o' 4@ -+ ¢ sin 6 di — FdL2
df = 3 46 <+ B sin O di | o 4L,
dy' = 7" dO - 7 sin 6 di.

do' = — dd@ + a cos 6 di — 3"d2,
13 = — Fd6 4 [ cos 6 di + «' d¥,
dy' = — 7d6 -+ 7 cos 6 di.
Aus dieser Ubersicht folgen die-drei Gleichungen
S ade = d6 + rd&,
Jade = cos 8 - di + rd&,

Jdda —sin6 - di + 7d&, .
von denen nur die erste oben‘gebraucht wurde.
Die Rechnung stiitzte sich zuerst nur auf die Gleichung
.dx 3R .
0 T =g
erst spiater sind auch die Gleichungen
0x = 0, dy =0, 02=0 |
benutzt worden, um daraus 2e¢'dx =0, 2a'0x =10 zu
folgen und dadurch doppelte Ausdriicke fiir éu’ und Ju
zu gewinnen. Die Gruppe der drei Gleichungen dx =0
ist aber erst dann in ein vollstindiges System verwandelt,
wenn zu den zwei soeben daraus geschlossenen Gleichungen
noch die Gleichung

Jaox=20
hinzu genommen wird. Diese gibt
v Yede 4 v Jeda’=0, d. i,
u' (sin @ di— 7" d2) + u’(cos 8di 4 y'd2)=0,
oder, wenn man
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p=u cos ® —u"sin 6, q=u' sin & -} u* cos O setzt,
so daB (p, q, u) ein rechtwinkliges Coordinatensystem ist,
worin die p-Axe in die Knotenlinie fillt,
q di —psini- d&=0,
geometrisch daraus zu begreifen, dal vermoge
' dx=0, dy =0, 9z=10
das Geriist nur um den Leitstrahl gedreht werden kann.
Die Drehung sei rw. Sie zerlegt sich nach den Axen der
P, 4, U in pw, qw, 0. d€ als Drehung um die u-axe fillt
aufler Betracht; di = pw; d& als Drehung um die z-Axe

mufl auf die q-Axe (Winkel —g——i) projeciert werden, also

sin i d2 = qo; u.s.f. Ersetzt man %, %‘g durch ihre
gefundenen Werte, so hat man die identische Relation
. R OR .. 8R
| q(com- 5 — 3p,) —psimi- E=O

fiir die Flementengruppe (a, ¢, k, 6, i, £). Man kann
die Relation verifizieren. Das Sonderbare ist aber, daf3
sie nur drei Abgeleitete enthdlt, wihrend man deren min-
destens vier erwartet.

C?U‘ . ou” '/ 1—_—1{_2 2R.

u’ u' "Wé}i 3k
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