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Communication presentee ä la seance du 2 fevrier 1995

PROPRIETES DE QUELQUES TESTS D'AJUSTEMENT
POUR DONNEES GROUPEES.

UN CHAPITRE CHOISI DE LA METHODOLOGIE STATISTIQUE

PAR

Catherine DRIANCOURT* & Franz STREIT**

Abstract

Properties of some goodness-of-fit tests for grouped data. - After a short review of the aims of
statistics and of some notions concerning statistical tests and in particular goodness-of-fit tests we

propose a general class of such goodness-of-fit tests and show an optimahty property of these tests We
determine the mean, the variance and the asymptotic distributions of their test statistics We study
special cases in calculating the actual level of significance and the power function and by indicating the

alternative hypotheses against which the tests are unbiased.

§ 1. Types d'experiences statistiques et leurs buts

La statistique s'occupe des phenomenes aleatoires, et plus particulierement du cas

oü on analyse de tels phenomenes aleatoires, en observant les valeurs que prennent des

variables aleatoires (v.a.) liees ä ce phenomene aleatoire. Observer une telle v.a.

equivaut ä effectuer une experience ä issue incertaine, qui est liee ä ce phenomene
aleatoire et dont le resultat est un nombre reel. Si Ton choisit habilement les v.a. ainsi

observees, on arrive ä decrire beaucoup de phenomenes aleatoires, meme des

phenomenes aleatoires assez complexes et des phenomenes aleatoires ä composantes

qualitatives (cela, en utilisant des codages appropries).

Les analyses statistiques se distinguent par leur niveau de complexite:

1) II se peut que Ton veuille uniquement donner une description succincte des

observations que Ton a prises du phenomene aleatoire en question. Dans ce cas, on
fait de l'analyse des donnees d'une situation experimentale concrete particuliere ou

de la statistique descriptive. On resume les observations en regroupant les donnees

dans des tableaux, en visualisant l'ensemble de ces donnees graphiquement et en

caracterisant les aspects typiques et la structure de cet ensemble par des indices ou

* Ecole Superieure de Commerce, 14, avenue Trembley, case postale 118, CH-1211 Geneve 28.
** Section de Mathematiques, 2-4, rue du Lievre, case postale 240, CH-1211 Geneve 24.



186 PROPRIETES DE QUELQUES TESTS D'AJUSTEMENT

coefficients. On arrive ainsi ä un abstrait precis des resultats des experiences faites

dans le cas concret analyse.
2) Pour les besoms de la recherche scientifique actuelle. des analyses statistiques du

type statistique descriptive ne suffisent d'habitude pas, parce qu'elles expriment
uniquement des resultats de cas particuliers. Sans considerations additionnelles qui

permettent de modeliser le phenomene aleatoire mathematiquement, et de cette

fa^on d'expliquer le mecanisme aleatoire, on n'arrive pas ä des resultats

applicables ä tous les phenomenes aleatoires semblables ä celui que Ton a

examine. C'est lä ou les modeles stochastiques de la theorie des probabilites
interviennent. Ces modeles resument les tendances systematiques que Ton pense
reconnaitre dans les donnees observees et les combinent d'une fagon precise avec
des elements purement stochastiques, qui representent les fluctuations aleatoires

(les deviations non-predictibles des donnees individuelles de ces tendances).
Chacun de ces modeles represente une interpretation possible des donnees. un

modele idealise de la realite. En se demandant lesquels des modeles stochastiques
sont aptes ä expliquer un phenomene aleatoire, on va a priori prendre en

consideration plusieurs modeles susceptibles de decrire le mecanisme aleatoire. II

faut alors effectuer un choix parmi ces possibilites. En utilisant les methodes de la

statistique inferentielle ou inductive, on arrive ä faire ce choix d'une fagon aussi

optimale que possible (du point de vue minimisation des effets nefastes d'un choix
incorrect).

§ 2. Tests d'ajustement

Ci-apres, on ne va pas considerer des phenomenes aleatoires du type echantillon
aleatoire, c'est-a-dire on considere n v.a. X|, X„ et on suppose qu'elles sont

engendrees par repetition d'une experience aleatoire du meme type, ainsi que les

chances de prendre les differentes valeurs sont les meines pour chaque X; et que les Xj
ne s'influencent pas mutuellement. II suffit done d'indiquer le modele probabiliste
commun pour tous les Xj. Cela se fait par specification de la fonction de repartition Fx.
la meme pour tous les Xj [/ I, /?]. Fx est la fonction qui indique pour chaque
valeur reelle t la probabilite de I'evenement X} < t, done Fx (a) P(X < x A l'aide de

la fonction de repartition, on peut calculer la probabilite de n'importe quel evenement
aleatoire (done n'importe quelle condition probabilisable) se rapportant ä Xj. On a que

(*) Fx(-°°) 0, Fx (+°°) I et que Fx est non-decroissante et continue ä droite.

II reste done un grand choix de modeles stochastiques a priori possibles. Chaque
fonction Fx satisfaisant aux conditions (*) en represente une possibility. Comme les Xf
ne s'influencent pas mutuellement, on a

P(X! < a | ,Xn< xn) Fx(.\]) Fx(An)
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Le but de l'inlerence statistique dans ce contexte est de connaitre la vraie fonction
de repartition FX-

Parfois la situation experimentale suggere un choix pnvilegie Fq de Fx, qui est

justifie par une theorie potentiellenient correcte. La question ä resoudre prend alors la

fonne suivante, caracteristique pour les tests d'ajustement : Decider laquelle des

hypotheses

Hq*: Fx Fq (hypothese nulle)

H**: Fx & Fq (Hypothese alternative)

est correcte. On peut montrer que tester Hq* versus H^* revient pour F^ continue ä la

meme chose que de tester

Hq : Fx(x) Fq (a) := a [0 < a < 1J versus

H\-Fx* Fq

pour les variables transformees F*q (Xj),..., Fq (Xn). (Witting et al., 1970). En ce qui
suit, nous allons done supposer sans perte de generalite que la fonction de repartition de

X\, Xn ä approuver ou rejeter est F(), comme definie sous Hq (version standard du

test d'ajustement). II est alors raisonnable de limiter le choix de l'allernative ä des

fonctions de repartition satisfaisant Fx(0) 0 et Fx( 1) 1.

La situation de test decrite jusqu'ä present se refere au cas ou l'on dispose de

donnees observees exactes ä plusieurs decimales. Mais souvent les donnees que l'on
obtient sont dejä groupees, e'est-a-dire est seulement indique pour chaque observation
1'intervalle dans lequel elle se trouve, et non pas sa valeur precise. On analyse dans la

suite la subdivision de (0, 1] dans A sous-intervalles de longueurs egales, en posant /,
(£-•(/ - 1), A-1/] pour le /-erne sous-intervalle.

On ecnra

Pi P(Xj e /,) Fx(k~h)- FX(k-Hi-l))

[i= l,...,A,/= 1,...,«]

pour la probabilite que la /-erne observation tombe dans le i-eme intervalle et

N, N, (n, A) pour le nombre des donnees observees ä valeur dans /,.

Pour cette mamere de rapporter les resultats de l'observation, le probleme du test

d'ajustement se modifie un peu, dü au fait qu'il est impossible de contröler les valeurs
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de Fx pour tout argument .v. Seules les hypotheses concernant les probabilites /?,

attributes par Fx aux intervalles /, peuvent etre controlees ä cause du regroupement des

donnees. Le probleme du test d'ajustement pour donnees groupees dans sa version
standard se refere done aux hypotheses

H0:Pi H [i=l,...,k]
done p (p\,..., Pk)' Ar' 1 oü 1 (1,..., 1)' e RA et ' designe la transposition d'un
vecteur et

H\ : il existe un iq tel que p,0 * Ar'fi'o e{l, - - ,k}].

Un test est une regle de decision qui nous indique pour chaque realisation de

l'echantillon aleatoire, done pour chaque «-tuple de nombres reels admissibles comme
resultat s'il faut accepter Hq ou H\. D'habitude on specifie un test en specifiant une

statistique (done une fonction t de X\, Xn qui prend des valeurs reelles et pour
laquelle on est capable de determiner la fonction de repartition F,(xr •, xn) ä partir de

Fx) et on specifie une valeur (critique) c. Dans la version standard du test, on va

comparer la valeur obtenue pour t. ä savoir r(.vi, a„), ä c et rejeter Hq en faveur de

Hi si r(A[, xn) depasse c. Naturellement la qualite du test depend du choix de t et c.

Cette qualite peut etre mesuree par deux types de probabilites : La probability de

commettre une erreur de premiere espece en acceptant H i quand effectivement Hq est

correcte et la probability de commettre une erreur de seconde espece en acceptant Hq

quand effectivement H\ est correcte. La derniere probability mentionnee depend du

vecteur p (p\, pOn a a.eg- P{t (Xi, Xn) > c : A"11) (probability d'accepter

H\ quand Hq est correcte; a^est appelee niveau de signification effectif du test) et plus

generalement on ecrit Pui((pi, p^)') P(t(Xi, Xn) > c\{p\, pi:)') pour la

probability d'accepter H\ si p (p\, pk)' (Pui est appelee fonction de puissance). Un

test (uniformement) optimal va avoir pour a prescrit et proche de 0 - on appelle a le

niveau de signification (nominal) - l'inegalite OLeg< a satisfaite et sous cette restriction
les valeurs de sa fonction de puissance vont etre aussi elevees que possible pour p + A"U-

Dans notre probleme modifie du test d'ajustement oü X {X\, Xn)' est reduit ä N

(N\,, Nk)' du au regroupement des observations, le resultat fondamental de la theorie
des tests (Lehmann, 1986, Chapitre 3) nous indique qu'un procede optimal pour tester Hq

versus H\ (p*): p p*, oil p* est fixe, existe; comme statistique du test de ce procede, on

peut choisir 7{N) aux valeurs

t{x) T{n) P{N\ «|,. Nk nk : p*)[P(N] =n\,..., Nk - nk : £ A-U]-l

k"p*"i p*k"k

7(N) suit une distribution discrete et pour une borne a prescrit c c(a) doit etre choisi
de telle faijon que P{t(X\,. Xn) > c: Ar11) < a et que cette inegalite soit aussi proche

que possible d'une egalite.
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Comme I(N) et /m(A-"7(/V)) sont des statistiques equivalentes, on peut - en ajustant c -
exprimei le test de mamere equivalente ä l'aide de la statistique

Ni 1 /t(pf) + + Nk\n(pj).

§ 3. Quelques proprietes d'une classe de tests

On est ainsi amene ä considerer des tests bases sur 1'utilisation des statistiques

Vr(«, A) V(N\,. N/J X i, A', (n, A),
i=l

oil l i, sont des constantes non-positives reelles. Nous allons deduire quelques

proprietes de Vc(n, A).

A.) Calcul de l'esperance mathematique et de la variance dc \'( (n, k).

A cette fin, il est important de constater que \ ((n, k) admet une representation
comme somme de contributions indcpcndantes provenant des variables aleatoires X,
individuelles On a

V, (h, A) I Vx7(l, A) ou
7=1

i
Vxj (1, k) I c;l(/ |(X7) ou 1/ (u) 1 pour u d et 0 pour u ll,.

;=l
' ' '

Pour tout p e tel que /?, > 0 et/q + + p^= 1, on trouve

k

E[VXj (1, k) :p ] X clpl' ~ i=l

et

Cov[Vx7,(l, k), Vx72(l, k): p] 0 si j} * j2

(cela est du ä l'independance stochastique de et XJ2 qui entrame celle des variables

Vxj\ (UA) et Vxji (1. A)) et d'autre part

Var[Vx7 (I, k) /W=Ic7Var[l/,(X/):p]
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k k

+ X X c-,1 C,2 Cov[ 1/M (Xj), l/(2 {Xj) : p ]

'1 1 '2=1

i l * '2

k k k

Xe,p,(l-p,)- X I.cnc,2pliph
1=1 ll=ll2=l

' 1 * >2

k
7

k k

XG7>i-X lcncl2ptlpl2
1= 1 /| 1 / 2=1

A A

(L^Pi-ilc, P,)2.
1=1 1=1

Notons que l'on obtient ce resultat egalement ä partir de la formule developpee pour
la variance, ä savoir en prenant comme point de depart la relation

Var[l/Xy (1, k) : p ] E[ VXj (1, kf- :p)-(E[ VXj (1, k) : p ])2. A l'aide de ces

considerations, on obtient done

E[ Vt(n, k):p\ 'iE[VXl(\,k)-.p] nic,p,.
i=l ~ i=l

Var[ V, (n, k) : p ] I Var[ VXl (1, k) : p ] n (X cfp, - (I c, p,)2)
i=l ~ i=l i=l

B.) Calcul de la distribution asymptotique de la Vt («, k).

Nous avons constate sous A.) que Vc (n, k) admet la representation comme somme
de v.a. independantes et identiquement xiistribuees ä variance positive, pourvu qu'au
moins deux composantes de p soient positives et que les coefficients c, correspondants
soient differents et different^ de 0. Sous cette condition, on peut done appliquer le

theoreme limite central sous sa forme la plus classique (Chung, 1974) et on trouve pour
le cas oil la taille n de l'echantillon aleatoire tend vers °° que

L
k k k

VL(n, A) —> /V (/? X c, p,, n [X - (X c, p,)2])
i=l i=l i=l

c'est-ä-dire V( (n, k) tend vers une distribution normale quand le nombre de v.a.
observees augmente vers l'infini. La relation indiquee signifie que

lim Fyc („ y} (x) Ew(x) oil x e R et W
n —> oo ^

est une v.a. Gaussienne ä distribution normale N de parametres comme indiques. Cela
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entraine que pour un echantillon aleatoire de grande tadle (n au moins 40 est

recommande), Vc (/?, A) se comporte approximativement comme une v.a. normale, et par
consequent une Table de la distribution normale centree reduite peut etre utilisee pour
determiner d'une maniere approximative les probabilites des evenements aleatoires

concernant V( («, k) sans commettre des erreurs considerables.

§ 4. Cas speciaux

l.)c, -,ln(dk) [,= 1 ,...,A],
k

On a Vc (n, A) -ln(d^) X ' N,(n, A) -ln(di)R*(n, A).
/=l

a.) Propnete d'optimalite

Le test est optimal pour discerner les hypotheses H\ \ p (d[J..., d^* )'•

En effet eu dJ1 p* II s'agit done d'un test optimal de Ho versus une situation

specifique ou les p* decroissent pour i croissant d'une maniere geometrique

b Determination de d^
A

De la relation X d^ 1 decoule
/= l

2d[{-dl(k+l)- 1 0.

Cette equation admet une solution unique du probleme considere. On trouve

pour k 2 d2 1,62

k 3 ^=1,83

k^ °° doa 2

Selon le choix de A dk prend differentes valeurs dans 1'intervalle [1, 62 ; 2]

c.) Etude de la statistique R*(n, A) equivalente ä V( (n, k) dans le cas I.

Considerons maintenant la statistique

k

R*(n, A) X ' N,(n, A).

i=l
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Elle ne se distingue de Vc (n. k) avec c, -i ln(d^) que par une constants de

proportionnalite et /?*(/;, k) est done une statistique de test equivalent ä Vc(n, k).
Evidemment il faut ajuster la region critique du test si Eon teste //(> versus H\
comme indique sous a.), la region critique de ce test a maintenant la forme R*(n, k)
< c, done eile est unilaterale du cote gauche. Notons que la statistique R*(/i, k) est
liee ä la statistique R(n, k) mentionnee dans (Maag et at., 1973) et sa forme

specialisee R(n, n) S*(n) mentionnee dans (Riedwyl. 1967) par la relation

R(n, k) «-1 R*(n, k) -2~Kk+\).

Les formules pour fesperance mathematique et la variance R*(n, k) sont

k

E| R*(n, k) : p \ n X / Pi et
i=l

k k

Varf R*(n, k) \p]= /t(I i2Pj - (I / /?,)2).
i=l (=1

En particulier on trouve

E[R*(n, k) ://(,]=« (k + 1) et

Var[ /?*(", k) : Hq] //(12)-' (k2 - 1).

Ces moments servent ä determiner les distributions asymptotiques normales pour n

grand.

d.) Determination du niveau de signification effectif et de la fonction de puissance.

Detenninons maintenant le niveau de signification exact et la puissance exacte du

test ä region critique /?*(«, k) < c pour n finie. En tenant compte du fait que N (N\,
A^.)' suit une distribution hypergeometrique

Pui(p) I /;![ «| nkW p'l' • • Pkk

ou A j ;i|.) {0, 1,2,...}* tels que:
n | + «2 + • + «£ n et n \ + 2«2 + + kiik < c}.

Un calcul simple pour n fixe tenant compte de la formule

(/' t A" + P7X2 + + Pk xk)>> .v" (p 1 + P2-\' + + pk x )n

nk nk

Z P(R*(n. k) ni)xm Z
m=n m-n ~
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et de la recursion

ou yn(p)=p"
min (j k-1)

et "Yn+j (p) t (vn-j + V)pv+lyn+]_v(p)J ~ JP1 1=1

[/ 1. 2,. (Ä: — l)n]

conduit ä

[c-0]
Pui(p) I Yn, (p)

~ m-n ~

ou[c-0] =1-1 si I-\<c<I et /e (0,1,2, }

a^s'obtient en substituant p, - k~l, done p k~{ 1, dans les formules precedentes.
Nous eenvons ym comme abreviation de 1)

e Determination des alternatives pour lesquelles le test est sans biais

Nous disons que le test statistique ä region critique R*(n, k) <c est sans biais pour
tester Hq p k~l 1 versus H\(p*) p p* quand Pui(p*) > aeff Cette propnete
desirable d'un test nous garantit que le test ne rejette Hq pas plus frequemment
dans le cas ou Hq est correcte que dans le cas ou Hq est incorrecte Selon le resultat
d le test considere est sans biais si et seulement si

[c-0] [c-0]

I 7m (P*) ^ I 7m
m=n ~ m-n

Ce entere peut etre utilise pour delimiter la classe de toutes les hypotheses
alternatives uniponctuelles par rapport auxquelles le R*(n, k)-test est sans biais Nous
lllustrons la technique ä l'aide de l'exemple suivant qui traite le cas n 3 et k 4.

Table des valeurs possibles de R*(n, k) designees par m, de ym(p*) et de ym

m 7mCP*) 7m

3 PV 1/64

4 3/7*2 p* 3/64
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5 3 p\ p? + 3p*tä 6/64

6 6p* P2P3 + 3p p-p4 + pp 10/64

7 6p* P2PA + 3pip¥ + 3pp P% 12/64

8 6p 1 P3P4 +3P2P32 + 3p*22 pl 12/64

9 6p*2p$p*A + 3pW+pp 10/64

10 ?>P2 P42 + 3pl2 PA 6/64

11 3/^2 3/64

12 pp 1/64

Supposons que Ton desire que a aejf= 5%. On constate

P(R*(3, 4) < 4 : p /H 1) 1/64 < 0,05

/>(/?*(3, 4) < 5 : p A-l 1) 1/16 > 0,05.

On peut cependant realiser aejp 0,05 exactement en choisissant le test de region
critique r*(3, 4) < 4 qui rejette Hq avec probability 11/15 quand r*(3, 4) 4 (test
randomise).

La puissance de ce test vaut

Pui (p*) P(R*(3,4) < 4; p p*)+( 11/15) P(/?*(3,4) 4 : p p*) p*3+i i/5)/?*2

Le test est sans biais si et seulement si

On peut done faire les remarques suivantes:

1.) Quand p* e [0; 0, 146], l'inegalite indiquee n'est pas satisfaite et done le test est biaise.

2.) Le test est sans biais quand

pp + (11/5) ppp*2> 0,05.

p* e (0, 146; 0, 368] et p% > 5(0,05 -pP)p*r2/11
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4

avec p2, Pi, P4, e [0, 1 ] tels que ~Lp*= 1. II a du biais quand la condition indiquee
i=l

pour p* est satisfaite, mais celle pour p\ ne l'est pas.

3.) Le test est sans biais quand p*J (0, 368; 1] et p\, p3, p% e [0, 1] tels que

4

lp*i= 1.

i=l

II.) c, ln(idk) [i=\,...,k].
k

On a Vc(n, k) J.ln (/) N,(n, k) + nln(d0
1=1

L*(n, k) + nln

a.) Propriete d'optimalite.

Le test est optimal pour discerner les hypotheses Hq et H1 :

p (dk, 2 d/c,, kd/c). En effet ec> id^ p*.

II s'agit done d'un test optimal pour discerner les hypotheses Hq et H] : p*, id1

oil les p* croissent avec i de la fa§on p* ip*y

b.) Determination de d^.

k

De la relation X p* 1 decoule d/( 2[k(k+ 1)]_1.
/=i

c.) Etude de la statistique L*(n, k) äquivalente ä Vc (n, k) dans le cas II.

Pour l'esperance mathematique et la variance, on trouve

k

E[ L*(n, k): p]=/il in(i)p, et
,=1

^ h

Var [ L*(n, k): p] n Z p, lrfl{i) - £ p, ln(i))2).
i=l 1=1

En particulier, on obtient pour p kr1 1

E[ L*(n, k): H0] k-1 nln(k\)et
k

Var[ L*{n, k): H0\ n(H I /«2 (0 - kr2 ln2(k\)).
1= l

Pour n grand, les distributions asymptotiques de L*(n, k) sont Gaussiennes et deter-

minees par ces moments.
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Une etude plus approfondie de quelques proprietes du R*(n. k)-test et de quelques
autres tests d'ajustement se trouve dans la these du premier auteur (Driancourt.
1994).

RESUME

Apres un bref rappel des buts de la statistique et de quelques notions relatives aux
tests statistiques, et en particulier aux tests d'ajustement, nous proposons une classe

generale de tests d'ajustement et indiquons une propriete d'optimalite de ces tests. Nous
etudions l'esperance mathematique, la variance et les distributions asymptotiques des

statistiques concernees et traitons des cas particuliers en abordant la question de la

determination du niveau de signification effectif et de la fonetion de puissance, et en

analysant pour lesquelles des hypotheses alternatives les tests sont sans biais.
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