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COVARIANCE D'’ECHELLE ET APPROXIMATIONS
POST-NEWTONIENNES
DANS LE CADRE DE LA RELATIVITE GENERALE

PAR

Bastien CHOPARD ' et Pierre BOUVIER ?

RESUME

Le schéma d’approximations post-newtoniennes tel qu’on I'applique en théorie de Relativité
Géncrale, par développement en série de puissances de v/c des potentiels g,,, et des grandeurs dérivées,
est étendu a la théorie de gravitation covariante d’échelle. La présence d’un second paramétre, en plus
de v/c, conduit a des difficultés qu’on surmonte ici a 'aide d’un algorithme de regroupement des
termes (Bouvier, 1982) et 'on parvient finalement a un schéma consistant, a condition de choisir le
vecteur de jauge inversement proportionnel au temps cosmique.

1. INTRODUCTION

Il existe des présomptions pour penser que certaines constantes physiques varient au
cours du temps; Dirac, le premier, a signalé la possibilité d’une telle variation lente en
formulant son hypothése des Grands Nombres (1937). Plus récemment, Dirac lui-méme
(1973), Canuto (1977) puis Maeder et Bouvier (1979) sont revenus sur le probléme.

Relativement a chaque type d’'interaction de la Physique, on peut définir un systéme
d’unités pour les diverses grandeurs mesurées. Ainsi, I'unité électromagnétique (u.e.m.) de
longueur peut étre choisie comme e?/(g, mc?) a partir de la charge e et la masse m de
I'électron, g, étant la constante de perméabilité du vide et ¢ la vitesse de la lumiere dans le
vide. Dans le cas d’un systéme lié par I'interaction de gravitation, un amas d’étoiles par

1
exemple, I'unité gravitationnelle de longueur se présentera sous la forme ¢/(Gp)2, avec p
pour densité moyenne de masse du systeme, G €tant la constante de gravitation. (u.g.)

' Département de Physique théorique, Université de Genéve.
2 Département d’Astronomie, Université de Genéve.

Le présent article est extrait du Travail de Diplome de I'un des auteurs (B.C))
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A priori, rien ne nous permet d’affirmer que ces deux étalons de longueur vont rester
dans un rapport constant, quels que soient I'endroit et I'instant ou on les compare. Il est
donc naturel d’admettre l'existence d’une fonction (X, t) donnant le rapport des
longueurs mesurées en des unités se rapportant a deux interactions différentes. Si B ne se
réduit pas a une constante, les lois physiques changeront de forme si I'on change d’unités
pour les exprimer, ce qui rend donc ces lois tributaires du systéme d’unités. Tant que les
¢quations connues des lois physiques sont traduites dans le systéme d’unités relatif a
'interaction qu’elles décrivent, comme c’est le cas pour les eéquations de Maxwell (en
u.e.m.) ou celles d’Einstein (en u.g.), aucune variation d’unités ne saurait étre mise en
¢vidence, puisque le type ou 'appareil de mesure et le phénomeéne observe sont de méme
nature.

Or la plupart de nos mesures sont effectuées avec un appareillage de nature
¢lectromagnétique et il est donc particuliérement intéressant d’exprimer la Relativité
Générale en (u.e.m.), dans lesquelles s’inscriront les vérifications expérimentales.

D’une maniére plus générale, nous demanderons aux équations de la physique de
satisfaire un principe de covariance d’échelle, ¢’est-a-dire de conserver la méme forme dans
n'importe quel systéme d’unités, tout en prenant la forme habituelle lorsqu'elles sont
exprimées dans le systéme d’unités privilégié associé a I'interaction qu’elles décrivent.

2. ESPACE DE WEYL ET COVARIANCE D’ECHELLE

Le principe de covariance d’échelle venant maintenant s’ajouter au principe de
covariance générale de la Relativité Générale usuelle, I'espace-temps de Riemann va
devoir étre généralisé en celui de Weyl, caractérisé, en plus de I'invariant métrique, par un
vecteur de jauge x, dont les composantes k, sont aussi celles de la connexion métrique
grace anxauelles 1a variation 4/ de la longueur / d'un vecteur translaté de dx sont données
par:

dl = I(x) x,(x) dx (1)

Sik, = 0, 'espace de Weyl se réduit a celui de Riemann. Aprés un changement d’echelle
(ou d’uniteés), la longueur [ d’'un vecteur devient:

I'(x) = Blx)i(x) (2)

ou PB(x) est appelé facteur d’échelle. Les coordonnées n’ont pas été modifiées par ce
changement d’unités, car dans I’¢élément meétrique

ds® = gy, di¥ di”

ce sont les g,, qui portent les unités d’un carré de longueur, et non les x* qui sont ici de
simples nombres sans dimension, servant a numeéroter les mailles de coordonnées.
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Apres translation de dx, la variation dl’ de I vaudra, selon (2),
dil' = Bdl + ldp = I'(x,+0d,InB)dx
d’ou la loi de transformation des composantes de la connexion métrique
K, =K, + 0,nP (3)
Une grandeur Y qui, sous changement d’unités, se transforme en
Y=Y (4)

est dite covariante d’échelle avec n appelée puissance de Y;onnoteran = [[(Y).Sin = 0,Y
est alors invariant d’échelle de (4) résulte que si deux grandeurs covariantes déchelle de
meéme puissance sont eégales dans un certain systéme d’unités, elles le seront aussi dans tout
autre. Si, en plus de (4), Y se transforme comme composante de tenseur lors d’un
changement de coordonnées, on dira (Dirac, 1973) que Y est un co-tenseur d’ordre n ou
plus brievement (Bouvier et Maeder, 1978) un co-tenseur n. Y étant covariant d’échelle, il
n’en est généralement plus de méme de la dérivee partielle 4, Y, mais il est toutefois possible
d’introduire un nouvel opérateur *d,, appelée dérivée covariante d’échelle, qui préserve
la covariance d’échelle. Posons:

*,Y =0, —n, Y (5)

ou n = [](Y), puis changeons d’unités, de sorte que Y — Y’ = B" Y; il est facile de
vérifier, en tenant compte de (3), que

3, Y = 0,(B"Y) — n,p"Y = B %0, ¥

Remarquons encore que si kv, = 0, *¢, se reduit a la derivée usuelle d,,.

3. MODIFICATIONS DES EQUATIONS
DE LA RELATIVITE GENERALE

Pour qu’une équation soit vraie dans tout systéme d’unités et de coordonneées, il suffit
qu'elle exprime I’égalité de deux co-tenseurs de méme rang et de méme puissance, et qu’elle
soit vraie dans un systéme de coordonnées et d’unités particulier. Par conséquent, pour
obtenir une théorie de gravitation correcte dans tout systéme d’unités, il faut rendre
covariantes d’échelle les équations de la R.G. en s’assurant qu’en effectuant les mesures en
unités gravitationnelles (x, = 0) I'on retrouve celles de la théorie d’Einstein.

Soit d’abord les équations du mouvement d’une particule:

d*x* e dx* dxY
dt? Wodt dt

=0 6)
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ou les I'}, sont les composantes de la connexion affine:

1 ‘
rrw = 5 Jzo(éugvc a5 avgnp - 60’.(}“\')

Les quantités covariantes d’echelle *I'; associces a [, se construisent aisement grace a
*d,, permettant d’écrire

|
*riv = 5 gda(*augvc + *ﬁvgcp_ *aagpv) (73)

Ces grandeurs sont invariantes d’échelle; en effet, par sa définition méme, le tenseur
métrique g,,, est un co-tenseur 2; donc g*” est co-tenseur — 2 et la puissance de *I'},, est
effectivement nulle. En utilisant (5), dans un systéme quelconque d’unités, nous retrouvons
'expression

T = T —guxy — 9ok, + gy X (7.b)

obtenue par Eddington (1923).

Revenons aux équations de mouvement ; 'opérateur d/dt est déja covariant d’échelle,
puisque ds = cdt et, sous changement d’unités, ds devient ds" = PBds. Donc on peut dire
que d/dt est un opérateur co-scalaire de puissance —1:

d L d
w P

Toutefois, d?/dt* n’est pas covariant d’échelle; nous trouvons en effet que

d- d d d*® dx* d
& gL (g1 E)N g2 g mp L
drt’? ¥ dt (B ) P dt? B (Culnp) dt dt

’

mais comme ¢, ln B = x|, — ¥, nous voyons que

d? N Cdx* d B_Z(dz N dx* d
PR K., o o S K, — —
T~ Hdvodt ' \dt"‘ “dt dt
ce qui montre que
> d? 5 dx" d
i d2 . " d it

est un opérateur co-scalaire —2.

Par conséquent, I’équation (6) de mouvement deviendra, sous sa forme covariante
d’échelle,

*q? x . *[ dx" dx”
dr? ¥ ™odr dv
B d*x* dx* dx¥ dx* dx*

T R
dt? odt d K dtv dt

-0 (8)
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et st k, = 0 (u.g.), on retombe sur (6).
Tournons-nous maintenant vers les équations d’Einstein pour le champ de
gravitation, écrites de la fagon suivante:

8nG

1
Rp.v = CZ (Tpv - —z—g},n' T;) + A guv (9)

ou A est la constante cosmologique, R, le tenseur de Ricci et T, le tenseur d’énergie-
impulsion, défini pour un ensemble de N particules ponctuelles, de positions x,, et de masse
m, (n = 1, .., N) par 'expression (Weinberg, 1972)

1 K dx¥ dx),
™ (x) = — 83 (x,— X s
) g ,,Zl iy & (X =) dv dt

Du fa° ue, sous changement d’unités, la « fonction » de Dirac 8* (X,—X) se

transforme me l'inverse d'un volume, que les composantes dx"/dt sont de puissance
—1le vduit Gm,, se transforme comme une longueur, il résulte manifestement que
f :nseur —4 et par suite, que GT,, a une puissance nulle. D’autre part, A ala

nverse du carré d’une longueur, ce qui confirme que tous les termes du
.«wund membre de (8) sont invariants d’échelle.

Quant a R,,,, dont la définition bien connue est:

R, =0,1% — g%, + I, % — I, T, (10)

ce n'est pas un co-tenseur, mais la construction d'un co-tenseur *R,,, qui se réduit 4 (10) en
(u.g.) est immeédiate, en passant aux symboles astériqués, soit

*R — *(jv *rﬁl _ *ax *ri\w + *rnl *rtn _ *rﬂv *rin *(10)

En utilisant (7.b) et en notant que *d, *I' = J, *I' puisque II(*I') = 0, nous
trouvons:

*Row = Ry — 3K,y + Koy — g K'a + 20,0 K K — 2K, K, (11.a)

pv Y (TR

type d’expression déja contenue dans le formalisme de Dirac (1973) et reprise par Canuto
et al. (1977) dans I'établissement des équations du champ covariantes d’échelle.

Dans (11.a), 'abréviation; désigne la dérivation covariante ordinaire. En (u.g.), la
R.G. s’exprime dans I'espace de Riemann (ou I'espace de Weyl de jauge nulle: x, = 0)
passant a d’autres unités, nous avons, selon (3)x;, = J, In B,donck, , = x, ,et(l1l.a)se
simplifie en

R, =R, —2x,,—g,K" y + 2g,, ¥* K — 2K,K, (11.b)

uv ny n
permettant d’obtenir les équations covariantes d’échelle du champ.

onG 1
*Ruv = - C"‘ (Tpv - 5gpv T%) + A gp.v (12)
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Elles ont ainsi la méme forme que (7), ou I'on a simplement ajouté au 1°* membre les
termes de jauge et comme x,, est un vecteur, le caractere tensoriel de (12) est assure, comme
il se doit.

4. DETERMINATION ET INTERPRETATION
DU VECTEUR DE JAUGE

Le facteur d’échelle B qui relie entre eux les systémes d’unités (u.g.) et (u.e.m.) est a
priori inconnu, mais en supposant ici valable (champ gravifique faible) le Principe
Cosmologique, I'on s’apergoit que B ne doit dépendre que du temps (Maeder et Bouvier,
1979) et il en résulte que k = (kq(x°), 0, 0, 0).

Bien que I'on ne connaisse pas la forme de la fonction k(x°), on s’attend a une relation
dutype kK, = '/(ct) ou t est le temps cosmique. Avant de préciser ce point, il faut rappeler
que dans le présent contexte, le temps et la longueur sont mesurées dans la méme unité,
toute vitesse €tant alors un nombre sans dimension. La variable ¢, possédant des unités
contrairemente a x°, nous devons écrire

VMoo X° = ct

ou Mg est la composante 00 du tenseur métrique 1, de Minkowski, avec unités de carré de
longueur.

Revenons 4 la détermination de k,; nous savons que la vitesse de récession d’'une
galaxie est reliée a la distance I qui nous en sépare, par la relation

V =] = Hl

ou H est la constante de Hubble. D’autre part, selon (1), pendant I'intervalie de temps dx°,
la distance | varie de

dl = lxgdx® = |

K, dt donc Ko = \/11—00 H/c
Moo

ce qui donne bien une dépendance en '/(ct) pour x, (Maeder, 1978) puisque H vaut
I'inverse de I'age de I'Univers.

Nous confirmons donc ici, comme le montrait déja (1), que x, est a regarder comme
étant sans dimension, tout en se comportant comme composante de vecteur.

Etant donné que I'espace-temps de Minkowski est le cadre approprié a
I’electromagnétisme, il est naturel d’exiger (Maeder et Bouvier, 1979) que la métrique n,,,
soit solution des équations (12) en I'absence de matiére et d’énergie (T** = 0). Avec g,
= 1, onaura R,, = 0 et (12) se reduisent aux deux équations

300ko + 1 =0, dgko — 262+ A =0 (13)
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SiA = 0,lasolutionestk, = 0,d’ouf = const. puisque k, = dolnfsiA # 0,ontirede
(13),

dx®/dx® = —«x} (14)

; 1 : B PR
dont la solution est k, = Jra— ou o est une constante relative a I'origine du temps.
c

(o = Ositesttemps cosmique). Il s’ensuit que p = A(ct—a)avec A = '/(ct,—a)afin que
B = 1 a I'heure actuelle t = ¢,.
: : 3 ;
De (13), on obtient pour la constante cosmologique: A = W , Soit —
ct—a

la valeur actuelle 1.26 x 10 3¢ cm 2, avec

H=60kms ' Mpc™'.

Remarque: On interpreéte parfois A comme valeur moyenne de I'énergie du vide par
unité de volume. A # 0 implique une brisure de symeétrie, traduite ici par un vecteur de
jauge non nul, signifiant que les deux systémes d’unités ont un rapport variable.

5. APPROXIMATION POST-NEWTONIENNE

La thécrie de Newton est une approximation de la R.G. qui s’applique trés bien a la
mécanique céleste des mouvements planétaires et a leurs perturbations du premier ordre.

L’approximation post-Newtonienne fera considérer les termes d’ordre supérieur et
conduit a d’excellents résultats pour le systéme solaire (avance du périhélie, déviation de la
lumiére, etc.). Nous allons nous efforcer ici d’englober I'approximation post-Newtonienne
dans le cadre de la théorie covariante d’échelle. Le point de départ de cette approximation
réside dans le fait que dans le cas newtonien, le tenseur métrique a pour valeur

ou ® est le potentie]l newtonien, tandis que les autres g,, se réduisent aux valeurs
galiléennes n,,, de la métrique de Minkowski. Utilisant le théoréme du viriel

2T+Q =0
ot Tet Q sont les énergies moyennes respectivement cinétique et potentielle du systeme

considéré ; nous obtenons 2v? = — 2@ par conséquent

Uz

=1-4=
9oo Cz

ce qui suggere un développement en puissances de v/c, ou v est une vitesse caractéristique
des membres du systéme cosmique étudié. On ne retient, dans 'approximation envisagée
ici, que des vitesses faibles, au sens v « ¢, soit v/c « 1.
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Un autre parametre important sera 'échelle de longueur r ou le rayon moyen
typique du systeme, permettant d’écrire, a 'aide de la masse totale M, un potentiel moyen

—® = GM/r.

Le fait que v et r ne sont pas rigoureusement définis n’importe guére ici, car nous avons
seulement a comparer des ordres de grandeur; a ce propos, nous noterons que, dans
esprit du théoréme du viriel,

L
v? = EGM/r. (16)

6. DECOMPOSITION EN PUISSANCES DE v/c

En suivant la procédure de Weinberg (1972, chap. 9), nous poserons

. 2
guv = npv + gpv + guv + .

n
ou g,, est le terme d’ordre (v/c)". Pour raisons de symétrie de l'espace-temps, ce

développement se réduit, en adoptant la signature —2 plutot que +2, a:

2 4
Joo = 1 + goo + Goo + -

3 5
Joi = Joi T Goi t+ - (17)
2 4
gij = _SU + 'g[} + gU + ...
2 2 5 8- =~ 8
Deg, g = 8 londéduitg°° = —goo,4; = —g", 9% = go, et 'onensuite calculer

facilement les composantes I'},, de la connexion affine aux différents ordres de grandeur en
v/c. Dans ce but, il faut toutefois remarquer, du point de vue ordre de grandeur, les
opérateurs J; et 0, se comportent respectivement comme un facteur 1/r et v/c; en effet, si
| f | est 'ordre de grandeur de f, alors

1 1 (7 | 1
-j = — at = — al d[ - —
0o | C 6./ | CTJO Y cT

ou T est un temps caractéristique, par exemple celui qu’il faut pour franchir r a la vitesse v.
On a donc bien
v|f]|

1
| 8o | == et de méme pour |16:f ] =-1f]|
c r r
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n

[, se décomposera donc en termes d’ordre n ou mieux (v/c)"/r, qu'on notera [7,; en

particulier
2 1 2

2
G900 - rgo — ‘2‘ Godoo (18)

20 1 2 2 1
ro;‘:i(.’igooa oo =

Similairement, nous pourrons décomposer les composantes (10) du tenseur de Ricci R, et

n

dans ce cas, les termes seront d’ordre (v/c)"/r* et seront notés R,.. Les expressions trouvees

sont assez compliquées, mais elles se simplifient notablement dans les coordonnées dites
harmoniques, pour lesquelles nous avons par définition

g T =0,

puv

Il est en eifet toujours possible d'imposer guatre conditions sur les coordonnées, car les
é¢quations rencontrées sont tensorielles, donc définies a une transformation de
coordonnees pres. Avec ce choix, les expressions de R, sont:

2 1 _.2 3 L .2 2 2!

Roo = =5 Vioos  Roi= =5 Vigors Ry = —5Vogy a
4 |4 1,2 ] 2 4 2

Royo = — 5 a’goo + 556900 - igmakazgoo + EIV Goa " «

i, ON remarquera que, pour une composante donnée, les

puissances n du développement en (v/c)" sont de méme parité (voir les séries (17)).
Explicitant les termes de jauge de *R ,, donnée par (11.b), et utilisant (13) et (14) pour

substituer A et dyK,, on peut écrire les équations du champ (12) sous la forme

Comme pour les g,,, et les I}

Ruv + Ko uv + Ké Wuv = —_Suv (20)
avec

8nG 1
Suv = —C—Z- (Tu.v - 5 gung) et Wp.v = 3guv(g00_ 1) .

L’expression des V,,, est plus compliquée; on trouve
Voo = 9°°Cogoo + 29%00doi — 4”000 + oo U

00 (’-li

Voi = 9°°0igoo + 9%0i90; — 9%0j90i + goi U

Vi = 900(5i9j0+5j90i—50951) + QOk(Eigjk+Ejgki_(‘:kgij) +g,; U
00 1 00~ 1 0i 1 ij i0 ik
U =y 39 00900 + 59 didoo — 29 009ij + 9"00gi0 + 9" 0G0

+ 900(.‘]”901519{1 + QOIQOJOOQU - 5glk9010jgik)
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Développons les S:

g anG Y Z 4nG 2

Soo = =z ™ Soo = P (T00+2900T00+T”)
! gnG L . O 4nG 0
Sei = — —3- T S = n—zsu T

C Cc

ol T* est de I'ordre de (M/r?) (v/c)" dans le tenseur d’énergie-impulsion, et v est lié a M/r

selon (16), il en résulte que S est de I'ordre (v/c)" " 2/r?.

Finalement, nous avons encore:

5 2 3 3 1 2 3
Voi = 000 » Voo = ‘2‘ 0 900 3 0odii — 0ifoi
2 2 2 2

Woo = ""3900 l/Vij = 38!'1'900

ou W,, est d’ordre (v/c)" et V,, d’ordre (v/c)"/r.

7. ALGORITHME DE REGROUPEMENT DES TERMES

Pour que les équations (20) égalent bien des quantités de méme ordre (v/c)"/r?, on va
chercher a estimer x, comme étant d’ordre (v/c)*/r; avec x, = H/c, on pose

Hr/e = (v/c)*

ce qui impliquera o > 1, car Hr étant la vitesse d’expansion du systeme astronomique
considéré, pour que celui-ci reste li¢, il faut qu’elle soit inférieure a v. Plus o est grand, plus
la correction apportée par les termes de jauge est faible, puisqu’elle n’interviendra que pour
des puissances élevées de v/c. Ainsi, pour le systéme solaire, avec H/c = 2 x 10719 pc ™1,
= 100 km/s,r = 500 x 10° km, on trouve o = 4.16, ce qui conduit a des effets tout a
fait négligeables. Par contre, pour les amas d’étoiles, ouverts aussi bien que globulaires, on
obtient le plus souvent a < 2 alors qu'un amas de galaxies tel que Coma nous donne
= 148
Le fait que a ne soit en général pas entier nous empéche de formuler I'approximation
post-newtonienne en égalant directement les termes du méme ordre dans les deux
membres des équations de champ. Cependant, tenant compte de ce que les composantes
temporelles (00), spatiales (ij) ou mixtes (0i) ne font intervenir que les puissances paires ou
impaires de v/c, cela suggére I'algorithme suivant pour regrouper les termes de jauge avec
les autres (Bouvier, 1982): on regroupera en une méme €quation tous les termes dont
Pordre est compris entre (v/c)"/r? et (v/c)" " 2/r?, 1a deuxiéme de ces limites étant non incluse.
Ceci s’accorde bien avec les conditions

(v/e)r > ko > (v/c)?/r.
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8. RESOLUTION DES EQUATIONS DU CHAMP

Nous sommes donc amenés a résoudre les équations suivantes:

2 0 2 3 2 2
Roo = =800, Ry; = —8g; Roi + xoVoi = —So;
4 3 , 2 2
Roo + koVoo + KoWoo = —Soo -

Ce sont toutes des équations du type de Poisson, en vertu de la forme (19) des
composantes R, et ces équations s'integrent immédiatement d condition d’avoir choisi la
jauge x, déterminée par les relations (13) et (14), car alors tous les termes tendent vers zéro
lorsque || X || —» oo; Explicitement, nous avons

| 2 4nG ©
5_ v? doo = 77 To° (21)g0
1 2 4nG 0
3 v? gij = = d;; T (21)y
1 3 87tG ! 2
- EVz Joi = — Ko0i9oo (22)
_le4 —822 _ 12 952 l V 20 TCG 'ZTOO 2 TOO Tu
5 9’00"‘2 0 o0 29:,(:;900)+ | 900| 2 ( + 290 ny )
3 2 1 2 3 , 2
o= Ko Godoo + = aogii — Gigoi | + 3¥5 goo (23)

0
(21)40 est 'équation de Poisson proprement dite, pour le potentiel newtonien, car T°°

est bien la densité de masse p du systéme. D’autre part (21),; se rattache directement a (21),,
et en conséquence, en accord avec (15),

2 20 2 20
Yoo = 2 gij = 6"1' 2"

Afin de résoudre (22), nous introduisons un potentiel vecteur défini par:

2
TO:’
K 0,0
5,.=—~—9 d3x’+4GJ d>x’
[%—%| | x — I
et comme la solution d’une équation de type V> f = g est

i) = — Jﬂ &x,
4rn

| X — %'
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> &
il vient simplement g,; = —. Pour(23), 1l faut utiliser I'identité vectorielle (Weinberg, 1972)
o
2| VO |? 4+ 20V = VP?

et remarquer qu'en vertu de (21)g,, On a:

4nG (40 © 1
- ( TOO) = — S 4V0

¢t \¢?

permettant d’écrire (23) sous la forme

I .4 | S L
EV 900:_V®—+C_2(70(D+

(,4

4nG 2 z
n (TOO_+_T11)

2

| |
— ko0& + — 6Ke0o® — — 6K5P .
c c

4 2 ®?
Posant alors goo = — (\]J + ,) 'on en deéduit
c c”

. 1 d*x' 20 - < 5
U(X) = — — | ——==[0® + 4nG(T°°+ T") — xo0;€; + 67(ked)] .
dr || x — X'|
En conclusion, un schéma d’approximations post-newtoniennes apparait compatible

avec les équations covariantes d’échelle pour le champ de gravitation, si I'on choisit
1
Ko = /lct).

9. COHERENCE AVEC L'EQUATION DE MOUVEMENT
D'UN ELEMENT FLUIDE

En R.G, on sait que le tenseur d’énergie-impulsion T"' obéit aux équations de
continuite 7% = 0. En unités quelconques, T"" devra vérifier T%,, = 0, ou *pu est la
deérivée co-covariante (ou covariante d’échelle) selon x*. Explicitement,

A Hv * av *xTV B
T = *g, T o *[h.T™ 435, T"
et puisque T}, est un co-vecteur nul en u.g. (T% = 0), il I'est aussi dans tout systeme
d’unités.
Sinous désignons par m la puissance de la masse M, c’est-a-dire que M’ = B™M, il est
aise de voir que m(T"*) = m — 5 et les relations de continuité s’écrivent alors:

0,T" + [T + T3, T + x9%gp, T"? — (m+ 1), T = 0.

Cherchons lordre M(v/c)/r* pour v = 0, en regroupant les termes comme
précédemment :

0 1 0
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, 2. 12
De méme l'ordre M(v/c)*/r* pour v = i nous donne, avec I, = ic’,-goo et
2 20

Joo = 3%
.
L2
00T + &9 + = T*%® = (m+ L, T® (25)

Envisageons le systeme cosmique comme schemdthuement décrit par une matiere
fluide sans pression; dans ces conditions:

2
TOO = To" = pov'fe TY = pv'vi/c?

et (24) devient
dop + Odpri/e) = mxyp (26)

tandis que (25) se développe en
v'[op + fpr'/c)]
+ p|:(70tzi + v vifc) + - 551)] = (m+ kypv'.
e

d

Utilisant (26) plus le fait que ¢, = ¢d, et quea = 0, + v'd, cette derniére équation

s'ecrit
dv'
— ke O — e = 0
R o) 0

ce qui n'est autre que I'équation du mouvement covariante d’échelle pour une particule ou
¢lément de fluide incohérent, telle qu'on l'obtient (Maeder et Bouvier, 1979) dans
'approximation newtonienne de I’équation (8), et avec un champ stationnaire.

En conclusion, lalgorithme utilisé ici pour insérer k, dans le schéma
d’approximations post-newtonienne est cohérent avec I'ensemble de la théorie.
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