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DESCRIPTION DE SYSTEMES
NON-CONSERVATIFS ET NON-LINEAIRES

Charles P. ENZ !

PROLOGUE

La théorie quantique a dominé la physique pendant cinquante ans: L’Hamil-
tonien symbolise la mécanique conservative et I’espace de Hilbert les mathématiques
linéaires. Mais la réalité physique n’est ni conservative ni linéaire. Aujourd’hui,
on passe sur 'ordinateur des modéles dynamiques évoquant sur 1’écran des méta-
morphoses Escheriennes: Nous sommes entrés dans I’ére des structures dissipatives
ou l'interdisciplinarité est écrite en majuscule. Je vais tacher de retracer en pointillé
le chemin parcouru, et je le fais pour Jean Rossel qui a toujours eu dans son ensei-
gnement le souci de garder une vue d’ensemble de la physique.

« Harmoniser les objets dans le Temps et dans I’Espace, sans pré-
tendre fixer les conditions qui peuvent régir leur étre profond. Etablir
dans la Nature une chaine de succession expérimentale, et non une

liaison de causalité ‘ontologique’. Voir, autrement dit, — et non
expliquer —, tel est, qu’on ne I’oublie pas, le seul but de la présente
¢tude.»

Pierre TEILHARD DE CHARDIN
dans Le phénoméne humain

I. CINQUANTE ANS DE MECANIQUE ONDULATOIRE

Chaque étudiant en physique apprend la relation entre la mécanique quantique
et la mécanique classique dans la forme Hamiltonienne; I’Hamiltonien H (p, ¢)
des coordonnées ¢ et impulsions p canoniques définit le systéme. Mais les systémes
qui sont descriptibles dans la forme Hamiltonienne sont soumis & une grave restric-

1 Département de Physique Théorique, Université de Genéve, CH-1211 Genéve 4.
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tion: Ils sont conservatifs, c’est-a-dire non-dissipatifs ce qui est équivalent au fait
que ces systémes possédent I'invariance sous le renversement du temps, 1t - — t.
Il en résulte la conservation de I'énergie, H (p,q) = E = const. qui est le point
de départ pour la quantification dans la forme de la mécanique ondulatoire: On
écrit selon de Broglie et Schrodinger

0
=—_——; E=ih— 1
P i dq ot (1)
ou h est la constante de Planck divisée par 2 m, et on laisse agir H et E en tant
qu’opérateurs sur une fonction d’onde complexe ¥ (g, 1),

ihy = Hy (2)

En mécanique ondulatoire, le renversement du temps 1 — — ¢ est représenté
par une conjugaison complexe [l]. Cette opération laisse en effet invariante
I’équation (2), pourvu que H soit un opérateur réel. D’autre part, on a le principe
de superposition qui s’exprime par la propriété de y d’étre un vecteur dans un
espace de Hilbert linéaire. Cette linéarité est si importante pour la théorie quantique,
au moins dans sa forme originale valable pour un nombre constant de particules,
que les étudiants en physique ont souvent I'illusion que toutes les mathématiques
essentielles pour eux sont linéaires.

Evidemment, la réalité physique n’est ni conservative ni linéaire. Des inter-
actions du systéeme font que ses états quantiques ont une durée de vie finie et, par
conséquent, violent le renversement du temps. Et les phénoménes de production
de paires et des réactions entre particules sont essentiellement non-linéaires.

Historiquement, I'interaction électro-magnétique était d’une importance parti-
culiere pour le développement de la théorie quantique, car c’est sur elle que se base
toute la spectroscopie atomique des années 20. Ce développeiment était possibie
grace au fait que la constante de couplage électro-magntique, la constante de
structure fine o = e*/hc = 1/137, est si petite. Si « était de I'ordre de grandeur 1,
alors les atomes seraient des systéemes quantiques ni conservatifs ni linéaires, dans
le sens de I'invariance sous renversement du temps et du principe de superposition.
En effet, I’énergie Coulombienne atomique e*/az = a’mc?, ol ay est le rayon de
Bohr, serait alors de I'ordre de I’énergie au repos de 1’électron, de sorte qu’il y aurait
instabilité envers création de paires. Et la largeur de raie naturelle serait de 'ordre
des écarts des niveaux.

La généralisation de la mécanique ondulatoire, en une théorie non-linéaire,
s'effectua trés vite, a savoir dans la forme de la théorie des champs quantifiés. Il est
aisé de généraliser ’équation de Schrodinger (2) en I’équation de champs

b= — s = — L HAE, GO 1P O)
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H = [dPxp*HY + %jd-”xjd%c‘ W () |2V, (x — X)W (x)]2 (4)

est I'Hamiltonien de la théorie des champs tandis que

EZ

2m

H =

+V, (%)

(5)

est 'Hamiltonien pour une particule de masse m soumis au potentiel ¥, de I’équa-
tion (2). Le second terme dans I'’équation (4) donne lieu, aprés quantification du
champ ¥, a la production de paires. Un exemple relativiste d’une importance histo-
rique (voir la figure 1) de I'équation (3) est la « Weltformel » de Heisenberg [2]
dans laquelle ¢ est un spineur de Dirac, |y | % = (y*fy), H = cau-poet V,
= hcl*s (;) -7 et p sont les matrices de Dirac et I est une constante de couplage
a dimension « longueur » (fig. 1).

UNABHANGIGE TAGESZEITUNG FUR DEUTSCHLAND

Ausgabe HX

Hamburg, Mittwoch, 5. Miirz 1958

Die Formel

H.Z. — Am25. April wird Werner
Heisenberg die Formel erliutern,
die eine neue Naturkonstante von
absoluter GroBe ia das physika-
lische Weltbild einfuhren soll.
.Dal ich erkenne, was die Welit
im Innersten zusammenhalt”, wie
es im Faustmonolog heilt.

Die WELT ist in der Lage, diese
Formel im Wortlaut abzudrucken.
Da sie moglicherweise von be-
stimmenden EinfluB auf unser
Weltbild und vielleicht auch auf
unser Weltschicksal sein kann,
gebuhrt ihr die erste Seite. Eine
Tageszeitung ist sich das ver der
Geschichte schuldig, die spater
nachprifen wird, ob und wie man
seinerzeit das Neue verzeichnet
hat.

Denn bisher ist jede Zeit an den
groBen bewegenden Ereignissen
vorbeigegangen. Sie haben sich
unbemerkt und in aller Stille voll-
zogen. Erst lange danach wurde
offenbar, was eigentlich seinerzeit

geschehen ist. Das war bei Ko-
pernikus, Kepler und Galilei
nicht anders, wie bei Planck, Ein-
stein und vielleicht Heisenberg.

Wir bringen also diese Formel.
Aber sie bleibt uns genauso unver-
standlich wie dem Leser. Heisen-
berg hat funf{ Jahre an ihr gear-
beitet. Es heilt, die Wissenschaft
wurde ebenso lange dazu brau-
chen, um sie nachzupriufen. Ob-
wohl das Neue und mdglicher-
weise Bewegende und Umstir-
zende sichtbar vor aller Augen
liegt, befinden wir uns in der glei-
chen Lage wie ¢h und je: wir wis-
sen es zwar, aber es bleibt uns
verborgen.

Und wie eh und je manifestiert
es sich zunachst im kleinsten
Kreise derjenigen, die damit etwas
anzufangen wissen, bis es lange
danach in veranderter Gestalt
auch der breiten Masse sichtbar
wird. Hoffentlich (bt es dann
nicht grimmige Gewalt, wie es
immer zu geschehen pflegt, wenn
es in unreine Hande fallt.

Heisenberg erliutert seine Formel

Yortrag des Nobelpreistragers am 23. April in Berlin

Von unserem Korrespondenten
e. Gdttingen, 4. Mirz

Der Géttinger Nobelpreistriger Pro-
fessor Heisenberg wird seine neue
mathematisch formulierte Theorie zur
Erklarung des modernen physikali-
schen Weitbildes am 25. April in Ber-
lin ausfuhrlich und allgemein verstind-
lich erlautern.

Die von Heisenberg aulgestellte For-
mel lautet:

d, ]
Y, lxvyetiy vy
(V7. Ys W0

Zundchst war Heisenberg von einer
anderen Formel ausgegangen, die fol-
gendermalen lautete:

Yy Yixy yr €y )0

Professor Heisenberg hilt seinen
Vortrag aus Anlal der mehrtigigen
Feiern zum hundertsten Geburtstag
von Max Plandk. die von der Deutschen
Akademie der Wissenschalten zu Ber-
lin, dem Verband Deutscher Physika-
lischer Gesellschaften in der Bundes-

republik und der Physikalischen Ge-
sellschaft der Zone gemeinsam ver-
anstaltet werden.

Der zweite Teil der Formel — die
beiden deutschen d, das x und dus
Gamma — bedeutet, daB die Gleichung
partitiell differenziert wird.

Die endgultige Formel Heisenbergs
wird als allgemeine Feldgleichung be-
zeichnel. die Einstein vergeblich zu fin-
den suchte. Durch die Gleichung soll
der Zusammenhang alier physikali-
schen Felder — elcktrisches, magneti=
sches und Gravitationsfeld — bewiesen
werden. Heisenberg sagte, dal die
ganze Physik durch drer umiverselle
Konstanten beschreibbar sei: ¢ = die
Lichtgeschwindigkeit, h = das Planck-
sche Wirkungsquantum und 1 2% von
10-13, eine Grofle, die der Gottinger
Nobelpreistrager selbst einfuhrte.

Bestitigt sich die Formel, so ist der
Zusammenhang der einzelnen physika-
lischen Gebiete gegeben, da damut Gra-
vitation, Elementarteilchen und Krafte
geklart werden konnen.

Heisenberg begann seine Arbeit vor
funt Jahren unter Mitarbeit von meh-
reren in- und auslindischen Wissen-
schaftlern, darunter Professor Pauli
(Zarich) und Dr. Schieder vom Max-
Planck-Institut fur Physik in Gottin-
gen.

FiG. 1. — Extrait de la premiére page du quotidien allemand Die Welt
(Hambourg), du mercredi 5 mars 1958.
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Avec des potentiels a une et deux particules V', et V,, la théorie de champ (3),
(4) est bien non-linéaire mais elle est toujours conservative (mis a part des phéno-
menes d’enclenchement ou V, dépend asymétriquement du temps). Puisque le
renversement du temps est représenté par la conjugaison complexe, on peut imposer
la dissipation par le biais de potentiels complexes V', et V',. Des potentiels complexes
a une particule V', jouent depuis longtemps un role en physique nucléaire dans le
cadre de I’équation de Schrodinger (2), (5) originale et sous la forme de potentiels
optiques [3] ou d’amortissement nucléaire [4]. Mais ceci méne a des inconsistances
telles que des incertitudes plus petites que celles données par le principe de Heisenberg
[5]. Une formulation conséquente d’une mécanique ondulatoire dissipative (et
non-linéaire en méme temps) sera discutée au paragraphe 5. Mais préalablement,
nous voulons examiner comment la non-conservativité et la non-linéarité inter-
viennent en dynamique classique. Commengons avec la non-linéarité.

2. STATIQUE DETERMINISTE NON-LINEAIRE

En statique, le temps n’intervient pas et, par conséquent, il n'y a pas question
de dissipation. Posons k// = 0 dans 1’équation (3), admettons un nombre quel-
conque n de composantes ¥, (1 = 1, 2, ... n) au lieu de 2, posons V, (;) = h%r/2m
— const. et V, (x) = (h%u/2m) & (x) et écrivons Fgp = (m/h*) #, alors Fg, est
I’énergie libre de Ginzburg et Landau [6] et i est le paramétre d’ordre et I'équation (3)
devient la condition d’équilibre

0 =0Fa /oY, = — ¢, + 1y, +uly |, —¢, (6)

Ici, nous avons encore ajouté un champ extérieur ¢ et écrit [y | 2 =Y v
Considérons tout d’abord le cas homogéne dans I’espace, sans terme de diffusion,
Vzlﬁ# = 0. Si I’'on pose en plus r = a(T—T,) ou T est la température, alors I'équa-
tion (6) décrit une transition de phase a8 7 = T.. Un exemple avec n = 3 est un
ferroaimant décrit par I’aimantation M= (W, Y2, ¥5), le champ magnétique
H = (¢, ¢,, ¢5) et 'aimantation de saturation M, = \/aTc/u. Alors, (6) devient
I’équation d’état
H=u{M - MZ1-T|T)} M 7

qui est représentée dans la figure 2, ensemble avec ’équation d’état de van der Waals

1
(p+ap?) (E —b) = RT (8)
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M/ M, M/Mo
+
+1 +1
— —T/Te. — = H/H,
-1 -1

— >T
0 0.5 1 /Te

Fi1G. 2. — Diagrammes de phase pour un ferroaimant et pour le gaz
de van der Waals selon les équations d’état (7) et (8).

Ici, T et H, respectivement T et la pression p, sont les « paramétres de contrdle »

et .ﬁ‘, respectivement la densité p du gaz, sont les « variables de comportement ».
Les surfaces hachurées dans la figure 2 sont des domaines instables du systéme
homogéne; ce sont des régions de coexistence des deux phases (pour le gaz de
van der Waals, la limite de coexistence est donnée par la ligne en traits et points;
pour le ferroaimant, elle coincide avec la limite de stabilité). Comme fonction des
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paramétres de contrdle, I'équation d’état décrit la «surface de comportement »
ou '« attracteur ». Cette derniére terminologie exprime le fait que lors d’une petite
perturbation, le systéme est « attiré » par I’équilibre qui est décrit par I’équation
d’état.

RELEASE OF
TENSION

BEHAVIOR
SURFACE

LOSS OF
TEMPER

)

EXTERNAL
PRESSURE

SELF-PITY

et F
CONTROL y BUSTRATION
SURFACE

BIFURCATION
SET

/ .

FiG. 3. — La surface de comportement pitié-colére en fonction des paramétres de controle
anxiété et frustration (reprod. de la réf. 8, “Catastrophe Theory” par E. C. Zeeman. Copyright
© 1976 by Scientific American, Inc. Tous droits réservés).

La terminologie introduite ici correspond & la «théorie des catastrophes»
de René Thom qui donne une classification des singularités mathématiques possibles
(« catastrophes ») [7]. Dans le cas des équations (7) et (8), cette singularité corres-
pond au point critique. Tandis que la classification de Thom est un accomplissement
mathématique brillant, Thom et beaucoup de ses disciples enthousiastes ont plutot
nuit 4 la réputation de la théorie des catastrophes par des excés d’interprétations
fantaisistes. Une interprétation psychologique d’une catastrophe du type d’un point
critique est représentée dans la figure 3 [8]. La figure 4 donne la classification et
la représentation figurative des plus simples catastrophes.
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CONTROL BEHAVIOR
CATASTROPHE DIAEN3IONS | DIMENSIONS FUNCTION FIRST DERIVATIVE
FOLD 1 1 30 - ax X -a
8 CUSP 2 1 :x‘—ax—;b:’ x) - a-bx
E 1 1 1
9 SWALLOWTAIL 3 1 5 x* - ax— Pt bx? - 3 ox? x* - a-bx-cx?
(8]
BUTTERFLY 4 1 x$ - ax - ;bx’ - ;cx’ - : dx* x! - a - bx - cx? - d?
3x? + a +cy
- HYPERBOLIC 3 2 x} 4+ yl + ax + by + cxy 3y + b+ cx
8] 2 _ 2
§ ELLIPTIC 3 2 x) - xy? + ax + by + cx? + cy? *g:v % ; :2;.* 2cx
=1 7 B G 2xy + a + 2cx
PARABOLIC 4 2 x?y + y* + ax + by + cx? + dy Xt + 4y + b + 2dy
SWALLOWTAIL
FOLD
/f\ STABLE
-4
e
> UNSTABLE
<«
I
[
@
C2NLTROL

HYPERBOLIC UMBILIC ELLIPTIC UMBILIC

Fi1G. 4. — Les sept catastrophes élémentaires et leurs images
pour un nombre de paramétres de controle (a, b, ¢, d) jusqu’a 4.
Les fonctions en derniére colonne s’annulent sur la surface de comportement.
(reprod. de la réf. 8, “Catastrophe Theory” par E. C. Zeeman. Copyright © 1976 by Scientific
American, Inc. Tous dioits réservés).

Admettons maintenant dans 1’équation (6) aussi le terme de diffusion Vzl,llﬂ,
alors cela correspond a un systéme inhomogéne dans I’espace qui est représenté,
dans le cas magnétique, par

—

H=u{M*~M(1-T|T,) — p*} M (9)
au lieu de (7). Une solution de I’équation (9) est

M = M, (1—T/T,) tanh (x/y/2 &g1) (10)
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ol My = (M,,0,0) et &g, = |r| =" est la longueur de cohérence de Ginzburg-
Landau. L’équation (10) décrit une « paroi de Bloch » de largeur &, qui sépare
deux domaines d’aimantation opposée.

Une nouvelle classe de phénomeénes résulte, par exemple, si 1'équation (6)
décrit au lieu d’un ferroaimant un supraconducteur de deuxiéme espéce ou n = 2
et l 1/ { est le gap d’énergie. Puisqu’il s’agit d’un systéme chargé, il y a couplage a
un champ électro-magnétique. Ce couplage est décrit par la substitution p — p
— (ie/hc) A (;) dans le terme de diffusion ol A est le potentiel vecteur. Dans ce cas,
I’équation (6), avec ¢ = 0, donne lieu, dans un champ magnétique H = rot A
d’intensité appropriée (H., <H <H_,), a une structure périodique dans I'espace.
C’est le célébre réseau de flux prédit par Abrikosov [9]. C’est un exemple d’un systéme
dont la structure non-linéaire contient le phénoméne d’auto-organisation. Une
vision artistique d’auto-organisation est représentée dans la figure 5 qui est une
gravure de l'artiste hollandais M. C. Escher [10].

F1G. 5. — « Dag en nacht », gravure de M. C. Escher de 1938
(reprod. de la réf. 10).

3. DYNAMIQUE DETERMINISTE NON-LINEAIRE

Dans le cas déterministe, la dissipation s’incorpore trés facilement dans’équation
de champ (3) en y remplagant la constante imaginaire i/h par un nombre complexe
I =il® + I''. Ceci exprime en effet une violation du renversement du temps
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qui est toujours représenté par conjugaison complexe. Une violation maximale est
obtenue en posant I'° = 0. Ceci est encore le cas si nous effectuons, comme dans
le paragraphe 2, une généralisation a un paramétre d’ordre a n» composantes. Avec
le choix particulier d’avant pour les potentiels ¥, et V/,, avec un champ extérieur ¢

et en posant I'' = Ap?°, on est amené A 1’équation « time-dependent Ginzburg-
Landau » (TDGL)
lll,u = - ;'VzcéFGL/élpu = -)“Vze{ —Vzlllp +n//,u +u |l/l |zlpu—¢;l} (ll)

qui est la généralisation dynamique de 1’équation (6) et qui décrit un comportement
purement dissipatif. Pour 2 > 0 et e = 0, nous avons une équation de diffusion
non-linéaire pour un paramétre d’ordre non-conservé (d{d>xy,/dt#0) tandis que
¢ = | correspond a un paramétre d’ordre conservé. L’équation (11) a joué un role
important ces derniéres années dans la description de phénoménes critiques dyna-
miques au voisinage de transitions de phase du second ordre [11].

Une autre généralisation dynamique de I’équation (6) qui a un caractére pure-
ment conservatif est, pour ¢ = 0, I’équation de soliton

Ve = — A { — P2, + P, +u W2, (12)

qui est une équation d’onde non-linéaire. Une solution de I'équation (12) est le
soliton planaire

) r X ot
\bu = Ou,o — — tanh - | s : (13)

Dans le cas ferromagnétique, I’équation (13) décrit une paroi de Bloch se propageant
a vitesse v [12] et se réduit pour v = 0 et n = 3 de nouveau a I'équation (10).
La largeur de la paroi de Bloch subit ici une contraction de Lorentz ou la vitesse
limite ¢ est la vitesse des excitations collectives.

Une source quasiment inépuisable d’exemples de dynamique non-linéaire est
fournie par les équations de réaction. L’exemple le plus ancien et probablement
le plus célébre est le modele de Lotka-Volterra [13] qui décrit la dynamique de popu-
lation entre animaux prédateurs et proies. Soient n, (t) et n, (¢) les populations
des proies et prédateurs au temps z. Dans 'unité de temps n, croit de a,n, a cause
du taux de naissance a; > 0 et décroit en proportion des deux populations par suite
de la consommation des proies de a,n,n,, dans une normalisation appropriée.
La population des prédateurs n, décroit de a,n, a cause du taux de mort naturelle
a, > 0 et croit de a,n,n,, dans une normalisation appropriée, par suite de leur
bien-étre au dépend des proies. Ceci méne au syst¢éme d’équations

ng =amn (1-ny) =f,

(14)

ny = —ayny(l—ny) = —f,
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Les orbites n (t) = (n,, n,) sont stables et périodiques et encadrent le point stable
(1, 1). Ceci montre que le systéme est conservatif. En effet

- 1 1
Hn)= Y —m—-Ilnn) > — + — (15)
i=1,2 4; a, a,
est une quantité conservée [14, 15]. Evidemment, 'invariance sous renversement
du temps est alors aussi satisfaite mais c’est moins évident. La représentation artis-
tique par Escher [10] d’un systéme prédateur-proie qui anticipe méme la périodicité
est montrée dans la figure 6.

F1G. 6. — « Predestinatie », litho de M. C. Escher de 1951
(reprod. de la réf. 10).

H dans I’équation (15) doit naturellement faire allusion a un Hamiltonien.
Mais les équations (14) n’ont pas la forme canonique puisque 6 f,/on, # df,/on,.
Elles se laissent pourtant écrire dans une forme pseudo-canonique a l'aide d’une

« matrice dynamique » D° [16] dépendant de ;1:

—+ o0H 0O +D
— T DO, DO = ]6
i on -D 0 (16)
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ou D = aya,nn, (D~' joue le role d’'un dénominateur intégrand). Par la transfor-
mation de variables n; = exp (a;x;), on peut alors méme forcer une forme cano-
nique [17] qui est cependant trés artificielle. On peut également introduire dans
I’équation (14) des termes de diffusion D;p?n; et analyser le systéme inhomogeéne.

Il se montre alors que le seul état stationnaire stable est de la forme n = (&sin g,x, 0)

ou g, = \/al/D1 et ¢ ({ 1 et qui correspond a I'extinction. Comme nous allons
encore voir, une telle distribution périodique dans I’espace est caractéristique pour
une excitation du type mode mou pour lequel il n’y a pas d’oscillation temporelle.

Des exemples trés a la mode sont les chaines de réactions catalytiques [14].
Un exemple avec un seul catalyseur X est la chaine

ki ky
A+2X223X; B+X22C (17)
k) K

La substance X est un catalyseur puisqu’elle disparait de la réaction résultante
A + B 2 C. Désignons par a, b, ¢, nles concentrations (nombres de mdles) de
A, B, C, X, alors les taux de réaction des deux équations (17) sont

r, = kyan* — kn’

| 18
ry = —kybn + Kye (18)

ou k; et k; sont les taux d’écoulement dans les directions indiquées. L’équation

de taux n = r; + r, pour le catalyseur s’écrit alors, si nous ajoutons encore un
terme de diffusion,

n = Dp*n —n® + an® — Bn +y (19)

oll nous avons posé & = kya, f = k,b,y = kycetk, = 1. Poura = 0 c’est ’équation
TDGL (11) avec e = 0.

Afin d’avoir des solutions périodiques (modes durs), il est nécessaire qu’au
moins deux équations du type (19) soient couplées, c’est-a-dire il faut au moins
deux variables. Un exemple chimique est le « Bruxelateur » qui est une chaine de
réactions fonctionnant avec deux catalyseurs X, Y et qui a été inventée par I'école
de Bruxelles [14]; elle a la forme

A-X,B+X->Y +C

(20)
2X +Y >3X; X->D

De nouveau, X et Y disparaissent de la réaction résultante A + B — C + D. Les
équations de taux pour les concentrations de X et ¥ ont une forme semblable a (14)
n, = D,p*n; +a — (b+1)n, + nin, 1)

: 2
n, = D,p’n, + bn, — nin,
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Mais:ce-systéme posséde en fonction du parameétre de bifurcation b des instabilités
des deux types, mode mou et mode dur. Celles-ci se prétent a I’analyse en posant

n =ny +q(x, A;b)e* (22)

ou n, = (a, b/a) est I'état stationnaire. La stabilité exige que Re £ < 0, et Rel = 0
signale une instabilité¢ (bifurcation). Pour un mode mou on a en plus Im 4 = 0 au

F1G. 7. — Ondes spirales d’activité chimique (reprod. de la réf. 19, “Involute Spiral Waves Propa-
gating after Disruption”, par K. Harvey. Copyright © 1972 by the American Association for the
Advancement of Science. Tous droits réservés).
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voisinage de l'instabilité tandis que pour un mode dur /Im 4 = @ # 0. w est la fré-
quence du mouvement sur le cycle limite (attracteur) qui est non-amorti.

De tels systémes sont instables envers la formation de structures spatiales.
Ils ont été appelés « structures dissipatives » par Prigogine [14]. Des structures
en anneaux concentriques ont €té observées pour la premiéere fois dans des réactions
chimiques par Zaikin et Zhabotinsky [18]. Harvey a observé des ondes chimiques
en forme de spirales avec des fréquences de rotation caractéristiques [19] qui sont
reproduites dans la figure 7.

Dans plus de deux variables, il se montre souvent une sensibilité extréme de la
solution aux conditions initiales, c’est-a-dire le systéme se comporte de fagon pseudo-
stochastique. Ceci est le cas, par exemple pour le modéle de Lorenz [20] qui est une
projection des équations de Navier-Stokes sur un minimum de 3 composantes de
Fourier, soit

X = —ox + oy

y = —Xz4+rx—y (23)
z.' = xy — bz

Le mouvement posséde deux attracteurs approximatifs, mais la transition entre
ces deux cycles n’est pas prévisible. Pour cette raison, on parle d’un « attracteur
étrange » [21]. Bien que le modeé¢le de Lorenz soit déterministe, il montre donc
déja des propriétés fluctuantes (stochastiques). Au paragraphe suivant, nous intro-
duirons explicitement des fluctuations.

4. DYNAMIQUE CLASSIQUE FLUCTUANTE ET DISSIPATIVE

Puisque les fluctuations sont par définition dues au hasard, la description
déterministe du paragraphe précédent doit étre abandonnée en faveur d’'un for-
malisme probabiliste. L’évolution temporelle est alors décrite par une distribution
de probabilit¢ P. Pour des variables discrétes N, (u = 1,2, ... n) cette évolution
est déterminée par une « équation maitresse » [15, 22].

PN, =Y {W(N,N)P(N,1
v (24)

— W(N,N)P(N,1»}

ou la probabilité de transition W (N, N’) n’est en régle générale non-nulle que pour
des processus de naissance ou de décés, W (N, N + 1) ou W (N + 1, N).

Dans la limite de variables continues , (u = 1,2, ... n), les différences des
processus de naissance et de décés se transforment en dérivées selon les variables,

ARCHIVES DES SCIENCES, Vol, 32. fasc, 1. 1979, 2
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4, = 5/51,[/", et I’évolution temporelle est déterminée par I’équation de Fokker-
Planck [15, 22]

P, = FP(,0) = —0,J, (25)
Ici

F=—-0,(f,—2,C,) (26)

est I'opérateur de Fokker-Planck [16] et J,, est le courant de probabilité (les dérivées
agissent sur tous les facteurs a droite et des indices répétés sont sommes).

L’équation de Fokker-Planck (25) correspond a la représentation de Schro-
dinger (2) de I’évolution temporelle. La représentation de Heisenberg associée est ici
donnée par les équations de Langevin [15, 16, 22]

Ve =Ju+ &4 (27

Ici f, est la force déterministe ou le flux (drift) introduite dans I’équation (26) et
¢, la force aléatoire dont les corrélations sont déterminées dans le cas le plus simple
par les C,, de I’équation (26) dans la forme

<€, (& (1) > =2C,58(1—t1) (28)

C,, s’appelle aussi matrice de diffusion.
Comme avant, le renversement du temps donne lieu a une séparation en une
force non-dissipative

1 ~
fu= —2‘(f,.—fu) (29)
et une force dissipative

, 1 ~
fa= o Gt f) (30)

ou f, est la force renversée dans le temps [16, 22]. Ii est intéressant que dans le cas
particulier f‘; = Oet C,, = 0, on retombe sur un systéme conservatif et déterministe
ou P (Y, t) a maintenant la signification d’une matrice densité et (25) représente
I’équation de Liouville.

Proche de I’équilibre, c’est-a-dire proche de I’état sans courant, le courant
stationnaire dissipatif défini par (25), (26),

J5 =(f,—8,C, )P =0 (31)

(P* () est la distribution de probabilité stationnaire) ce qui donne lieu aux « condi-
tions du potentiel » [22]. Nous pouvons alors caractériser un état « loin de I’équilibre »
par la condition J;' # 0, ce qui signifie physiquement qu’un courant est imposé
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FiG. 8. — « Ontwikkeling I », gravure de M. C. Escher de 1937 (reprod. de la réf. 10).

au systtme de l'extérieur. Pour un comportement de mode mou, cette situation
peut donner lieu a des « structures dissipatives » [14], c’est-a-dire a la formation,
dans un systéme ouvert (parcouru par des courants), des dessins périodiques
(patterns) mentionnés au paragraphe précédent. Prigogine a exprimé cette instabilité
comme principe de minimum pour I’excés de la production d’entropie [14]. Selon
Escher [10], on pourrait s'imaginer une structure dissipative comme dans la figure 8.

Le cas déterministe du paragraphe 3 est retrouvé en posant C,, = 0. Si,
d’autre part, les C,, dépendent des variables {,, alors un nouveau phénomeéne se
présente, a savoir le développement d’une composante non-fluctuante (déterministe)
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de la force aléatoire £, qu’on pourrait appeler flux impropre (spurious drift) [23].
Cette composante modifie 1’équation de Fokker-Planck (25), (26) et, par consé-
quent, peut changer totalement le comportement de stabilité du systéme. Un oscil-
lateur harmonique, par exemple, peut étre forcé par une force aléatoire appropriée
de I’état au repos sur un cycle limite avec une période finie [24].

Ici se pose la question de I’origine physique des fluctuations. La réponse devient
évidente a I’exemple de la particule Brownienne: La force aléatoire est due aux chocs
avec les molécules du substrat, c’est-a-dire a I'interaction avec les degrés de liberté
microscopiques négligés qui varient beaucoup plus vite que les degrés de liberté
macroscopiques considérés. Mais cela signifie qu’un systéme décrit par des équations
de Langevin est toujours ouvert dans le sens d’un contact avec son environnement.
Ceci montre maintenant aussi la voie pour introduire de la dissipation dans la
mécanique ondulatoire sans se heurter aux inconsistances mentionnées au para-
graphe 1.

5. MECANIQUE ONDULATOIRE FLUCTUANTE ET DISSIPATIVE

Nous sommes maintenant arrivés au point ou nous pouvons essayer de clore
le cercle en faisant le pas vers une mécanique ondulatoire dans le sens d’une synthése
entre les paragraphes 1 et 4. Ce qui manquait au paragraphe précédent était la
possibilité de décrire des interférences, c’est-a-dire ’aspect ondulatoire de la maticre.

La densité de probabilité p (;, t) d’une particule avec coordonnées x qui satisfait
a une équation de Fokker-Planck de la forme (25) ne détermine que le module de
la fonction d’onde ¥ (}, t), tandis que, de fagon générale

b =p e (32)

avec une phase réelle S (;, t). De la densité de courant de la mécanique ondulatoire
pv = (h)2mi) - (Y*py —yYpy*) découle alors la relation

- h
v = —pS (33)
m
et ’équation de mouvement pour la vitesse v fournit I’aspect ondulatoire quantique
manquant.

Comme il a été mentionné a la fin du dernier paragraphe, un traitement consistant
de la dissipation exige que nous décrivions la particule en contact avec son environne-
ment, c’est-a-dire comme particule Brownienne. Son équation de mouvement est
alors I’équation de Langevin dans sa forme originale [25].

dv

1 — —- -
I N (34)
dt m
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ou Zest la force aléatoire des fluctuations thermiques et ou la dérivée temporelle
est encore a définir de fagon a ce que I'aspect ondulatoire quantique émerge. Ceci
est accompli par la « quantification stochastique » [26], ce qui signifie que 'incertitude
quantique entre les variables conjuguées x; et p; est décrite comme fluctuation &;
dans I’équation

A N .

X =;p(x,t)+é (35)

de sorte que les corrélations (28) aient la valeur quantique
h
Bl = e G 36
i) 2”1 ¥} ( )
L’équation de Fokker-Planck associée (25), (26) est alors
h

. I - 1
p=——vyppp) +—r'p (37)
m 2m

Par une définition appropriée des dérivées temporelles en moyenne, on obtient [27]

dx == 1 — h 1 -
S ms g e e B e 38)
Gl R P =P R (
p
dv = - - h? 1 _
M . _ 2 (39)
R L.

_)
Les équations (34) et (39) fournissent maintenant v et, a ’aide de (33) et aprés une
intégration, aussi S. Les équations (37), (38) et (33) donnent p, exprimé en \/?)

et S. Ceci permet de calculer ¥ et le résultat est I'’équation d’ondes [27, 28].
ihy = (H+K+x-0) (40)

ou H est ’'Hamiltonien conservatif de 1’équation (5) et

*

K = . priog” a1
= pulog” (1)

est le terme de Kostin [29]. K est dissipatif, car s’il y avait invariance sous renverse-
ment du temps, ¥ devrait avoir la propriété de représentation

y*(—n =Cy(@); |C| =1 (42)
ce qui, inséré dans (41), donne la relation

K*(-1) = — K(1) (43)
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qui viole cette invariance. L’équation (40) est en plus non-linéaire et contient les

fluctuations thermiques E de I'équation (34).

La question se pose maintenant, quelle latitude, on a dans le choix du terme
supplémentaire K dans I’équation (40), c’est-a-dire quelle est la flexibilité dans les
définitions (38), (39). A partir de la dérivation de I’équation (40) on gagne I'impression
que cette latitude est plutdt étroite; en tout cas, la plupart des termes de la forme
K(;, pﬁs menent & des contradictions [30]. Par contre, le termz conszrvatif [31]

K =blog|y|* (44)

ne semble pas donner lieu a des contradictions et en plus a la propriété intéressante
de stabiliser des paquets d’onde. Pour tous ces termes, a l'exception de celui de
Kostin, une justification plus profonde semble cependant manquer.

La signification de la mécanique ondulatoire fluctuante et dissipative décrite
dans ce paragraphe réside évidemment dans son application a des systémes quantiques
en contact avec leur environnement, par exemple la cavité de rayonnement d’un
appareil de résonance ou I’appareil de mesure classique d’un effet quantique. D’autres
applications s’offrent pour des systémes quantiques a trés grand nombre de degrés
de liberté dont seulement quelques-uns intéressent, par exemple des noyaux atomiques,
des liquides quantiques ou des étoiles neutroniennes.

Comme il ressort du schéma de la figure 9, cette nouvelle mécanique quantique
est une synthése de toutes les théories dynamiques précédentes. Et ceci aussi bien
dans la direction de la description conservative-déterministe vers la description
dissipative-fluctuante que dans la direction de I'image classique ponctuelle vers
I'image d’interférence de la mécanique ondulatoire. Dans toutes les quatre classes
de la figure 9, la dynamique se laisse en plus formuler soit pour les observables
(ce qu’on pourrait appeler la « représentation de Hamilton-Heisenberg-Langevin »)
soit pour les poids statistiques (en quel cas la désignation « représentation de Liou-
ville-Schrodinger-Fokker-Planck » serait appropriée).

Conservatif déterministe ( Dissipatif fluctuant
! : ‘ _ |
Classique (image ponctuelle) . Hamilton Langevin
~ Liouville . Fokker-Planck i
| |
| Mécanique ondulatoire ‘ Heisenberg ‘ Heisenberg-Langevin '
: (image d’interférence) | Schrodinger . Schrodinger-Fokker-

‘ Planck

F1G. 9. — Schéma des théories dynamiques de la physique.
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