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GEOMETRIES PSEUDO-EUCLIDIENNES

PAR

Paul ROSSIER

I. INTRODUCTION

1. — En geometrie euclidienne plane, depuis Poncelet et Laguerre, on attribue
un role privilegie ä une paire de points imaginaires de la droite impropre, les points
cycliques. Iis sont communs ä tous les cercles du plan et ils interviennent dans la

mesure des angles. On qualifie de pseudo-euclidiennes les geometries dans lesquelles on
donne un role analogue au precedent ä deux points reels de la droite impropre.
Nous qualifierons d'absolus ces deux points.

Un premier type de geometrie pseudo-euclidienne est obtenu en s'inspirant des

methodes de la geometrie cayleyenne; une figure quadratique joue alors un role
fondamental; ici, eile est une paire de faisceaux reels de droites. Nous qualifierons
de synthetique la geometrie pseudo-euclidienne ainsi construite. D'autre part, la

representation geometrique des phenomenes de la cinematique relativiste conduit ä

une science oil une certaine pseudo-longueur a une fonction essentielle. Dans cette

geometrie, deux points impropres fixes appartiennent ä tous les lieux de points ä

pseudo-distance constante d'un point fixe quelconque. La geometrie ainsi elaboree

est done pseudo-euclidienne. Cependant, le choix fait initialement de la pseudo-
distance est tel que, contrairement ä ce qui se passe dans le cas precedent, le report
d'un segment de droite n'est pas toujours possible. Nous qualifierons d'abstraite
cette deuxieme geometrie pseudo-euclidienne.

Une autre disparite apparait encore. L'etude de la geometrie pseudo-euclidienne

synthetique plane ne presente aucune difficulte de principe. Par contre l'extension ä

l'espace impose ä celui-ci une sorte d'anisotropie; tous les plans ne jouissent pas des

memes proprietes metriques. En geometrie pseudo-euclidienne abstraite, l'impossibi-
lite de certains reports elimine cette difficulte.

A notre connaissance, aucun expose d'ensemble n'a ete fait des geometries

precedentes. Pour combler cette lacune, nous traiterons tout d'abord, pour chacune

d'elles, le cas du plan pour examiner ensuite les questions relatives ä l'espace et meme
ä l'hyperespace quadridimensionnel pour la seconde.
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142 GEOMETRIES PSEUDO-EUCLIDIENNES

2. — Une geometrie dans laquelle on admet les notions d'incidence, d'ordre, de

parallelisme et de continuite est dite affine. Rappelons-en les principales proprietes.
Deux points d'une droite, pris dans un certain ordre, determinent un ordre sur cette

droitc. Les notions de segment de droite et de demi-droite sont de nature affine.
Le report d'un segment sur son support ou sur une droite parallele ä ce support a

une signification. II en est de meme des notions de milieu et de partie aliquote d'un
segment. Le theoreme, dit parfois de Thaies, sur la proportionnalite des segments
homologues dans la figure formee de deux paralleles coupees par deux droites concou-
rantes est valable. Les affinites, collineations qui conservent, globalement ou point
par point, la droite impropre du plan sont d'un emploi frequent, notamment les cas

particuliers que sont l'homothetie et les symetries.
En geometrie affine, la congruence des angles est limitee au cas des angles de

cotes respectivement paralleles. II n'existe pas de mesure des angles. La somme de

deux angles ab et cd a un sens, ä condition que les deux cotes medians b et c soient

paralleles. Cela conduit au theoreme de la somme des angles d'un triangle, mis sous

la forme non metrique suivante: cette somme est un angle plat.
La distinction des trois especes de coniques non degenerees est de nature affine.

Un Parallelogramme etant trace, la regie permet la construction de la parallele ä une
droite quelconque, issue d'un point arbitraire.

II. GEOMETRIE PSEUDO-EUCLIDIENNE SYNTHETIQUE PLANE

Definitions

3. — Dans le plan, doiinons-nous deux faisceaux distincts de droites paralleles.
Par un point quelconque, il passe une droite de chacun de ces faisceaux, les droites
absolues issues de ce point. Les deux sommets de ces faisceaux sont les points absolus

du plan.
Une conique ayant deux droites absolues comme asymptotes est un pseudo-cercle.

Une telle courbe passe par les deux points absolus. L'intersection des asymptotes
d'un pseudo-cercle est le centre de cette courbe. Un rayon d'un pseudo-cercle est le

segment limite par le centre et un point quelconque de la courbe. Par convention, les

rayons d'un pseudo-cercle sont pseudo-congruents.

4. — Soient deux angles ab et a'b'. Par leurs sommets, menons les droites absolues

j et k pour le premier j', k' pour le second, /' et j' etant paralleles. Trois de ces droites
homologues a, j et k d'une part, a',j' et k' d'autre part determinent une projectivite
entre les faisceaux precedents. Si b et b' se correspondent dans cette transformation,
les angles ab et a'b' sont pseudo-congruents.
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II est souvent commode d'exprimer la relation precedente par l'egalite des birap-
ports des deux cotes et des droites absolues ou de ceux des points absolus et des points
impropres des cötes des angles. La congruence affine des angles de cötes paralleles
est un cas particulier de pseudo-congruence. Les pseudo-congruences des segments
et des angles sont des relations d'equivalence.

Deux droites conjuguees par rapport aux droites absolues issues de leur
intersection sont pseudo-perpendiculaires.

Symetrie absolue

5. — La realite des points et droites absolus a pour consequence l'existence d'une

correspondance qui n'a pas son equivalent en geometrie habituelle, la symetrie
absolue. L'axe de celle-ci est une droite absolue et la direction de symetrie est parallele
aux droites absolues non paralleles ä l'axe.

Deux droites liees par une symetrie absolue sont conjuguees par rapport aux
droites absolues issues de leur intersection; elles sont pseudo-perpendiculaires.

Soient deux droites a et b se coupant sur l'axe d'une symetrie absolue. Elles sont
liees par une involution dont les droites absolues precedentes sont les elements unis.
Les birapports de a et b avec ces droites et de leurs correspondantes sont egaux.
Autrement dit, deux angles lies par une symetrie absolue sont pseudo-congruents.

Proprietes des droites pseudo-perpendiculaires

6. — La symetrie absolue donne un premier trace de la pseudo-perpendiculaire
ä une droite d, elevee au point A. La droite donnee d et la desiree sont liees par une
telle symetrie dont l'axe passe par A. Voici une deuxieme construction.

Par A, menons les deux droites absolues, j et k. Tragons deux transversales p et q
issues d'un point M de d, distinct de A. Elles coupent j et k en P et P' d'une part,
Q et Q' d'autre part. Menons les cötes PQ' et P'Q du quadrangle PQP'Q'. lis se

coupent au troisieme point diagonal N du quadrangle precedent. Les deux cötes

AM et AN du triangle diagonal sont conjugues par rapport ä j et k. La droite AN est

pseudo-perpendiculaire ä d.

L'abaissement de la perpendiculaire d'un point i? sur la droite </peutetre obtenu
en menant par B les deux droites absolues, puis les paralleles ä ces droites issues des

intersections avec d. Dans le parallelogramme obtenu, les diagonales sont conjuguees

par rapport aux deux points absolus, done pseudo-perpendiculaires.

7. — Les pseudo-perpendiculaires ä une droite d ont un point impropre commun,
le conjugue du point impropre de d par rapport aux points absolus. Elles sont done

paralleles entre elles.

Deux droites pseudo-perpendiculaires sont separees par les droites absolues issues

de leur intersection.
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Les droites absolues d'un faisceau sont les elements unis de l'involution liant
les droites pseudo-orthogonales de ce faisceau. Chacune de ces deux droites possede

une unique pseudo-perpendiculaire issue d'un de ses points; c'est cette droite elle-

memc. Les droites paralleles ä une droite absolue sont pseudo-perpendiculaire ä cette
derniere car le point impropre de l'une d'elles est son propre conjugue par rapport
aux points absolus.

Symetrie pseudo-orthogonale

8. — Une symetrie axiale dans laquelle la droite determinee par deux points
correspondants est pseudo-perpendiculaire k Taxe est dite pseudo-orthogonale. Un
faisceau de droites dont le sommet est un point de Taxe est soumis ä une involution
dont les elements unis sont Taxe et le rayon du faisceau pseudo-perpendiculaire ä

l'axe. Les droites absolues du faisceau sont conjuguees par rapport k ces droites
unies; elles se correspondent dans la symetrie. De ce fait, deux angles lies par une
symetrie pseudo-orthogonale sont pseudo-congruents.

Pseudo-cercles

9. — Rapportons un pseudo-cercle ä un Systeme de coordonnees affines porte
par deux diametres conjugues. Les points impropres des axes sont conjugues par
rapport ä ceux de la conique; ces axes sont pseudo-perpendiculaires.

Toute conique est symetrique par rapport ä ses diametres; la direction de symetrie

est conjuguee ä l'axe. Ainsi, le pseudo-cercle precedent satisfait ä une symetrie
pseudo-orthogonale relativement ä chacun des axes. Si x et y sont les coordonnees
d'un point de la courbe, les points de coordonnees x et —y, —x et —y, -x et y
appartiennent au pseudo-cercle. De ce fait, l'equation de celui-ci est de la forme

ax 2 — by 2 + c 0. Comme axe des x, choisissons celui qui coupe la courbe et

appelons r l'abscisse de l'intersection. Nous avons ar 2 + c 0 et

2
by2

2x — /

Un choix approprie du segment unite de l'axe des y permet d'egaler ä l'unite la
valeur absolue du coefficient de y 2. L'equation du pseudo-cercle devient ainsi

x2 - y2 r2.

Si un pseudo-cercle coupe l'axe des y, les signes des deux termes variables sont

permutes.

10. — Les equations des asymptotes des pseudo-cercles centres sur l'origine
sont y + x. Par l'intersection du premier des pseudo-cercles precedents avec l'axe
des x, menons la parallele ä la droite absolue de coefficient angulaire — 1. Son equation
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est y — (x-r). Cette droite coupe Taxe des y au point d'ordonnee r. Le choix fait
de l'unite de Taxe des ordonnees revient ä poser que la symetrie absolue conserve
les pseudo-longueurs des segments. Elle donne done le report d'un segment sur une
droite pseudo-perpendiculaire au support de ce segment.

11. — Dans la figure precedente, les deux points de coordonnees x r, y =0 et x
0, y r appartiennent au lieu des points pseudo-equidistants de l'origine. Ce lieu

est compose de deux pseudo-cercles constituant une paire d'hyperboles conjuguees;
ils sont lies par une symetrie absolue. Chacun des pseudo-cercles precedents est

Yassocie de l'autre. En geometrie euclidienne, l'associe d'un cercle reel est imagi-
naire.

Ce qui precede montre que les points absolus appartiennent ä tous les lieux de

points equidistants d'un point. La pseudo-distance d'un point quelconque du plan
ä l'un deux est done indeterminee.

Pseudo-longueur d'un segment

12. — Les considerations precedentes permettent de definir la pseudo-longueur
d'un segment. Choisissons un segment unite porte par une droite non absolue.

Tra?ons le pseudo-cercle centre sur une de ses extremites et passant par l'autre, puis
l'associe de ce pseudo-cercle. Pour determiner la mesure d'un segment AB, menons

un segment equipollent ä AB et ayant une de ses extremites au centre du pseudo-
cercle precedent. Le rapport du segment obtenu au rayon du pseudo-cercle porte
par le dernier segment est la pseudo-longueur du segment AB, relative ä l'unite
choisie.

Pseudo-cercle de rayon nul

13. — L'equation x 2 — y2 0 represente un pseudo-cercle de rayon nul. Cette

figure est formee des deux droites absolues issues du centre. Autrement dit, la pseudo-
longueur de tout segment porte par une droite absolue est nulle. Hors des droites
absolues, les seuls segments de pseudo-longueur nulle sont ceux d'extremites confon-
dues.

Paire de pseudo-cercles

14. — Soient deux pseudo-cercles. Menons un diametre transverse de l'un d'eux
et le diametre du second, parallele au precedent. Si cette derniere droite porte un
diametre transverse du second pseudo-cercle, les deux courbes sont homothetiques.
Dans le cas contraire, chacun des pseudo-cercles est homothetique ä l'associe de

l'autre.
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Report d'un segment

15. — Supposons trace un pseudo-cercle de centre O. Proposons-nous de reporter
un segment AB sur une droite d, ä partir du point A'. Par O, menons les paralleles
ä AB et ä r/; sur la premiere, construisons le segment OB" equipollent k AB. Les droites
precedentes coupent le pseudo-cercle en C et C'. La parallele ä CC", issue de B"

coupe la parallele k d en B'", Le segment desire A' B' et OB'" sont equipollents.
Ce qui precede suppose que les deux paralleles tracees initialement coupent le

pseudo-cercle donne. Si cela n'est pas le cas, on remplace la droite consideree par
celle obtenue au moyen d'une symetrie absolue et on opere comme ci-dessus. Nous
avons vu plus haut (al. 10) que cette symetrie conserve les pseudo-longueurs des

segments. Si deux pseudo-cercles associes sont traces, la construction par homothetie
suffit toujours.

Equation parametrique d'un pseudo-cercle

16. — Soit a le coefficient angulaire d'un rayon d'un pseudo-cercle. Formons le

birapport b de ce rayon, de l'axe des abscisses et des asymptotes. Nous avons
d'oü

1 — a 1 — b
b (aO + 1 —1) a

1 + a 1 + b

Posons b e 2<p. II vient

a
ev + e~

Le coefficient angulaire a est egal ä y/x. Nous pouvons done poser y k
(ev - e ~v) et x k (e" + e "e). Introduisons ces expressions dans l'equation
du pseudo-cercle. Apres reduction, il vient 4k2 I. Aux deux valeurs k ~ \
et k — \ correspondent les deux branches du pseudo-cercle. Nous obtenons ainsi
les equations parametriques d'une branche de la courbe x r ch <p et y r sh q>.

17. — Dans l'equation x 2 —y2 r2, l'ordonnee y est la moitie de la corde
limitee par les points d'abscisse x, done d'ordonnees y et —y. La pseudo-longueur de

cette corde est 2r sh <p. Ainsi, la pseudo-longueur de la corde d'angle au centre est
2r sh da.. r da + (3), oü la parenthese represente un infiniment petit d'ordre trois.
La pseudo-longueur de l'arc de pseudo-cercle compris entre l'axe des x et le point
d'ordonnee y est da ra. Le parametre a est le rapport de la pseudo-longueur
de l'arc correspondant ä celle du rayon du pseudo-cercle.

Pseudo-carre

18. — En les extremites d'un segment AB porte par une droite non absolue,
elevons les pseudo-perpendiculaires et, sur elles, reportons le segment donne en
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AA' et BB'. Le quadrilatere ABB'A' est un pseudo-carre. Choisissons deux cotes

adjacents comme supports d'un Systeme d'axes de coordonnees. L'equation de la
diagonale issue de l'origine est y x. Cette droite est absolue. Les diagonales d'un
pseudo-carre sont done portees par des droites absolues. La pseudo-longueur de ces

diagonales est nulle.
Sur deux droites pseudo-orthogonales, reportons un segment ä partir de leur

intersection et dans les deux sens. Les quatre points obtenus ne sont pas les sommets
d'un pseudo-carre. Les cötes du Parallelogramme obtenu sont portes par des droites
absolues; ils sont de pseudo-longueur nulle.

Generalites sur les angles

19. — En geometrie projective, la figure formee par deux droites est un angle.
La notion d'angles supplementaires est de nature affine. Les methodes de la geometrie
affine permettent d'introduire la notion habituelle d'angle, forme de deux demi-
droites de meme origine. Cela conduit ä Tangle plat, forme de deux demi-droites

opposees.
La convention de pseudo-congruence des angles donnee dans les definitions

initiales s'applique ä Tangle projectif. Son extension aux angles de la geometrie affine

complique souvent les choses et est peu feconde. Dans la suite, sauf indication con-
traire, nous examinons les angles projectifs. Nous qualifierons de singulier tout angle
dont un cote au moins est porte par une droite absolue. Un angle non singulier est

ordinaire.

20. — Par le sommet d'un angle ordinaire, menons les deux droites absolues.

L'angle est du premier ou du second type selon que ces droites absolues ne separent

pas ou separent les cotes.
Soit un angle du premier type. Un point du plan separe des droites absolues

issues du sommet par les cötes de l'angle appartient ä Vinterieur de ce dernier. Nous
dirons que la figure constitute par cet interieur constitue un angle mesurable (cet

adjectif sera justifie par la suite, al. 23). Le supplement de la figure precedente (I'exte-
rieur de l'angle considere) est un angle debordant.

Les distinctions precedentes ne s'appliquent pas aux angles du second type.
L'angle de deux droites pseudo-orthogonales est ditpseudo-droit; il est du second type.

21. — Soient un angle ab, les droites absolues j et k issues de son sommet, un
second angle a'b' et les droites absolues analogues j' et k', j" etant parallele k j.
L'egalite des birapports (abjk) et (a'b'j'k') exprime la congruence directe de ces angles.
Si l'egalite porte sur les birapports {abjk) et (a'b'k'j'), il y a congruence inverse entre
les deux angles. La congruence inverse de ab et a'b' implique la congruence directe
de ab et b'a'.
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22. — En son sommet, elevons les pseudo-perpendiculaires a' et b' aux cötes

d'un angle ab. Nous substituons ä a et b leurs correspondants dans une involution
dont les droites absolues sont les elements unis. Les birapports avec ces droites sont
conserves. Ainsi, les angles de cötes pseudo-perpendiculaires sont pseudo-congruents.

Les angles pseudo-droits sont pseudo-congruents entre eux. Chacun des angles
ab' et a'b de la figure precedente sont les differences d'un angle pseudo-droit avec ab.

Autrement dit, ces deux complements de ab sont pseudo-congruents.
Un angle et ses complements sont de types differents. Si a et b sont separes par

les droites absolues j et k, a' et b d'une part, a et b' d'autre part ne le sont pas. lis
le sont si Tangle ab est mesurable.

Report des angles

23. — Soient un angle ab, une droite a' et un point S de cette derniere. La
construction de la droite b', issue de S et second cöte de Tangle a'b' pseudo-congruent
ä ab est celle de la correspondante de b dans une projectivite. Dans celle-ci, les droites
absolues j et j' d'une part, k et k' d'autre part sont correspondantes. La construction
suivante est applicable ä tous les cas de figure. Tragons deux droites quelconques m
et m'; appelons A,B,J,Kles intersections de m avec a,b,j,k et A',J' et K' Celles dem'
avec a'j" et A:'. Les intersections de AJ' et A 'J d'une part, de AK' et A'K d'autre part
determinent l'axe perspectif p de la projectivite entre m et m'. La droite A'B coupe

p en Q. L'intersection de AQ avec m' appartient au rayon cherche b'.

24. — Soit un angle du premier type ab. En en conservant le sommet, reportons
le en be, puis en cd et ainsi de suite un nombre arbitraire de fois. La conservation de

l'ordre dans une projectivite montre que les angles be, cd,... ainsi que ac, ad,... sont
du premier type. Le report repete d'un angle du premier type ne conduit pas le cöte
mobile ä franchir une droite absolue issue du sommet.

Dans la figure precedente, examinons les angles mesurables ac, ad,...', ils sont le

double, le triple,... de Tangle ab. L'extension ä un multiple entier est immediate.
Choisissons un angle mesurable comme angle unite. Nous pouvons le reporter

dans tout angle mesurable de fagon ä obtenir un entier n tel qu'un angle donne soit

congruent au w-uple de Tangle unite ou soit compris entre n et n+ 1 fois cet angle
unite. La qualification d'un angle mesurable est ainsi justifiee.

Un angle debordant est le supplement d'un angle mesurable. Les operations
precedentes pourraient etre considerees comme donnant aussi des multiples de Tangle
debordant. Cette conception ne repondrait pas ä l'idee habituelle d'angle. Aucun
angle du second type n'est un multiple d'un angle mesurable.

25. — Examinons le report repete d'un angle du second type. Appelons j et k
les droites absolues issues de son sommet. On peut choisir les notations de telle sorte

que la suite jakb soit ordonnee. Reportons ab en bc\ la suite jbkc est ordonnee. Les
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droites b et c sont separees par j et k; done a et c ne le sont pas. Le doublement de

Tangle de second type ab conduit ä un angle ac du premier type. Reportons ab en cd
ä partir de c. La suite jckd est ordonnee. Les angles cd et ad sont du second type.
Ainsi, le report d'un angle du second type repete un nombre pair de fois conserve son

type alors que le resultat est du premier type si le report est fait un nombre impair
de fois.

Pseudo-bissection d'un angle

26. — La propriete precedente montre que le double d'un angle est un angle du

premier type. Aucun angle du second type n'est le double d'un angle.
On appelle pseudo-bissectrice d'un angle (necessairement du premier type)

toute droite issue du sommet et qui fait des angles pseudo-congruents avec les deux

cotes de Tangle donne. Relativement ä une bissectrice, les cotes de Tangle sont lies

par une symetrie pseudo-orthogonale. Tra?ons un pseudo-cercle centre sur le sommet
de Tangle ab. II en coupe les cötes en A et A', B et B'. Les paralleles ä AB et ä A'B
issues du centre du cercle sont les axes de deux symetries pseudo-orthogonales liant
les cötes. Ces droites sont les deux bissectrices de Tangle ab. Elles sont pseudo-

perpendiculaires. L'une d'elles appartient ä Tinterieur de Tangle donne, l'autre ä son

Supplement.

Angles inscrits

27. — Joignons un point variable M d'un pseudo-cercle ä deux points fixes de

cette courbe, A et B. Le birapport des deux droites absolues issues de Met des droites

MA et MB est constant. Autrement dit, les angles inscrits A MB sont pseudo-congruents

entre eux.

Supposons mesurable Tangle au centre correspondant ACB. Les deux points
A et B appartiennent ä la meme branche du pseudo-cercle. Appelons A' et B' les

opposes de A et B. Les droites AB' et A'B sont paralleles. Menons leur parallele
CD issue du centre et choisie de telle sorte que ACD soit un angle mesurable. Les

angles AA'B et ACD sont affinement congruents, done pseudo-congruents, ainsi

que BB'A et BCD. Les angles inscrits AA'B et AB'B sont pseudo-congruents. Ainsi,
Tangle au centre ACB est le double des angles inscrits correspondants.

Ligne brisee pseudo-reguliere

28. — Soient un pseudo-cercle de centre C, de rayon r et une corde AB. Dans
les deux sens, reportons l'angle ACB ä partir de CA et de CB. Les points obtenus sur
la courbe sont les sommets d'une ligne brisee pseudo-reguliere. Les cordes obtenues

ACB
sont pseudo-congruentes puisque leurs pseudo-longueurs sont 2r. sh ——.

La ligne polygonale precedente ne se ferme jamais. II n'existe done pas de poly-
gones pseudo-reguliers.
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Complement sur la mesure des angles

29. — Soient deux angles mesurables de meme sommet ab et ac, ainsi que les

droites absolues / et k issues du sommet. Choisissons les notations de telle sorte que la
suite jabck soit ordonnee. L'angle ac est superieur ä ab; il est la somme de ab et be.

Soient deux angles mesurables a et ß. Bissectons le premier un nombre arbitraire
a

de fois. Par reports successifs de a et des angles —, il est possible de determiner un

nombre dyadique donnant le rapport de ß act avec une precision arbitraire. Ce nombre
est la mesure de ß au moyen de l'unite a,

Ce rapport est celui des pseudo-longueurs des arcs intereeptes par les deux

angles sur deux pseudo-cercles de meme rayon centres sur les sommets de ces angles.
Si l'angle unite a correspond ä un arc de pseudo-cercle de meme pseudo-longueur
que le rayon, la mesure precedente est egale au parametre tp introduit ä propos du

pseudo-cercle.

Mesure laguerrienne des angles

30. — En geometrie habituelle, la mesure d'un angle ab est donne par la formule

de Laguerre In — (abjk) oil In signifie logarithme naturel et j,k sont les droites iso-
2 i

tropes issues du sommet. La presence de l'unite imaginaire au denominateur provient
du fait que les droites isotropes sont imaginaires. Operons de meme en geometrie
pseudo-euclidienne en nous limitant tout d'abord aux angles mesurables. Dans ce

cas, le birapport des deux cotes et des droites absolues est positif. Le logarithme
possede une determination reelle et celle-ci s'annule si les cotes sont superposes.
L'expression obtenue est precisement celle introduite plus haut au moyen du pseudo-
cercle soit avec un choix convenable du coefficient, \ In {abjk). Ce resullat concerne

l'angle projectif, done aussi bien l'angle mesurable considere que l'angle debordant

qu'est son supplement.
31. — Passons au cas des angles du second type. La separation des cotes a et b

par les deux droites absolues implique que le birapport est negatif. Le logarithme est

Tt

complexe et le coefficient \ lui impose la forme ß + i Si l'angle est pseudo-droit,

i n
le terme ß est nul; la mesure laguerrienne de cet angle est — et celle d'un angle plat,

i 7t. Ce fait laisse entendre que, du point de vue metrique, le theoreme de la somme des

angles du triangle presente une certaine complication en geometrie pseudo-euclidienne.

32. — Le theoreme de l'angle inscrit peut etre demontre au moyen de la mesure

laguerrienne des angles. Soient J et K deux points d'une conique, C le pole de JK, A



GEOMETRIES PSEUDO-EUCLIDIENNES 151

et A', B et B' deux paires de points alignes sur C, A l et By les intersections de JK avec
AC et BC. Puisque C est le pole de JK, les droites AB' et A 'B se coupent en un point
Q de JK. Les birapports egaux y4(/4'ß'//r)etß(/l'Jß'7^)sontrespectivementegauxä
{A^QJK) et (QBXJK). En vertu de la propriete associative du birapport, leur produit
est egal ä (A1B1JK). Ce dernier birapport est done le carre de (A1QJK).

Supposons que la conique est un pseudo-cercle de centre C. La mesure laguerrienne
de Tangle au centre A1 CBX est le double de Celle des angles inscrits A'AB' ou A'BB'.

Theoreme de Pythagore

33. — Un triangle dont deux cotes sont pseudo-perpendiculaires est pseudo-

rectangle. De tels triangles apparaissent dans la figure constitute par un pseudo-
cercle rapporte ä un systeme d'axes pseudo-orthogonaux. Les supports de l'abscisse

et de l'ordonnee sont les cathetes du triangle alors que le rayon de la courbe est

l'hypotenuse. L'equation du pseudo-cercle montre que le carre de la pseudo-longueur
de l'hypotenuse est egal ä la difference des carres de Celles des deux cathetes.

Dans un triangle pseudo-rectangle, des deux cotes de Tangle pseudo-droit, un
appartient ä l'interieur de Tangle oppose; l'autre cote est coupe par une des droites
absolues issues du sommet du troisieme angle. Appelons ces cotes la petite et la grande
cathete. L'enonce du theoreme devient le suivant: le carre de la pseudo-longueur de

la grande cathete est egal ä la somme des carres de Celles de l'hypotenuse et de la petite
cathete.

34. — Le theoreme de Pythagore a de nombreuses applications. Soient un pseudo-
cercle de centre C, un rayon CT et la tangente en T. Celle-ci coupe un rayon quelconque
en B. Le triangle BTC est pseudo-rectangle en T. Son hypotenuse est BC. La parallele

ä une asymptote issue de B coupe le rayon CT. Celui-ci est done la grande cathete.
Le theoreme donne BC2 + BT2 CT2.

35. — Soient une droite d, un point A, les droites absolues j et k issues de A,
leurs intersections J et K avec d et un point variable M de d. Abaissons la pseudo-
perpendiculaire AD ä d. Si M appartient au segment JK, AD est la grande cathete du

triangle pseudo-rectangle^ DM. Nous avons done AM2 AD2 - DM2. La pseudo-
distance de A ä d presente un maximum sur la pseudo-perpendiculaire AD.

Si M est confondu avec J ou K, la pseudo-distance AM est nulle. Enfin si M est

exterieur du segment JK, DM est la grande cathete du triangle. II vient AM2
DM2 - AD2. La pseudo-distance AM croit indefiniment avec DM.

36. — Soit ä construire la racine carree de la difference des carres de deux
segments a et b. Reportons ces segments sur deux droites pseudo-orthogonales, ä partir
de leur intersection. L'hypotenuse donne la racine de la difference des carres. La
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construction precedente n'exige pas le trace prealable d'un cercle. Au contraire,

pour obtenir la racine de la somme de deux carres, supposons trace un pseudo-cercle
de rayon r et soient a et b les deux segments donnes. Soit x2 r2 + y2 l'equation du

r b
cercle. Faisons y — L'abscisse d'un point de la courbe d'ordonnee y est donnee

a

2 b\ a2 + b2
2

par x2 r2 (1 + -A 5— r2.
a a

Q X
Finalement, il vient la2 + b2 —.

Projection pseudo-orthogonale d'un segment

37. — Soient un segment AB, la pseudo-perpendiculaire BC elevee en B ä la

droite AB et un point M, variable sur BC. Le segment AB est la projection pseudo-

orthogonale de AM sur la droite AB. Supposons que Tangle MAB est mesurable.

Nous avons AB AM. ch MAB. La pseudo-longueur du segment projete est moindre

que celle de la projection. Si AM est une droite absolue, la pseudo-longueur du
segment projete est nulle. L'angle MAB et son cosinus hyperbolique sont infinis.
Supposons enfin que l'angle MAB est debordant. L'angle MAB est du second type. Son

complement AMB est mesurable et nous avons AB AM sh AMB.
Sur la meme figure examinons encore la pseudo-longueur de la projetante MB.

Dans le cas de MAB mesurable, nous avons BM AM sh MAB AB th MAB.
AB

Si MAB est du second type, il vient BM AM ch AMB^ th AMB

Getieruliies sur les triangles

38. — Un triangle dont aucun cote n'est porte par une droite absolue est ordinaire;
sinon, il est singulier. Un cote au moins, deux au plus, d'un triangle singulier est de

pseudo-longueur nulle. Cela n'est pas le cas pour le troisieme cote. Dans un triangle
singulier ä un cote de pseudo-longueur nulle, l'inegalite du triangle est en defaut:
le cote le plus long est plus long que la somme des deux autres.

La propriete precedente subsiste dans un triangle qui s'ecarte suffisamment peu
d'un triangle singulier. Ainsi, l'inegalite du triangle n'est pas toujours satisfaite.

Dans la suite, sauf indication contraire, nous excluons les triangles singuliers.

39. — Soit un triangle ordinaire ABC. Par chacun des sommets, menons la parallele

ä une droite absolue. De ces trois droites, une est entre les deux autres. Faisons

la meme construction avec les secondes droites absolues. Deux cas se presentent.
Le sommet situe entre deux droites absolues n'est pas le meme dans les deux figures ou
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il est le meme. Si les deux droites absolues interieures passent par deux sommets

differents, nous dirons que le triangle est de premiere espece. II est de seconde espece
si les deux droites absolues internes passent par le meme sommet.

Dans un triangle de premiere espece ABC, il existe un sommet A tel que les deux

droites absolues issues de lui ne coupent pas le cote oppose BC. L'angle BAC est
mesurable. En B et en C, il passe une droite absolue qui coupe le cote oppose, AC

pour B et AB pour C. Les angles ABC et ACB sont du deuxieme type. Les triangles
rectangles sont de premiere espece.

Supposons maintenant que le triangle DEF est de deuxieme espece. Les deux

droites absolues issues du sommet D coupent le cote EF. L'angle EDF est debordant
alors que les deux angles DEF et DFE sont mesurables.

De ce qui precede, il resulte l'inexistencc de triangles aux trois angles mesurables.

Somme des angles d'un triangle

40. — Le theoreme de la somme des angles d'un triangle, rappele ä propos de la

geometrie affine exprime le resultat d'une certaine construction. II ne porte pas sur
les mesures des angles consideres. II est cependant possible de lui donner une forme

qui fait appel ä des mesures, Celles des angles du triangle qui sont mesurables, ou ä

d'autres angles mesurables, lies ä ceux du triangle considere.

Soit un triangle de premiere espece ABC, d'angle mesurable A. Tra?on la hauteur

issue de A. Si le pied de cette droite appartient au cote BC, la hauteur divise

l'angle A en deux angles respectivement congruents, du point de vue affin aux
complements des angles B et C. Ainsi, dans un triangle de premiere espece, la mesure de

l'angle mesurable est egale ä la somme de Celles des complements des deux autres

angles. Le theoreme s'etend au cas ou le pied de la hauteur est exterieur au cote BC
car alors, un des complements est negatif.

Supposons le triangle de seconde espece et soit A son angle debordant. Pro-
longeons le cote BA du cote de A et, par A, menons la parallele ä BC. Le supplement
de l'angle A est mesurable. La parallele precedente le divise en deux angles, respectivement

congruents ä B et C. Ainsi, dans un triangle de seconde espece, la mesure
du supplement de l'angle debordant est egale ä la somme des mesures des deux angles
mesurables.

Triangles pseudo-isoceles

41. — Un triangle transforme en lui-meme par une symetrie pseudo-orthogonale
est pseudo-isocele. Un cote d'un tel triangle, la base est pseudo-orthogonal ä l'axe
de symetrie. Cette transformation conserve les angles et les pseudo-longueurs. Ainsi,
les cotes distincts de la base, les jambes du triangle sont pseudo-congruents. II en est

de meme des angles adjacents ä la base. Les deux angles ä la base sont de meme
nature. S'ils sont du second type, le troisieme angle est du premier; les deux extremites
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de la base appartiennent ä la meme branche d'un pseudo-cercle centre sur letroisieme

sommet; le triangle est de premiere espece. Si un des angles ä la base est mesurable,
il en est de meme du second et le troisieme angle est debordant; le triangle est de

seconde espece et les extremites de la base appartiennent aux deux branches d'un
pseudo-cercle centre sur le dernier sommet.

Remarquons que la condition de pseudo-congruence des deux jambes ne suffit

pas pour definir ce type de figures. Un rayon d'un pseudo-cercle et un du conjugue
sont equidistants du centre; il n'existe pas de symetrie pseudo-orthogonale permettant
de passer de l'un ä l'autre.

Triangle pseudo-equilateral

42. — Soit un pseudo-cercle d'equation x2 — y2 r2. Sur une branche, mar-

i f
quons les points A et B d'ordonnee La corde AB et les deux rayons relatifs

ä A et ä B constituent un triangle pseudo-equilateral. II est de premiere espece. Ce

triangle n'est pas equiangle car il est de premiere espece. La pseudo- longueur de la

hauteur d'un tel triangle est donnee par le theoreme de Pythagore. Elle est superieure

yß
au cöte dans le rapport ——

II n'existe pas de triangle pseudo-equilateral de seconde espece.

Relations dans les triangles pseudo-rectangles

43. — Soit un triangle rectangle en A, de petite cathete AB et de grande catheter C.

De A, abaissons la pseudo-perpendiculaire sur le support de l'hypotenuse BC. Le

pied D de cette hauteur est un point exterieur au segment BC. L'angle C est le seul

angle mesurable du triangle. Par pseudo-perpendicularite des cotes, il est pseudo-

congruent ä BAD. Nous avons done CD AC ch C,AC — AB ch C, d'une part
et BD AB sh C, AB BC sh C. Cela conduit aux deux proportions

CD
_

AC BD
_

AB

AC ~ ~AB
6

~ÄB ~ BC'

Ainsi, la pseudo-longueur de chaque cathete est moyenne geometrique entre
Celles de l'hypotenuse et de la projection pseudo-orthogonale de cette cathete sur

l'hypotenuse. Nous avons encore BD AD. th C et AD CD. th C ou

BD AD

AD ~ CD
'

La pseudo-hauteur d'un triangle pseudo-rectangle est moyenne geometrique
des projections pseudo-orthogonales des cathetes sur l'hypotenuse.
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Trigonometrie du triangle

44. — Soient un triangle de premiere espece ABC, d'angle mesurable A et sa

pseudo-hauteur A D. Les complements des angles du second type B et C sont respecti-
vement pseudo-congruents ä BAD et ä CAD. Nous avons done

AD AB. ch BAD AC. ch CAD.

La pseudo-hauteur CE conduit de meme ä

CE AC. sh A BC. ch BCE.

Appelons ß et y les complements des angles non mesurables B et C. Les deux relations

precedentes conduisent ä l'analogue du theoreme du sinus de la geometrie pseudo-
euclidienne:

BC
_

CA
_

AB

sh A ch ß chy

Au lieu des sinus hyperboliques des angles non mesurables, nombres qui sont

complexes, il apparait les cosinus hyperboliques des angles des complements de ces

angles.

45. — Sur la meme figure, nous avons

AE2 AC2 + CE2 et BC2 CE2 - BE2 CE2 - (AB-AE)2.

L'elimination de AE2 conduit au theoreme du cosinus:

BC2 2 AB .AC .ch A - AB2 - AC2

Un calcul analogue donne AC2.

Calculons le cote oppose ä Tangle mesurable A. II vient

AC2 AB2 - 2AB. BC. shy - BC2

Cette formule exprime le theoreme du cosinus relatif ä un des cotes de Tangle
mesurable. L'angle oppose, non mesurable, y apparait par l'intermediaire du sinus

hyperbolique de son complement.
Les triangles de premiere espece satisfont done ä deux theoremes analogues ä

ceux du sinus et du cosinus de la geometrie classique.

46. — Soit un triangle de seconde espece ABC, d'angle debordant A. Appelons a

le supplement de A. Les hauteurs AD et CE conduisent ä la relation suivante, compa-
AB AC BC

rable ä celle des sinus:
sh C sh B sh oc
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Par des operations analogues ä celles relatives au cas precedent, on obtient le

theoreme du cosinus. II a deux expressions, une relative au cote oppose ä Tangle
debordant et l'autre pour les cötes de cet angle. Elles sont

BC2 AB2 + AC2 + 2 AB AC ch a

et
AB2 AC2 - BC2 + 2 BC AC .chC.

Sous des reserves analogues ä celles faites plus haut et en introduisant le supplement

de Tangle debordant, les deux theoremes des sinus et des cosinus s'etendent aux
triangles de la geometrie pseudo-euclidienne.

Quelques proprietes des coniques

47. — La notion de centre d'une conique est de caractere affin. Dans le cas des

ellipses et des hyperboles, les droites par le centre sont liees par deux involutions, celle
des diametres conjugues et celle des droites pseudo-orthogonales. Ces deux corres-
pondances possedent une paire d'elements qui se correspondent dans chacune d'elles.

Ainsi, toute conique ä centre possede une paire de diametres conjugues pseudo-
orthogonaux, les pseudo-axes de la courbe.

48. — II n'existe qu'un type d'ellipses. Par contre, les hyperboles presentent
plus de variete:

a) L'angle des asymptotes est mesurable;

b) Cet angle est debordant;

c) II est du second type;

d) Une asymptote est absolue:

e) Les deux asymptotes des pseudo-cercles sont absolues.

Les droites absolues issues du centre ne coupent pas les courbes du type a; elles

coupent celles classees sous b; une d'elles coupe celles du type c. Le cas d presente
deux varietes; la seconde des droites precedentes coupe ou ne coupe pas la courbe.

II existe deux especes de paraboles selon que leur point impropre est quelconque
ou absolu.

49. — Examinons quelques proprietes focales des coniques. Un point tel que
les deux droites absolues issues de lui sont tangentes ä une courbe est un pseudo-foyer
de cette derniere.

Une ellipse possede quatre pseudo-foyers reels, sommets propres du quadrilatere
circonscrit ä la courbe et dont les points absolus sont deux sommets. II en est de meme

pour une hyperbole si les asymptotes forment un angle du premier type dont les cotes
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ne coupent pas la courbe. S'il y a intersection, la courbe ne possede aucune tangente
absolue reelle; eile n'a aucun pseudo-foyer. Si Tangle des asymptotes est du second

type, il existe deux tangentes absolues reelles paralleles aux droites absolues ne cou-
pant pas la courbe; celle-ci n'a aucun pseudo-foyer reel. Si une unique asymptote
d'une hyperbole est une droite absolue, la courbe a deux pseudo-foyers portes par
cette droite; ils sont reels si la courbe ne coupe pas la seconde droite absolue issue du
centre.

Une parabole ne possede que deux tangentes absolues distinctes de la droite
impropre, done un seul pseudo-foyer. Si le point impropre de la courbe est absolu,
il n'y a qu'un foyer, le second point absolu.

50. — Cherchons le lieu des points M tels que le rapport des pseudo-distances ä

un point F et ä une droite d soit une constante e. Choisissons Fcomme origine d'un
Systeme de coordonnees pseudo-orthogonales dont Taxe des x est la pseudo-perpendi-
culaire abaissee de F sur d. Si a est l'abscisse de d, l'equation du lieu est

x2 - y2 e2 (x-a)2

Le lieu est une conique. Une droite absolue issue de F coupe d en un point
dont la pseudo-distance ä F est nulle; cette intersection appartient ä la conique.
La droite absolue ne peut couper la courbe ailleurs car ce serait en un point ä pseudo-
distance nulle ä F mais ä pseudo-distance non nulle ä d. Les tangentes au lieu, issues

de F sont done des droites absolues. Le point F est un pseudo-foyer de la conique
et la directrice d est sa polaire.

La propriete precedente ne peut pas etre prise comme definition generale des

coniques car il existe de ces courbes qui ne possedent pas de foyer.

Pseudo-similitude

51. — Une affinite plane oil la paire de points absolus est conservee est une
pseudo-similitude. Si les deux points absolus sont les deux points unis impropres de

la transformation, la pseudo-similitude est directe. Si les deux points absolus se

correspondent Tun ä l'autre, la pseudo-similitude est inverse. La symetrie
pseudoorthogonale est une pseudo-similitude inverse. Toute pseudo-similitude inverse peut
etre obtenue en composant une pseudo-similitude directe et une des symetries prece-
dentes.

Une affinite plane possede au moins trois points unis. Si tous les points unis sont
impropres, la correspondance est une translation. Si le troisieme point uni est propre,
la transformation peut etre une homothetie. La droite impropre est unie point par
point. Ces deux cas sont de caractere affin. Excluons-les.

Le point uni propre d'une pseudo-similitude directe est le centre de la correspondance.

Les droites absolues issues de ce point sont unies. Dans le faisceau de droites

Archives des Sciences. Vol. 2, fasc. 28, 1975. 11
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porte par le centre, le birapport de deux droites correspondantes avec les droites
unies est constant. Soient deux paires de droites correspondantes de ce faisceau

a, a' et b, b'. La transformation conserve les birapports; les angles aa' et bb' sont
done pseudo-congruents. Comme l'affinite conserve la parallelisme des droites, la

propriete s'etend ä tous les angles. L'affinite conserve le rapport des segments de

supports paralleles. La pseudo-congruence des angles correspondants permet d'etendre
cette propriete ä toute paire de segments correspondants.

Une pseudo-similitude directe est determinee par la donnee d'un segment et de

son correspondant. En effet, une collineation plane est determinee par quatre paires
de points correspondants; ici ce sont les deux points absolus et les extremites homo-
logues des segments donnes.

Pseudo-rotation

52. — Une pseudo-similitude dans laquelle un point propre d'un pseudo-cercle
centre sur le centre de la transformation a comme correspondant un point de ce

pseudo-cercle est une pseudo-rotation.
Lors d'une pseudo-rotation, les cercles centres sur le centre de la correspondance

sont globalement conserves et deux segments correspondants sont pseudo-congruents.
II en est de meme des angles correspondants. L'angle de deux droites correspondantes
est mesurable et independant de la droite choisie.

Prenons un systeme d'axes pseudo-orthogonaux ayant comme origine le centre
de la transformation. Les equations de la pseudo-rotation sont lineaires et homogenes.
Posons done

x ax' + by' et y cx' + dy'.

La conservation des droites absolues, y + x impose

cx' + dy' + (ax' +by').

Nous avons done

a d et b c.

La conservation du pseudo-cercle d'equation x2 — y2 r2 donne

(a2 - b2) (x'2-y'2) r2 a2 - b2 1

Nous pouvons poser a ch (p, b sh (p. L'examen de la transformee de l'axe des x
montre que cp est la pseudo-mesure de l'angle de la rotation.

53. — Une paire de symetries pseudo-orthogonales dont les axes forment un
angle mesurable constitue une pseudo-rotation, d'angle double de celui des axes.

Toute pseudo-rotation peut etre consideree comme une telle paire de symetries.
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54. — Depuis Helmholtz, on appelle axiome de monodromie la proposition
suivante: il existe un mouvement des figures, distinct de Tidentite, qui ramene une

figure dans sa position initiale; lors de ce mouvement, un point quelconque de la

figure mobile decrit une courbe fermee. Cette propriete est en defaut en geometrie

pseudo-euclidienne.

III. GEOMETRIE BIPARABOLIQUE PLANE

55. — Dans un plan enrichi d'un Systeme pseudo-euclidien, supposons confondus
les deux points absolus. La geometrie de ce plan est dite biparabolique. Le plan porte
un unique faisceau de droites absolues et tout faisceau possede une droite absolue,

comme chaque droite porte un point privilegie, son point impropre.
Une construction fondamentale de la geometrie affine est le report d'un segment

sur son support. Rappelons-en l'essentiel. Soient AB le segment donne et A' l'extre-
mite correspondant a A du segment desire. Tragons une droite c parallele a AB et,
ä partir d'un point D, projetons AB sur c en EF. Par D, menons la parallele g ä AB.
La droite A 'Ecoupeg en H. La projection de Fsur AB, a partir de //est l'extremite B'
du segment demande. La construction repose sur l'existence du point privilegie de

la droite AB qu'est son point impropre.

56. — L'existence du rayon absolu d'un faisceau conduit ä la definition d'un
pseudo-report des angles etabli au moyen de la construction correlative de la prece-
dente. Soient un angle ab, la droite a', concourante avec a et b, cöte correspondant
ä a dans Tangle desire et la droite absolue issue du sommet. Tragons une secante d

qui coupe a et b hors du sommet. Par les droites e et /, joignons les intersections

precedentes ä un point arbitraire C de la droite absolue issue du sommet. Tirons
encore la droite h unissant Tintersection de d avec la droite absolue a celle de e et a'.
Cette droite coupe h en un point du second cöte b' de Tangle demande.

Ce dernier angle est celui obtenu par pseudo-report de ab, relatif ä la direction
choisie des droites absolues. Par analogie avec ce qui se passe pour les segmeqts,
les angles ab et a'b' sont consideres comme pseudo-congruents.

57. — Les reports precedents conduisent a la construction d'echelles uniformes,
rectilignes ou angulaires. Les premieres sont obtenues comme suit. Soient a le support
de Techelle, 0 et 1 les extremites du segment unite, b et c deux paralleles ä a. D'un
point quelconque D de c, projetons 0 et 1 sur b en 0' et 1'. Menons la droite 01elle
coupe c en F. Les points Fen 1' determinent la droite g; celle-ci coupe b en 2'. La

projection de 2' sur a a partir de D sur a est le point 2 de Techelle uniforme. La droite
2F determine le point 3' sur b et D3' donne 3 et ainsi de suite. La projection de 0'
ä partir de F donne —1. L'iteration de ces constructions donne Techelle uniforme
demandee.
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Correlativement, soient trois points A,B,C d'une droite absolue et Tangle unite
de cötes 0 et 1, de sommet A. Coupons la figure par une droite d, issue de C. Joignons
ä B les intersections avec 0 et 1 au moyen des droites 0' et 1L'intersection de 0 et 1'
determine la droite/issue de C; celle-ci coupe 1 en un point qui appartient au rayon 2

issu de B. L'intersection de ce rayon avec/ determine le rayon 2 du faisceau de sommet

A. De meme, l'intersection de /et 2 appartient au rayon 3' issu de B et celui-ci

coupe d sur le rayon 3' issu de B et ce dernier coupe d sur le rayon 3 du faisceau de

sommet A. Nous obtenons ainsi une echelle angulaire pseudo-uniforme, relativement
ä la droite absolue AB.

La construction precedente est projective; eile conserve l'ordre. Ainsi, aucun

rayon de l'echelle, quel que soit son numero, ne peut atteindre la droite absolue AB.
L'angle d'une droite avec une droite absolue est infini.

Dans la derniere figure, supposons C impropre. Les droites AB,d et h sont paralleles,

la figure ne differe de celle relative ä la construction d'une echelle uniforme
ponctuelle que par les notations. Autrement dit, la projection d'une echelle lineaire
uniforme portee par une droite absolue conduit ä une echelle angulaire pseudo-uniforme,

relativement ä la droite absolue issue du sommet du faisceau. Reciproquement
et correlativement, la section d'une echelle angulaire pseudo-uniforme par une droite
absolue est une echelle lineaire uniforme.

58. — Les echelles lineaires uniformes sont de nature affine, comme Celles de la

geometrie euclidienne. Au contraire, aucune echelle angulaire pseudo-uniforme de la

geometrie biparabolique n'est uniforme du point de vue euclidien.

Pseudo-perpendicularite

59. — L'extension au cas biparabolique de la pseudo-perpendicularite conduit
ä la conclusion suivante: la pseudo-perpendiculaire ä une droite, issue d'un point A

est la droite absolue issue de A. Ainsi, toute droite absolue est pseudo-perpendiculaire
ä toutes les droites propres du plan. L'angle d'une droite avec une de ses pseudo-

perpendiculaires est celui avec une droite absolue; il est infini.
Comme en d'autres domaines, la pseudo-distance d'un point ä une droite est

celle du segment porte par une pseudo-perpendiculaire abaissee du point sur la droite;
cette derniere est une droite absolue, done de pseudo-longueur nulle. Autrement dit,
la pseudo-distance d'un point ä une droite est nulle.

Pseudo-cercles

60. — Un pseudo-cercle de la geometrie biparabolique est une conique dont les

points impropres sont absolus. Cette condition peut etre realisee de deux fagons;
la conique est degeneree en deux droites absolues ou eile est une parabole ä point
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impropre absolu. Examinons les premieres. Soient C le centre du pseudo-cercle et A

un de ses points; la courbe passe par A et par son symetrique par rapport au centre.
Elle est constitute par les deux droites absolues passant par ces deux points. Ce pseudo-
cercle possede une infinite de centres portes par la mediatrice des deux droites prece-
dentes. Cet axe est une droite absolue. La donnee du centre et d'un point d'un pseudo-
cercle ou de deux points non alignes sur le point absolu determinent la courbe. Par
convention les rayons d'un pseudo-cercle sont pseudo-congruents.

61. — Le pseudo-cercle precedent donne le report d'un segment avec conservation
d'une extremite; la seconde extremite du segment ä construire appartient ä la droite
absolue issue de celle du segment donne. Le point absolu appartient au lieu des points
satisfaisant ä la question. Comme cela est valable pour toutes les pseudo-longueurs,
la pseudo-distance d'un point propre au point absolu est indeterminee.

62. — Deux pseudo-cercles ne se coupent generalement pas; s'ils sont distincts
et s'ils ont un point commun, une droite absolue appartient aux deux pseudo-cercles
consideres. La notion d'angle de deux pseudo-cercles est vide de sens.

63. — II existe un type de conique non degeneree de point impropre absolu, les

paraboles passant par ce point. Aucune parabole ne possede de centre de symetrie;
ces coniques different trop des cercles pour qu'on puisse leur attribuer un role
analogue ä celui des cercles. Le centre d'une telle courbe est son point impropre, done
le point absolu, point ä une pseudo-distance indeterminee de tout point propre.

Ces courbes ont cependant une ressemblance avec les cercles; elles sont
determines par trois points propres.

Triangles

64. — Dans un triangle ordinaire (dont aucun cote n'est porte par une droite
absolue), il existe un cote et un seul qui est coupe par la droite absolue issue du som-
met oppose. Les trois sommets determinent trois droites absolues distinctes. Un
triangle ordinaire n'est done pas inscriptible dans un pseudo-cercle.

Les deux droites absolues issues de deux sommets du triangle ne coupant pas
les cotes opposes constituent un pseudo-cercle. Si le troisieme sommet appartient ä

la mediatrice de ces droites, le triangle est pseudo-isocele. Ses jambes sont deux rayons
d'un pseudo-cercle; les angles ä la base sont pseudo-congruents.

65. — Une cathete d'un triangle pseudo-rectangle est une droite absolue; le

triangle est singulier. La seconde cathete est pseudo-congruente ä l'hypotenuse.
Celle-ci est pseudo-perpendiculaire ä la cathete portee par la droite absolue. Un
triangle singulier est pseudo-isocele et bi-rectangle. Le theoreme de Pythagore se

reduit ä l'aflfirmation de l'isocelie de ce type de triangles.
II n'existe pas de triangle pseudo-equilateral ni de triangle pseudo-isocele simple-

ment rectangle.
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Pseudo-similitude et pseudo-rotation

66. — La pseudo-similitude est une affinite qui conserve leur caractere aux droites
absolues et dans laquelle les angles correspondants sont pseudo-congruents. Cette

correspondance possede un point propre uni. Prenons-le comme origine d'un Systeme

pseudo-orthogonal de coordonnees. Un des axes est quelconque; l'autre est une droite
absolue. Appelons x la coordonnee portee par ce dernier axe; eile n'est pas une pseudo-

longueur, mais une coordonnee de type affin. Les droites absolues sont paralleles ä

Taxe des x. Leur equation est de la forme y constante. La conservation de leur
caractere a une consequence sur les equations de la transformation. Celle relative
ä y est de la forme y ay', ou a est une constante.

Soit x bx' + cy' la relation entre les abscisses de deux points correspondants.
La pseudo-congruence de deux angles homologues a pour consequence que les

differences des abscisses des intersections de deux droites correspondantes, issues de l'ori-
gine avec une droite absolue fixe est constante, proportionnelle ä l'ordonnee de cette

droite. Soient y mx et y' m'x' les equations de ces deux droites et r l'ordonnee
de la droite absolue consideree, kr la difference precedente, et x2 les abscisses des

intersections. Nous avons

r 1 r
Xj — ; x2 xt + fer r (fc -1 —

m mm
Done

1 1

—; —k •

m m

L'equation de la transformee est

ay' m (bx' + cy') ou y' (a - mc) mbx'.

L'inverse du coefficient angulaire est

a — mc 1 1

— — + k
mb m' m

La comparaison des coefficients donne

a 1 c

mb m h

Cela impose a b et c — ak. Les equations de la pseudo-similitude sont done
c

x ax' — cy' et y ay'. Le coefficient k est donne par k
a
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67. — Examinons le cas particulier oil a =1. Les droites absolues sont toutes

conservees; autrement dit les pseudo-cercles centres sur l'origine le sont. La transformation

est une pseudo-rotation. Elle est caracterisee par le coefficient k.
La correspondance a ay', x ax' est une homothetie. En geometrie bipara-

bolique, la pseudo-similitude resulte de la composition d'une homothetie et d'une
rotation.

IV. GEOMETRIE PSEUDO-EUCLIDIENNE SYNTHETIQUE
DE L'ESPACE

Conventions fondamentales

68. — Soit un cone quadratique. Par un point quelconque, menons les paralleles

aux generatrices de ce cone. Nous obtenons un nouveau cone, ayant le point choisi

comme sommet. Ces deux cones ont une directrice commune dans le plan impropre.
Faisons jouer ä cette courbe un role analogue ä celui des points absolus du plan pseudo-
euclidien. Nous obtenons ainsi une geometrie pseudo-euclidienne de l'espace. Les

relations de polarite relatives ä cette conique conduisent ä des droites ou des plans

pseudo-perpendiculaires. Les quadriques qui passent par eile seront qualifiees de

pseudo-spheriques (et non de pseudo-spheres de fagon ä eviter toute confusion avec
les surfaces ä courbure interne constante negative). Les courbes et surfaces contenant
cette conique seront considerees comme pseudo-circulaires.

Pour alleger le langage, nous dirons que la conique consideree ci-dessus est

absolue.

69. — Dans chaque plan, nous etablirons une geometrie pseudo-euclidienne
basee sur les intersections avec la conique absolue. Un caractere important de la

geometrie pseudo-euclidienne de l'espace est le suivant; les proprietes des plans
varient avec le caractere de leurs relations avec la conique absolue. Un plan qui la

coupe en deux points reels possede une geometrie pseudo-euclidienne; s'il y a tan-

gence, la geometrie est biparabolique. Enfin un plan qui ne coupe pas la conique
absolue en des points reels porte une geometrie du type euclidien oü le role des points
cycliques est assure par les deux intersections imaginaires conjuguees avec la conique
absolue. L'etude de la geometrie pseudo-euclidienne de l'espace exige done l'examen
de nombreux cas particuliers.

Digression sur les constructions fondamentales planes

en geometrie de structure euclidienne

70. — Dans un plan, admettons que le röle habituel des points cycliques est

rempli par une paire de points imaginaires conjugues distincts des points cycliques.
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Les pseudo-cercles sont des ellipses d'asymptotes paralleles entre elles; elles sont done
liees entre elles par des homotheties. Les points d'un pseudo-cercle sont pseudo-
equidistants du centre de cette courbe. Deux droites de directions conjuguees par
rapport ä un pseudo-cercle sont pseudo-orthogonales.

II y a pseudo-perpendicularite entre les cotes d'un angle inscrit ä un pseudo-cercle
si les intersections libres avec cette courbe sont les extremites d'un diametre. La pseudo-
rotation d'un segment autour d'une de ses extremites est obtenue au moyen d'un
pseudo-cercle. Le report des cathetes d'un triangle pseudo-rectangle conduit au

report d'un angle quelconque. Tous les angles sont mesurables et le choix de Tangle
unite est arbitraire.

Comme axes d'un Systeme de coordonnees, prenons deux diametres conjugues
d'un pseudo-cercle de rayon unite. L'equation d'un pseudo-cercle centre sur le

precedent est x2 + y2 r2. Cette relation est aussi l'equation d'un cercle, rapporte ä

des coordonnees orthogonales et ayant comme diametre un des diametres du pseudo-
cercle precedent. Ces deux courbes sont liees par une affinite perspective ayant le

support du diametre commun comme axe. Dans cette correspondance, les points
absolus deviennent les points cycliques du plan. Toute construction effectuee sur une
des figures est liee par l'affinite ä l'operation correspondante, effectuee sur l'autre. La
geometrie de structure euclidienne n'apporte done aucune idee essentiellement
nouvelle. Convenablement 6noncees, les proprietes habituelles lui sont applicables.

Pseudo-perpendicularite

71. — Un plan et une droite, deux droites ou deux plans dont les elements im-

propres sont conjugues par rapport ä la conique absolue sont pseudo-perpendiculaires.
En general, un plan et une droite pseudo-perpendiculaires ne sont pas incidents.
Les plans tangents ä la conique absolue font exception; un d'eux est pseudo-perpendi-
culaire aux droites de la gerbe de droites ayant le point de contact comme sommet.
Dans cette gerbe, le plan considere coupe un faisceau, celui de ses droites absolues.

Cette exception mise ä part, les proprietes de la pseudo-perpendicularite sont analogues
ä celles de l'orthogonalite euclidienne.

Deux droites gauches possedent une unique transversale pseudo-perpendiculaire
ä chacune d'elles. En effet, les points impropres des droites donnees determinent une
droite impropre. Le pole de cette derniere par rapport ä la conique absolue est le

sommet d'une gerbe de droites paralleles. Chacune des droites donnees determine

un faisceau de cette gerbe et l'intersection ce ces derniers est la perpendiculaire
commune.

Quadriques pseudo-spheriques

72. — Construisons un Systeme de coordonnees pseudo-orthogonales. Par un
choix approprie de l'origine et des segments unites portes par ces axes, nous pouvons
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donner ä l'equation d'une quadrique pseudo-spherique centree sur l'origine une des

deux formes
x2 + y2 — z2 r2 ou — x2 — y2 + z2 r2

Les premieres de ces surfaces sont des hyperboloi'des ä une nappe et les secondes

des hyperboloi'des ä deux nappes. Ces surfaces ont meme cone asymptote, celui

d'equation x2 + y2 — z2 0.

Coupons la figure par un plan passant par l'axe des z, celui d'equation y 0 par
exemple. Ce plan porte une geometrie pseudo-euclidienne. Le lieu des points pseudo-
equidistants de l'origine y est compose de la paire d'hyperboles conjuguees d'equations
x2 — z2 ± r2. L'extension ä l'espace des conventions faites dans le plan conduit
ä admettre que dans l'espace, le lieu des points situes ä la pseudo-distance r de l'origine

est forme des deux hyperboloi'des conjugues d'equations x2 + y2 — z2 + r2.

Report des angles

74. — Le report d'un angle exige tout d'abord la donnee du plan qui porte
Tangle ä construire. Nous allons voir que le report exige que ce plan et celui de Tangle
donne portent des geometries de meme type, pseudo-euclidienne ou de structure
euclidienne. Supposons tout d'abord que l'angle donne appartient ä un plan de ce

dernier type. Ses droites absolues apparaissent par paires imaginaires conjuguees.
Le birapport de ces droites avec les deux cotes de l'angle donne est un nombre
complexe de module unite. Dans un plan pseudo-euclidien, seules deux droites
imaginaires conjuguees possedent, avec des droites absolues, un birapport egal au precedent.

Ainsi, entre ces plans, il n'existe pas de pseudo-congruence des angles reels.

Si un des angles est porte par un plan de geometrie biparabolique, les deux

droites absolues sont confondues; le birapport avec elles des cotes de l'angle est egal
ä l'unite. Au contraire, dans un plan different, le birapport n'a cette valeur que pour
des angles nuls.

Supposons enfin que les deux plans consideres sont biparaboliques. Sur chacun

d'eux, il existe une pseudo-congruence interne des angles. Celle-ci s'etend ä des plans

biparaboliques paralleles. Mais d'un plan biparabolique quelconque sur un autre, le

report d'un angle revient ä celui d'un segment porte par des droites absolues. Celui-ci
n'est possible que dans le cas du parallelisme des droites absolues.

En resume, le report des angles est possible entre deux plans pseudo-euclidiens,
entre deux plans de structure euclidienne ou entre deux plans biparaboliques paralleles.
Les premiers n'exigent que des constructions projectives alors que les derniers font
appel ä des operations affines.

Dans le cas de structure euclidienne, l'emploi d'un appareil permettant de repre-
senter par des elements reels une paire de figures imaginaires conjuguees est indispensable.

En geometrie elementaire, on fait appel au compas.
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75. — La pseudo-perpendicularite est liee ä une relation d'harmonicite, done au

birapport — 1. Ce nombre peut etre considere comme etant complexe de module
unite et d'argument n. De ce fait, il y a pseudo-congruence des angles pseudo-droits
d'un plan pseudo-euclidien avec ceux d'un plan ä structure euclidienne.

76. — Un plan tangent ä l'absolu peut etre considere comme la position limite
d'un plan tournant autour d'une droite quelconque d vers la position de tangence.
Une pseudo-perpendiculaire ä d est separee de d par les deux droites absolues. A la

limite, celles-ci sont confondues. La pseudo-perpendiculaire est bien une droite
absolue. La convention faite plus haut est ainsi raccordee au cas pseudo-euclidien.

Pseudo-cercles

77. — Dans l'espace, toute section plane d'une quadrique pseudo-spherique est

un pseudo-cercle. Le centre de celui-ci est le pied de la pseudo-perpendiculaire abais-

see du centre de la quadrique sur le plan de la section, done l'intersection de ce plan
avec le diametre conjugue ä son orientation. Ces sections sont des hyperboles ou des

ellipses.

Sections pseudo-circulaires d'une quadrique

78. — Si une section plane d'une quadrique pseudo-spherique est un pseudo-
cercle, ses points impropres appartiennent ä la conique absolue; de ce fait, les sections
de la surface par des plans paralleles ä celui de la premiere section sont aussi des

pseudo-cercles. Le probleme de la determination de ces sections est celui de leur
orientation, done de leur droite impropre. Celle-ci passe par deux intersections de la conique
absolue et de celle appartenant ä la quadrique consideree. Ces deux courbes ont
quatre points communs. En general, il existe done six orientations de plans de

section pseudo-circulaire de la quadrique.
Les six intersections precedentes peuvent etre reelles, distinctes ou confondues

ou apparaitre par paires imaginaires conjuguees. Quatre intersections reelles

conduisent ä six systemcs dc sections pseudo-circulaires reelles. Deux intersections
reelles et deux imaginaires conjuguees ou deux paires d'intersections imaginaires
engendrent deux systemes d'intersections pseudo-circulaires reelles, toutes elliptiques
dans le dernier cas. La bitangence des deux coniques ne donne qu'un Systeme de
sections pseudo-circulaires; celles-ci sont des hyperboles; la figure est analogue ä une

quadrique de revolution.
Le cas de la tangence simple des deux coniques impropres n'apparait pas en

geometrie euclidienne. Au point de contact, chacune des deux quadriques possede

un plan tangent. Par ce point, il passe deux generatrices de chacune des surfaces.

Ainsi, la quadrique pseudo-spherique et celle examinee portent chacune une paire
de generatrices paralleles entre elles, reelles si la quadrique est ä une nappe. Supposons
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reelles les deux autres intersections. La quadrique porte alors trois systemes de sections

pseudo-circulaires et un seul si les intersections simples sont imaginaires.

V. GEOMETRIE PSEUDO-EUCLIDIENNE ABSTRAITE

Introduction

79. — La representation geometrique de la cinematique relativiste a conduit les

physiciens ä faire usage d'une geometrie ou la pseudo-distance est donnee par une
certaine fonction des coordonnees des extremites du segment considere. Cette
geometrie presente plusieurs analogies avec celle examinee ci-dessus, mais aussi quelques
disparites. Nous allons etudier tout d'abord le cas du plan.

Definitions

80. — Dans le plan, supposons trace un Systeme de coordonnees orthogonales
habituelles, x,t. Soient deux points de coordonnees xlt t2 et x2, t2. La pseudo-
distance de ces points est la racine carree arithmetique de la difference des carres
des differences de coordonnees x et t:

d y/(xi —x2)2 — (tj —t2)2

Cette pseudo-distance est reelle si, en valeur absolue, la difference des x: surpasse
celle des t. Dans le cas contraire, elle est un nombre complexe de composante reelle

nulle.
Les droites de pseudo-longueur nulle sont les paralleles aux bissectrices des axes.

Leurs deux points impropres sont les points absolus du plan. On leur attribue le meme
role qu'en geometrie pseudo-euclidienne synthetique. De lä provient le nom de

geometrie pseudo-euclidienne donne par les physiciens ä la discipline consideree ici.
Nous lui ajoutons la qualification d'abstraite parce qu'elle repose sur une convention
fondamentale de caractere analytique.

Par un point A, menons les deux droites absolues. Elles partagent le plan en deux

paires d'angles droits opposes par le sommet. Une d'elles est le lieu des points dont
les pseudo-distances ä A sont reelles, l'autre, celui des points pour lesquels cette

grandeur est imaginaire. Pour alleger le langage, nous les appellerons les semi-plans
reel et imaginaire, relatifs ä A.

Le pseudo-cercle de centre A et passant par B est une hyperbole equilatere ayant
les droites absolues issues de A comme asymptotes. Elle ne franchit pas ces droites.
Selon que B appartient ä Tun ou ä l'autre des semi-plans relatifs ä A, le rayon du

pseudo-cercle considere est reel ou imaginaire.
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Les pseudo-perpendiculaires et les angles jouissent des proprietes examinees en

geometrie pseudo-euclidienne synthetique. La pseudo-congruence des angles reste

une relation de projectivite oü les droites absolues se correspondent. Le caractere reel

ou imaginaire des pseudo-longueurs n'a aucun effet sur cette relation.

Theoreme de Pythagore

81. — L'equation d'un pseudo-cercle rapportee ä son centre et situe dans le semi-

plan reel relatif ä ce point est x2 — t2 - r2.

La coordonnee t est inferieure ä x. Cette forme est conservee si on rapporte la
courbe ä un Systeme d'axes pseudo-orthogonaux. La realite du rayon implique celle
de l'abscisse x. L'axe des t est porte par un axe appartenant au semi-plan imaginaire
relatif au centre. La pseudo-longueur de l'ordonnee t est imaginaire. Appelons-la (/).
Nous avons (f) it et l'equation du pseudo-cercle peut etre ecrite x2 + (t)2 r2.

On peut done enoncer le theoreme de Pythagore comme suit: Le carre de la pseudo-

longueur de l'hypothenuse d'un triangle pseudo-rectangle est egal ä la somme des

carres des pseudo-longueurs des cathetes. L'analogie de cette forme avec celle de la

geometrie habituelle est seduisante. II n'en faut pas moins rappeler que des deux

cathetes, une a une pseudo-longueur imaginaire et que le terme correspondant de la

somme est negatif.
Le theoreme de Pythagore est un lemme fondamental de la trigonometric. Les

considerations precedentes s'etendent done ä la trigonomegrie pseudo-euclidienne
abstraite. Pratiquement, il est plus simple d'avoir recours ä la trigonometric exposee
en geometrie pseudo-euclidienne synthetique et de lui ajouter un examen des figures

permettant d'affecter du coefficient i Celles des pseudo-longueurs qui sont imaginaires.
Cette complication rend la geometrie pseudo-euclidienne abstraite peu commode

pour l'etude generale des proprietes des figures. Cela est notarnrnent lc cas pour
certaines pseudo-similitudes.

Changements d'axes et transformation de Lorentz

82. — En considerant les coordonnees des points comme etant de caractere
affin et non comme des pseudo-longueurs, les equations representant une pseudo-
rotation d'un systeme d'axes pseudo-orthogonaux sont celles trouvees plus haut.

x x'. c/iy + t' shy, t x'. shy + t' chy

Le cosinus hyperbolique est superieur ä 1. Posons

"""Ti
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II vient

u
shy -t==.V 1 - "

Les equations ci-dessus deviennent

x' t'u x'u t'
x 7—= + —.

- U2 yji ~ U2 - u2
+ - u2

Ces equations sont apparues, ä la fin du siecle dernier dans les travaux de Lorentz
ä propos de ses recherches sur l'electromagnetisme. Elles ont ete retrouvees par
Einstein lors de l'elaboration de la theorie de la relativite restreinte. Les coordonnees

xetx' d'une part, t et /' d'autre part representent l'abscisse et l'heure d'un pheno-
mene se passant sur Taxe des x, observees par deux Operateurs en mouvement relatif
sur cet axe, k la vitesse uc, oil c est la celerite de la lumiere.

Dans la representation geometrique des phenomenes precedents donnee par la

geometrie pseudo-euclidienne, un changement d'observateur correspond ä une pseudo-
rotation d'un Systeme de coordonnees pseudo-orthogonales. La est le motif de l'inte-
ret que portent les physiciens ä la geometrie pseudo-euclidienne abstraite. Pour eux,
il ne s'agit pas de proposer un nouveau moyen d'etude des proprietes des figures, mais
bien d'alleger, par des considerations geometriques appropriees, l'expose de leurs

resultats.
Pour atteindre leur but, il ne faut pas se limiter aux phenomenes se passant sur

une droite mais envisager ce qui se passent dans notre monde geometrico-physique
tridimensionnel. A cela s'ajoute la coordonnee temps. On est done conduit ä faire

usage d'un espace de representation quadri-dimensionnel. On considere l'intervalle
de deux evenements, donne par la racine carree de la difference Ax2 — c2At2 dxest
la distance geometrique des lieux des deux evenements et A t, la difference d'heure lue

par l'observateur au moment oil il a vu les deux evenements. Pour deux observateurs

en mouvement relatif, les Ax et les At observes sont differents. Par contre l'intervalle
est le meme pour les deux. Cette Constance justifie l'interet de la geometrie pseudo-
euclidienne abstraite. La fecondite de cette representation s'est montree considerable.
Par exemple, l'exclusion des transformations imaginaires est liee ä l'inexistence de

vistesses superieures ä la celerite de la lumiere.
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VI. GEOMETRIE PSEUDO-EUCLIDIENNE
ET PRINC1PES DE LA GEOMETRIE

Axiomes et constructions fondamentales

83. — La geometrie classique repose sur un ensemble d'axiomes qui, depuis
Hilbert, sont classes en cinq groupes: appartenance (I), ordre (II), congruence (III),
parallelisme (IV) et continuite (V). L'ensemble des proprietes accessibles ä partir
des axiomes I, II, IV, et V, quelque peu modifie pour tenir compte de l'exclusion du

groupe III, constitue la geometrie affine, base des geometries euclidienne et pseudo-
euclidienne. Cette derniere differe de la premiere; cela ne serait pas le cas si les axiomes
de congruence etaient identiques dans les deux disciplines. Cherchons leurs disparites.

Hilbert distingue cinq axiomes de congruence; ils portent sur les segments, les

angles et les triangles. Le premier affirme la possibility du report d'un segment
quelconque, sur une droite arbitraire et ä partir de tout point. Tacitement, il resulte de

la definition du segment que la figure resultant du report d'un segment est un segment
d'extremites distinctes et bien determinees. Cela est le cas pour le report pseudo-
euclidien, ä condition que les droites utilisees ne soient pas absolues. Le report d'un
segment sur une droite absolue conduit ä une demi-droite. Si le support d'un segment
est une droite absolue, le resultat de son report sur une droite non absolue est un

segment nul. Ces deux constructions ne satisfont pas aux conventions rappelees ci-
dessus. En renon?ant ä ces dernieres, on pourrait admettre ä la rigueur les « reports »

precedents. Cela ne suffirait pas ä eliminer toutes les difficultes car le report d'un
segment porte par une droite absolue sur une autre, non parallele ä la premiere,
reste impossible. En conclusion, le report des segments par pseudo-congruence obeit
au premier axiome de congruence ä condition de rejeter les supports constitues par
des droites absolues. Cependant, il reste ä considerer le report affin sur des supports
paralleles, absolus ou non. Pour eux, tous les axiomes de congruence de la geometrie
euclidienne sont valables.

Le deuxieme axiome de congruence pose la congruence de deux segments respec-
tivement congruents ä un troisieme. Cette proposition est valable pour les segments de

supports paralleles et pour ceux de supports non absolus. II en est de meme pour le

troisieme axiome. Celui-ci exprime le fait que deux segments qui sont les sommes de

deux autres, respectivement congruents sont eux-memes congruents.
Ainsi, en excluant les droites absolues et en reservant le cas de parallelisme, les

proprietes fondamentales de la pseudo-congruence sont Celles de la congruence.
Cette exclusion a une consequence sur la structure d'un systeme d'axiomes de la

geometrie pseudo-euclidienne. Avant d'enoncer les axiomes de pseudo-congruence,
il faut faire apparaitre les droites absolues, done le parallelisme. En geometrie habi-
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tuelle, les droites absolues n'interviennent pas car elles sont imaginaires. U n'y a done

pas de raison imperieuse de faire figurer les axiomes de congruence avant ou apres
celui de parallelisme. L'avantage de le faire est le suivant. Au moyen des axiomes de

congruence, on peut demontrer l'existence de droites coplanaires et non secantes.

L'axiome des paralleles peut alors se limiter ä affirmer Tunicite de cette non secante.

84. — Selon Hilbert, la congruence des angles repose sur la reflexivite de cette
relation et l'existence du report. Examinons la premiere dans le cas de la pseudo-

congruence. Celle-ci est realisee par Tegalite des birapports des cötes avec les droites
absolues issues des sommets des angles consideres. Cela suppose que ce birapport est

bien determine, cas toujours obtenu si les cötes et les droites absolues sont distinets.
Si les deux cötes sont confondus, il n'y a pas d'angle. La question de la reflexivite ne

se pose pas. Examinons Tangle d'une droite a avec la droite absolue j. Nous sommes
conduits au birapport (ajjk). 11 est infini, done mal determine. On evite cet inconvenient

en examinant Tangle de la droite absoluej avec le cöte a. Le birapport correspondant

(jajk) est egal ä zero, done bien determine. La reflexivite a un sens, mais, contraire-
ment aux conventions habituelles, Tangle aj doit etre distingue de Tangle ja puisqu'ils
ne jouissent pas des memes proprietes. La simplicite des relations conduit ä renoncer
ä attribuer des proprietes de pseudo-congruence aux angles dont un cöte est absolu.

Quant ä Tangle de deux droites absolues, il conduit ä un birapport indetermine;
on ne peut pas parier de reflexivite.

85. — Dans le plan, le report d'un angle est une construction projective; il est

bien determine par la donnee de trois paires d'elements correspondants distinets.

Ainsi, le report des angles par pseudo-congruence existe lorsque ni Tangle donne ni
le cöte donne de celui ä construire ne comportent de droite absolue. Mais lorsque la

reflexivite est en defaut, le report n'est pas possible.
Ce qui precede concerne le plan. Le report d'un angle sur un plan distinct de celui

qui le contient exige que les deux plans consideres portent des metriques angulaires
de meme nature. II y a lä une seconde restriction ä imposer dans un axiome concer-
nant le report des angles.

86. — Le dernier axiome de congruence de Hilbert concerne les triangles. II
revient ä affirmer la validite du premier cas de congruence des triangles (un angle

congruent compris entre les cötes respectivement congruents). Cette propriete exige
l'existence de pseudo-congruence entre des cötes et des angles. II n'a de sens que pour
les triangles ordinaires.

Ainsi, Texclusion des droites absolues est la disparite essentielle entre la

congruence euclidienne et la pseudo-congruence. En geometrie pseudo-euclidienne
synthetique, il faut encore considerer que la symetrie absolue transforme un segment
en un segment pseudo-congruent au propose. Cela n'est pas le cas en geometrie

pseudo-euclidienne abstraite. Dans ce cas, il est necessaire de constituer une theorie
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particuliere de la pseudo-congruence des segments en tenant compte de la separation
eventuelle des points impropres des supports des segments consideres.

87. — En geometrie pseudo-euclidienne plane, le report des angles est justiciable
de la regie seule, si on dispose d'un trace des droites absolues issues d'un point quel-
conque. Les reports d'un angle pris dans un sens ou dans l'autre sont deux constructions

distinctes. En geometrie euclidienne l'utilisation d'une representation reelle des

paires de droites isotropes fait intervenir une figure quadratique. Les deux reports
precedents d'un angle sont realises dans une unique construction, generalement
realisee au compas.

88. — Le report d'un angle du premier type conduit ä la notion de multiple d'un
angle. L'echelle angulaire ainsi obtenue jouit d'une propriete de caractere archimedien:
il existe un multiple de Tangle unite choisi superieur ä tout angle donne du premier
type. Pour le voir, donnons une seconde construction de cette echelle. Par le sommet A

d'un angle, menons les droites absolues et une parallele m ä l'une d'entre elles. Appe-
lons M son intersection avec la seconde droite absolue a issue de A. Les cotes de Tangle
donne be coupent m en B et C. A partir d'un point arbitraire P de a, projetons B et C
sur la seconde droite absolue a' issue de A, en B' et C". La droite B'C coupe a en Q.
Menons QC' et soit D son intersection avec m. Appelons / le point impropre commun
de m et a'. Les deux projections donnent (MBCI) (AB'C'I) (MCDI) ou

Les angles BAC et CAD sont pseudo-congruents. L'iteration de la construction
conduit ä une suite de points portes par une demi-droite issue de M et dont les abscisses

sont en progression geometrique. Celle-ci contient des termes superieurs et inferieurs
ä tout nombre positif. C'est dire que l'echelle angulaire pseudo-uniforme depasse
dans les deux sens toute droite issue de A et non separee de b par les droites absolues.

L'axiome d'Archimede est valable pour les angles du premier type. Par contre, le

report repete d'un angle du premier type ne permet pas de depasser un angle du second

type. Ces angles sont des grandeurs non archimediennes relativement ä ceux du
premier type.

89. — L'angle unite est du premier type. II n'est done pas possible de choisir
comme tel l'angle de deux droites pseudo-perpendiculaires ou un de ses sous-multiples.

MC MD MC MD
ou encore

BC CD MB MC

Le theoreme de Pythagore

90. — A la suite d'Euclide, on demontre souvent le theoreme de Pythagore de

la geometrie euclidienne au moyen des proprietes des aires. D'elles, on deduit la relation

entre les carres des longueurs des cötes du triangle rectangle. D'autre part, il
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existe une demonstration directe du theoreme basee sur la similitude. Hilbert a

montre que si l'axiome de congruence des triangles ne porte que sur les figures de

meme sens, le theoreme sur les aires est valable alors que celui sur les longueurs des

cötes est en defaut. Les applicacions de ce dernier sont beaucoup plus nombreuses

que Celles de la relation des aires.

L'importance de cette distinction apparait encore dans le fait suivant. En n'ayant
recours qu'ä des proprietes affines, Pappus a demontre une relation de somme d'aires
de parallelogrammes construits sur les cotes d'un triangle quelconque. Si le triangle
est rectangle, le theoreme de Pappus est celui sur les aires des carres des cotes. Le
theoreme de Pythagore n'est qu'un cas particulier de celui de Pappus, theoreme

appartenant ä la geometrie affine.

Voyons comment se presente le theoreme de Pappus sur les pseudo-carres
construits sur les cathetes d'un triangle pseudo-rectangle. Soit ABC un triangle
pseudo-rectangle en A. Par les sommets B et C, menons les paralleles aux cotes AC
et AB, jusqu'ä l'intersection avec la droite absolue, issue de A qui ne coupe pas
l'hypotenuse BC. Par les intersections B' et C', menons les paralleles ä AB et ä AC
jusqu'aux intersections avec les prolongements de CA et BA. Nous avons construit
deux pseudo-carres ABB'D et ACC'E. Prolongeons les cötes B'D et C'E jusqu'en
leur intersection F. Tra?ons la droite AF ainsi que ses paralleles issues de B et C.

Nous obtenons deux parallelogrammes ABGF et ACHE, respectivement equivalents
ä ABB'D et ACC'E. Le triangle AEFest pseudo-rectangle en E. Les cathetes AEetEF
sont pseudo-congruentes ä AC et AB. L'hypotenuse l'est ä BC. Les cathetes du triangle
AEF sont respectivement pseudo-perpendiculaires ä Celles de ABC. La droite AF l'est
done ä BC. Transportons les segments BG et CH sur leurs supports en BG' et CH'.
Nous obtenons ainsi le Parallelogramme BCH'G' ä cötes pseudo-perpendiculaires.
Les cötes BC et BG' sont pseudo-congruents. Ce Parallelogramme est un pseudo-
carre. Ainsi, l'aire du pseudo-carre construit sur l'hypotenuse d'un triangle pseudo-
rectangle est egale ä la somme de celles des pseudo-carres construits sur les

cathetes.

Le meme resultat peut encore etre obtenu comme suit. Construisons le pseudo-
carre ACKL situe du cöte de AC oü se trouve B. Par une translation, transportons le

pseudo-carre ABB'D de faqon ä superposer les points L et D, en LMNO. Translatons
le triangle ABC en NMP et menons les droites BN et CP. Le triangle BO Nest pseudo-

rectangle en O. Ses cathetes sont respectivement pseudo-congruentes ä AB et AL,
done ä AB et AC. II est pseudo-congruent ä ABC. L'angle CBN est done pseudo-
droit. La figure BCPN est un pseudo-carre. Le triangle CKP est lie ä BON par une
translation; il en est de meme de NMP et BAC. Ainsi l'aire du pseudo-carre BCPN,
construit sur l'hypotenuse est egale ä la somme des aires des carres ACKL et LMNO
ou ABB'D, construits sur les cathetes. Comme la precedente, cette demonstration
est de caractere affin. On reconnait d'ailleurs deux demonstrations souvent exposees
dans les elements.
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91. — Le resultat precedent differe du theoreme de Pythagore relatif aux pseudo-
longueurs des cötes des triangles pseudo-rectangle; dans celui-ci, le carre de l'hypote-
nuse est 6ga\ ä la difference des carres des cathetes. La geometrie pseudo-euclidienne
est done du type que Hilbert qualifie de non pythagoricienne. En geometrie eucli-
dienne, l'expression metrique des deux theoremes est la meme; il est done possible
de les confondre. D'un point de vue general, operer ainsi, e'est profiter d'une coincidence

accidentelle. La demonstration par la similitude de la geometrie elementaire

porte sur les longueurs des segments. Montrons qu'elle s'etend ä la geometrie pseudo-
euclidienne.

Soit un triangle ABC, pseudo-rectangle en A. Tirons sa hauteur AD. Le point D
est exterieur au segment BC. Choisissons les notations de telle sorte qu'il appartienne
ä la demi-droite d'origine B qui ne contient pas C. Les triangles ADC et A DB sont
pseudo-rectangles en D. L'angle C est commun ä ADC et BAD. La pseudo-similitude
donne AC2 BC. CD. Les cötes de l'angle BAD sont respectivement pseudo-
perpendiculaires ä ceux de ABC. Ces angles sont pseudo-congruents et il y a pseudo-
similitude entre les triangles ABC et BDA. Cela conduit ä AB2 BC. (BD — BC)
Nous avons dejä obtenu les proportions precedentes au moyen de la theorie des

projections (al. 43). Formons la difference

AC1 - AB2 BC .CD - BC .CD + BC2 ou BC2 AC2 - AB2

Cette relation exprime le theoreme de Pythagore sur les pseudo-longueurs des

cötes des triangles pseudo-rectangles. La validite de cette demonstration montre que,
meme en geometrie euclidienne, la liaison entre la similitude et le theoreme de Pythagore

est plus profonde que celle avec les aires.

A propos des pseudo-cercles

92. — En geometrie pseudo-euclidienne synthetique, le lieu des points pseudo-
equidistants d'un point se compose de deux pseudo-cercles. Cette derniere courbe
ne peut done pas etre definie comme etant un tel lieu. La symetrie pseudo-orthogonale
est definie independamment de la notion de pseudo-cercle. Celui-ci peut etre considere

comme le lieu des points lies ä un point fixe par les symetries pseudo-orthogonales
relatives aux droites d'un faisceau. Le sommet du faisceau est le centre de la courbe.

La transformation resultant de la composition de deux de ces symetries dont les

axes forment un angle mesurable est une pseudo-rotation. Celle-ci engendre une
branche de pseudo-cercle. Elle correspond ä l'usage du compas en geometrie
euclidienne. Dans celle-ci, la rotation engendre le cercle complet.

93. — En geometrie euclidienne, l'associe d'un cercle est peu employe et ne l'a
ete qu'ä partir du xixe siecle. Cela est du au fait que, dans ce cas, la symetrie absolue
est une transformation imaginaire. En effet, dans un Systeme de coordonnees rectan-
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gulaires, l'equation d'une droite isotrope passant par le point d'abscisse a de l'axe
des x est y i (x — a). L'ordonnee de l'intersection avec l'axe des y est y ia. Deter-
minons l'abscisse de l'intersection avec la droite isotrope issue de l'origine et d'equa-

tion y — ix. eile est x -. La correspondance est bien une symetrie absolue.

94. — Les droites absolues reapparaissent ä propos de la symetrie orthogonale.
En geometrie euclidienne, coupons le cercle de rayon nul de centre A par une droite d\

par les intersections, menons les droites isotropes distinctes des precedentes. Elles

constituent un cercle de rayon nul dont le centre est le symetrique de A par rapport
ä d. La propriete subsiste en geometrie pseudo-euclidienne, avec des droites absolues

reelles.

95. — Dans les elements, le probleme de la longueur de la circonference et le

nombre n jouent un role important. En gdometrie pseudo-euclidienne, le probleme
ne se pose pas car un pseudo-cercle a une pseudo-longueur infinie.

Questions diverses

96. — La geometrie affine est mise en valeur par le fait qu'elle constitue un tronc
commun aux deux geometries euclidienne et pseudo-euclidienne. L'interet des coor-
donnees affines est mis en evidence par le fait qu'elles jouent un role important dans

les deux geometries pseudo-euclidiennes, synthetique et abstraite.

97. — En geometrie euclidienne, le theoreme de la somme des angles d'un triangle
possede une expression metrique simple: la somme des mesures de ces angles est

egale au double de la mesure d'un angle droit. L'extension ä la geometrie pseudo-
euclidienne ferait appel ä des mesures imaginaires d'angles. L'interet de telles
considerations est limite.

La mesure des angles suppose le choix d'une unite. II est commode de prendre
comme telle Tangle au centre d'un arc de longueur egale au rayon. On peut operer
de meme en geometrie pseudo-euclidienne synthetique. L'angle unite est alors obtenu

en reportant des pseudo-longueurs proportionnelles aux nombres ch 1 1,54308

et sh 1 1,17520 sur deux droites pseudo-perpendiculaires.
En geometrie pseudo-euclidienne abstraite, une telle definition n'est valable que

sous reserve, puisque la pseudo-longueur d'un arc de pseudo-cercle de rayon reel est

elle-meme imaginaire.

98. — L'existence d'une metrique reelle des angles applicable aux angles droits

permet d'etablir un lien entre la propriete de la somme des angles d'un triangle et
le theoreme de Pythagore. Soit un triangle ABC, rectangle en A, de cotes a,b,c. La
somme des angles B et C est un angle droit. On a done sin (B+C) 1. Elevons au
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carre l'expression developpee du premier membre et eliminons les cosinus carres que
presente cette expression. II vient

1 sin2ß + sin2C + 2 sin B sin C cos {B + C).

Le dernier facteur est nul. Nous avons done

Cette derniere relation est le theoreme de Pythagore de la geometrie euclidienne.
L'absence d'une relation metrique entre les angles d'un triangle elimine la possibility
d'un calcul analogue au precedent en geometrie pseudo-euclidienne.

99. — La geometrie pseudo-euclidienne, synthetique ou abstraite, ne donne pas

un moyen commode d'etude des figures. Par contre eile est l'occasion de quelques
reflexions interessantes sur la structure de la geometrie euclidienne. Par des moyens
simples, elle fournit un exemple de non validite de l'axiome d'Archimede relatif ä

certains angles et oü apparait un caractere non pythagoricien. En outre l'inegalite
triangulaire n'est pas toujours satisfaite. L'interet principal de son etude tient ä ces

possibilites et aux applications de sa partie abstraite ä la theorie de la relativite.

Conclusion
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