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ETUDE STATISTIQUE D'UN MODELE THEORIQUE
DESTINE A DETERMINER LA FORME

D'UN GISEMENT A L'AIDE DE SONDAGES

PAR

Pierre VUAGNAT
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INTRODUCTION

Le probleme qui est ä l'origine de ce travail est un probleme qui se pose dans

la recherche miniere en particulier: connaissant l'existence d'un gisement, comment
determiner son importance, ou plus exactement, comment determiner ses frontieres
La methode generalement utilisee consiste ä effectuer un certain nombre de sondages
ä intervalles reguliers, c'est-ä-dire ä quadriller la region envisagee d'un reseau de

sondages plus ou moins dense, suivant la precision avec laquelle on desire delimiter
le gisement, d'une part, et le cout de ces sondages, d'autre part.

On peut envisager le cas oh, au lieu de faire des sondages ä intervalles reguliers,
on ferait des sondages au hasard.

Nous laisserons de cote la question de la comparaison de ces deux methodes

et le probleme qui consisterait ä determiner, apres avoir fait certaines hypotheses
notamment sur le coüt d'un sondage, quelle est la methode la plus avantageuse.
Nous ne nous occuperons que du probleme en soi, probleme qui peut paraitre simple
au premier abord, mais qui, des qu'on veut le cerner d'un peu plus pres, presente
certaines difficultes.

La premiere notion qu'il s'agit de definir, est la notion de sondages au hasard.

Qu'entend-on par sondages faits au hasard En d'autres termes: comment choisir
un point au hasard dans un certain domaine situe dans un plan

La maniere de choisir ayant ete definie, il s'agit ensuite de savoir quelles seront
les variables aleatoires et les parametres statistiques que nous envisagerons et qui
nous permettront de juger la situation apres qu'une serie de sondages au hasard
aient 6te effectues.

En effet, supposons qu'une serie de sondages aient ete effectuds au hasard dans

une certaine region de prospection que nous supposerons rectangulaire et dont nous

supposons qu'elle contient un certain gisement; si la superficie du gisement est

suffisamment grande et si le nombre de sondages effectuds n'est pas trop petit, il
est tres probable que certains sondages se trouveront ä l'interieur du gisement et

d'autres ä l'exterieur.
En supposant, pour simplifier les idees, que le gisement est d'un seul tenant,

la frontiere du gisement se trouvera entre les sondages situes ä l'interieur du gisement
et ceux situes ä l'exterieur; elle sera done ä l'interieur d'une bände delimitee, d'une

part, par les sondages interieurs au gisement les plus peripheriques et, d'autre part,
par les sondages exterieurs les plus proches du gisement.

Supposons pour l'instant que cette bände est determinee; il est evident que plus
la superficie de cette bände, et en particulier sa largeur, sera petite, meilleure sera

la determination de la forme du gisement. II apparait done comme logique de prendre

pour mesure de la precision de la determination la superficie de cette bände; etant
donne que les points sont pris au hasard, la superficie est une variable aleatoire pour



LA FORME D'UN GISEMENT A L'AIDE DE SONDAGES 441

laquelle, ä döfaut de connaitre sa fonction de repartition, on tächera de calculer la
valeur moyenne et la variance.

Ces difficultes que nous venons de signaler d'une fagon tres sommaire, nous ont
amene ä tächer de simplifier autant que possible le probleme. Pour ce faire, nous
nous sommes tout d'abord place dans le cas tres particulier oil la region contenant
le gisement est un segment de droite. Le choix des sondages au hasard se ramene
alors au choix au hasard de points dans le segment envisage, et la bände, dans

laquelle se trouve la frontiere du gisement, se reduit ä un intervalle; ses extremitös

sont les deux points les plus proches dont Tun est ä l'interieur du gisement, l'autre
ä l'exterieur.

• sondages inl^rieurs

* sondages Exterieurs

Dans un premier chapitre nous avons etabli les formules donnant la valeur

moyenne et la variance de la longueur de cet intervalle en considerant successivement

le cas oü les points pris au hasard prennent des valeurs discretes et des valeurs
continues. Puis nous avons montrö que les formules obtenues dans le cas continu
peuvent etre obtenues si nous faisons un passage ä la limite dans les formules du cas
discret.

Dans un second chapitre nous avons aborde le probleme dans le plan. La
generalisation de ce qui a et6 fait sur la droite conduit ä des calculs extremement compli-
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ques. II nous a paru preferable de trouver un procede permettant d'utiliser les resultats
obtenus sur la droite, procede qui presente le double avantage de permettre l'cmploi
de formules relativement simples et de supprimer certaines ambigultes dont nous
avons parle ci-dessus.

A titre de verification des formules nous avons donne un exemple et les resultats
des tests effectues sur cet exemple.

Pour terminer, nous avons esquisse un procede plus direct d'envisager le
Probleme dans le plan qui presente plus, nous semble-t-il, un interet theorique que
pratique et conduit ä des formules extremement peu maniables.



Chapitre Premier

PROBLEME DANS L'ESPACE

1.1 Remarques preliminaires

Pour aller du plus simple au plus complique, nous avons tout d'abord envisage
le probleme dans l'espace Ex. On peut l'enoncer de la fagon suivante:

Soit AB un segment et C un point donne situe entre A et B. Choisissons

n points au hasard; appelons D le point le plus proche ä gauche, E le point le plus
proche ä droite de C et designons par x la distance DC et par y la distance CE

(fig- 1).

< x >< y >

i————>—-——-—i—>——-—-—<—-—<—i—>——1—1—i—-—*—>
A D C E B

Fig. 1

On peut envisager le probleme de deux manieres:

1. x et y sont des variables continues.

2. x et y sont des variables discretes; elles ne prennent qu'un nombre fini de valeurs

correspondant aux divisions du segment AB en un certain nombre de parties par
un nombre fini de points.

La seconde maniere correspond mieux ä la realite puisque toute mesure est

faite ä l'aide de certaines unites, la plus petite etant de grandeur finie; mais il est

evident que, lorsque l'unite minima est tres petite par rapport au segment AB
envisage, le fait de considerer jc et y comme des variables continues constitue une
bonne approximation. Afin de pouvoir apprecier le degre d'approximation, nous
avons etabli les formules dans les deux cas et nous avons montrd que Ton pouvait
passer des formules du cas discret aux formules du cas continu en faisant un passage
ä la limite sur les formules elles-memes.

Faisons pour terminer une remarque d'ordre methodologique: dans le modele

que nous avons adopte pour l'etablissement des formules dans le cas discret, nous
avons toujours envisage qu'un point choisi au hasard pouvait tomber plus d'une fois
sur la meme division; il est evident que du point de vue pratique un tel modöle n'est

pas exempt de critique.
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1.2 Cas discontinu

Supposons que l'intervalle AB soit divisE en (m— 1) parties par (m—2) points
equidistants. Pour la commodite du raisonnement, nous supposons que le point C,

qui partage AB en deux, se trouve a une distance infiniment petite ä gauche d'un
des points de division; en d'autres termes, si nous dEsignons par tu t2, tm_2 les

abscisses des (m—2) points de division et par tm-1 l'abscisse de B, nous supposons
que les abscisses possibles de C sont t2 — 0, t2 — 0,tm-1 — 0 (fig. 2).

II en resulte que la valeur minima de x est 1, tandis que la valeur minima de y
est 0. D'autre part, la valeur maxima de x, meme s'il ne tombe aucun point ä gauche
de C, est Egale au nombre de divisions, extrEmitEs comprises, ä gauche de C; la

valeur maxima de y, meme s'il ne tombe aucun point ä droite de la limite, est egale

au nombre de divisions, extrEmitEs non comprises, ä droite de C.

1.2.1 Calcul de la probability

Designons par P (X, Y) la probabilite pour que x X et y Y, et soit K la
distance de C ä 1'extremitE gauche A; la distance de cette limite ä 1'extrEmitE droite B
sera alors (m—K— 1). Examinons successivement les diflferents cas qui peuvcnt se

prEsenter:

a) X < Ket Y < (m-K-l)
L'EvEnement E {x X ei y 7} peut etre envisagE comme un EvEnement

composE de deux EvEnements E1 et E2:

E2 {aucun point ne tombe dans l'intervalle DE}
E2 { au moins un point tombe ä une distance X ä gauche et 7 ä droite }
P{E) P (Et) P (E2 sachant que El est rEalisE). On voit facilement que:

Pour trouver P(E2 sachant que E1 est rEalisE), raisonnons de la fagon suivante:

dEsignons par:
E' {il tombe au moins un point ä une distance X ä gauche ou ä une dis¬

tance 7 ä droite}

Ii Ü

f.-O
K m-K -1

Fig. 2
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E" — {il tombe au moins un point ä une distance X ä gauche }
E'" {il tombe au moins un point ä une distance Y ä droite j

On peut alors ecrire:

P(£') P(£") + P(£'") - P(E2) (1.2.0)

puisque

E2 {il tombe au moins un point ä une distance X ä gauche et une distance Y
ä droite}

D'autre part on voit facilement que:

m-X-Y
P (£") 1 -

£(£"') 1 -

P(E') 1 -

m-X-Y+1
m-X-Y

m-X-Y+1
m-X-Y-1
m-X-Y+1

En remplagant dans (1.2.0)

(m-X-Y - IV m-X-Y \" m-X-Y \"
x1 ~ \m-X-Y + l) ~ 1 ~ [m-X-Y + l) + 1 ~ [m-X-Y + l) ~

m-X-Y V (m-X-Y-lP(£2) 1-2 „ „ J +

d'oü

,m-X-Y + lJ Vw-X-F + 1

Ainsi

'm-X-Y +
P(X, Y) —YTi -2( m~x~T V+

J l \m-X-Y + lJ \m-X-Y + lJ J

p(x, y) -^(m-Y-y+ iy - 2(m-Y-yy + (m-Y-y-iyj.
b) X K et Y < m—K—l ou x < K et Y m-K-1

La probability P (£J reste la meme, soit:

P(£,) ^m-X-Y +
1J
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ou plus exactement

Piß i)

m-K-Y+1
m

K-X + 2\"
m

lorsque X K

lorsque Y m—K—l.

Quant ä E2, on peut le ddfinir de la fa?on suivante:

E2 {il tombe au moins un point ä une distance Y ä droite}
lorsque X — K

E2 {il tombe au moins un point ä une distance X ä gauche}
lorsque Y m—K—l.

On trouve facilement que

P(E2)

1 -

1 -

m-K-Y V
m-K-Y+1
K-X + 1Y

K-X + 2

si X K

si Y m — K — l

Par consequent

P(£)

Ym-K-Y + iy ^ _
V frt / L

m-K-Y
m-K-Y + ijJ] ,u K

K-X + 2Y

P{E)

)' H£ra)']
-^(m-K-y+ 1)" - (m-K-y)"J

^(X-Z + 2)n - (X-Z + l)" J

si Y m-K-1

si X K

si y m — K — l.

c) X= Ket Y m-K-1
II faut que tous les points tombent aux extrdmites du segment. On trouve facilement

que:
'
2N

P(E)
m
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En resume, on aura done:

1

P{X, Y)

(m —X —Y + 1)" — 2(m—X — Y)" + (m

si X < KetY <m — K — l
-X-Y — 1)" J

< Ket 1

Y y+1)" - (m-K- y)"J si X Ket Y

^ |\.K —X + 2)" - (K-X + l)" J

< m-K- 1

m

2\"
m

-X + 2f - (K-X + l)" siX < Ket Y m-K-l

siX Ket Y m-K-l
(1.2.1)

1.2.2 Verification que la somme des probabilites vaut 1

Montrons que la somme des P(X, Y) etendue ä toutes les valeurs possibles
de X et de Y vaut 1; en tenant compte des relations (1.2.1), nous pouvons ecrire:

-k-1 K 1 m-lt-2 K- 1

X X P(X,Y) - Z Z
y=o x=i 171 y o x=i

(m-X-Y + 1)" - 2(m-X-Yf +

(m--x-y-iyj
l m~k~2 r 1

+ Z \ (m-K-Y + iy-(m-K-YY \

m" Y=O L J

+ ^n?i [(K~X + 2T +

+ (s) ' (1.2.2)

Pour eviter d'ecrire chaque fois tous les termes constituant le second membre de

la relation (1.2.2) nous allons les envisager separement.

Considerons d'abord la premiere double somme et posons:
m — k — 2 K- 1

~|

A Z Z (m-X-Y+ l)n - 2 (m-X-Y)n + (m-X-Y-If
Y=0 X=l L J

m—k — 2 r K-l K- 1

Z \ I (m-X-Y-l)n -2 X (m-X-Y)» +
Y 0 U=1 X=i

K-l
£ (m-X-Y-iy\. (1.2.3)

J
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En faisant le changement de variable X X' + 1 dans la premiere somme en X
et X X' — 1 dans la troisieme, on peut efrire:

K-1 K-2
£ (m-X-Y+l)n X (m-X'-Y)"

X=l X' 0

et
j jf

Y, (m-X-Y-1)" £ (m—Xf — Y)n.
X=\ X' 2

En rempla?ant dans (1.2.3) on obtient:

m-K-2 r K-2 K — 1 K

z I (m-Z-yr-2 £ I (m-2T-y)n
y,=0 { X=0 X=\ X=2

m-K-2 f

I (m-y)" - (m-y-l)n - (m-+ + (m-y-X)n
y=o [

m-K-2 m-K-2 m-K-2
A £ (m-y)n- X (m-y-i)n - £ (m-y-x + iy +

y=o y=o y=o
m-K-2I (m-y-X)n

y=o (1.2.4)

Comme nous l'avons fait pour X, nous pouvons faire des changements de

variables pour Y; dans la deuxieme et la quatriöme somme posons Y Y'— 1;
alors on obtient:

m-K-2 m—K—1

Zf.. v i\n \r r\m
yfn -i-i) l yrn-i

y=o y= i

et
m — K—2 m — K— 1

£ (m — Y — Kf £ (m-y-Ar + l)"
y=o r=l

et en remplagant dans (1.2.4):

m-K-2 m-K-l m-K-2
A — £ (m - Y)B - X (m - Y)" - £ (m - Y - X +1)" +

r=o y=i y=o
m-A-l

X (m-Y-K + l)B
T=1

m" - (m-m + K + l)n - (m-K + l)n + (m-m + K + 1-X + l)"

et aprös reduction des termes semblables on a finalement:

A m" - (K + l)n - (m-K + l)H + 2". (1.2.5)
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Posons ensuite:

m-K-2r- -i
B £ I (m ~ K ~ Y +1)" - 0" ~ K ~ y)"J

m-K-2 m-K-2
£ (m-X- Y +1)" - £ (m-K-Y)n.

Y= 0

En faisant la substitution Y y' —1 dans la seconde somme, on peut ecrire:

m—K—2 m-K-l
B £ (m - y — K + 1)" - £ (m-y-K + 1)"

y=o y=l

(m - K + 1)" - (m - m + K + 1 - K +1)"

B (m-K + iy - 2". (1.2.6)

Posons enfin:

K-i rI \(K-)
jr=i L

X + 2)" - (K-X + 1)"

K-1 K-1
£ (K-X + 2)"- £ (K-X + l)".

*=1 X= 1

En faisant la substitution X X'+l dans la premiere somme, on peut 6crire:

C £ (K-X + l)" - £ (K-X + l)n
*=o x=i

(K + iy - (fc-x + n-i)"
C (K + iy - 2n. (1.2.7)

En remplasant dans l'expression initiale (1.2.2) les valeurs trouvees pour A, B
et C en (1.2.5), (1.2.6) et (1.2.7) respectivement, on obtient:

m-K+l K i r
(K + iy - (m-K + iy + 2"

y=o x=i

+ ^[(m-K + l)"-2-]
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m"

mn

1.

1.2.3 Calcul de la valeur moyenne de x+y z

Calculons maintenant la valeur moyenne de x+y z que nous designerons

par E (z).

Rappelons que si Xu X2,..., X„ sont les valeurs que peut prendre une variable
aleatoire x, la valeur moyenne de x est donnee par:

n

£(x) I PiXt
i 1

pt etant la probability que x soit egale ä Xt. Par consequent il s'agit de determiner
les valeurs que peut prendre la variable aleatoire x+y z et les probability corres-
pondantes.

Supposons pour fixer les id£es que:

K < m-K-l
Pour Z < K il y a Z manieres d'obtenir une somme X-{- Y egale ä Z:

X Y

~ 1 Z - I ~
2 Z - 2

Z 0

Par consequent la valeur moyenne de z, E (z), sera constitute d'un premier terme

qui sera le suivant:

*-< z2 V 1
y — (m-Z + 1)" - 2(m — Z)B + (m-Z-iy (1.2.8)

z=i m"l J

Pour les valeurs de Z telles que

K ^ Z ^ m-K-l
on peut rtsumer les differentes manieres d'obtenir une somme egale ä K, K+1,
m—K—l par les tableaux suivants:
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1

2
K - 1

K - 2

K - 1

K
K - 1

K

K
K - 1

2

1

m - K - 2

m - K - 3

K - 1 m -2K
K m - 2K - 1

En se reportant aux formules (1.2.1), on voit que dans chacun de ces tableaux
les (AT—1) premieres manieres d'obtenir Z ont une probability egale ä

1

m" (m-Z + 1)" - 2 (m — Z)n + (m-Z-iy

Par contre les dernieres combinaisons ont une probability donnee par:

1

m
(m-Z + 1)" - (m-Zy

Par consequent la valeur moyenne E (z) comprendra encore les deux termes suivants:

(m-Z + 1)" - 2 (m — Zy + (m
| m—K— 1

3i X
m 7.=K

-z-1)"J

m
Z(m — Z + 1)" - (m-Zy (1.2.9)

Pour les valeurs de Z telles que

m — K < Z < m — 2

on peut resumer lesdifferentes manieres d'obtenir unesommeegale km—K,m—K— 1,

m — 2 par les tableaux suivants:

1 m-X-ll
2 m — K — 2

K m - 2 K

2 m - K - 1

3 m — K — 2

K m - 2K + 1

K - 1 m — K
K m — K — 2

En considerant ces tableaux et en tenant compte des formules (1.2.1), on voit
que le nombre de fois oü la probability est donnee par

1

m"
(m-Z + 1)" - 2(m — Z)" + (m-Z-1)"
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est egal ä (m — Z—2) ;

et celui oü la probability est donn£e par

1

m'

est egal ä 2.

(m-Z + 1)" — (m — Z)" J

II en resulte que E (z) contiendra encore les deux termes suivants:

(m-Z + 1)" - 2(m — Z)" + (m-Z-l)"
m

j m —2

- £ (m — Z — 2) Z
Z=m-tf

1

+ —*Z2Zm Z=m— K
(m-Z + 1)" - (m-Z)"

Enfin E (z) comprendra encore le dernier terme

2\"

(1.2.10)

(1.2.11)

En additionnant les expressions (1.2.8), (1.2.9), (1.2.10) et (1.2.11), onobtiendra
la valeur moyenne E (z):

K-1 r
£(z> ZS X Z

m z= 1

(m — Z + 1)" - 2(m — Z)n -f (m-Z-l)'']
+ I z

m
(m-Z + 1)" - 2(m-Z)" + (m-Z-l)"

+ ^ I Z
m Z=K

(m-Z + 1)" - (m-Z)"

1 m-2 r
+ — X (m-Z-2)Z (m-Z + 1)" - 2(m—Z)" + (m-Z-l)"

m Z=m—K

m — 2

+ ^ s z
m 7=Z=m—K

(m-Z + 1)" - (m -Z)"J + (m — 1) —)
m) (1.2.12)

Considerons separement les differentes sommes constituant le second membre;

posons:

k — 1

A ZZ2 (m-Z + 1)" - 2(m-Z)" + (m -Z-1)"J.
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Apres quelques calculs simples on obtient:
K-1

A mn - K2(m-K +1)" + (K — l)2 (m — K)n + 2 £ (m-Z)". (1.2.13)
Z= 1

Posods ensuite:

B
m-K-1 rI Z m-
z=/r L

Z + l)n - 2(m — Z)n + (m -z-iyj.
Quelques manipulations permettent d'obtenir le resultat:

B K (m - K +1)" - (K - 1) (m - K)n - (m - K) (K + 1)" + (m - K - 1) K".
(1.2.14)

Laissons un instant de cöte la troisi&me somme et considerons la quatrieme somme
de (1.2.12); en posant

m— 2

C X Z(m—Z —2) (m — Z + 1)" - 2(m-Z)" + (m -Z-1)"J
Z=m-K

et en effectuant quelques calculs 61ementaires on arrive ä une forme plus simple:

C (m-K)(K-2)(K + l)n -(m-K-l)(K-l)Kn + (m- 1)2"
n-2

-2 X (m-Z)".
Z= m-K (1.2.15)

Considdrons maintenant les deux sommes qui restent, c'est-ä-dire la troisieme
et la cinquieme; pour ces deux sommes les termes etant semblables, on peut ecrire:

m-K- 1

Z Z (m-Z + 1)" - (m-Z)" 2 X Z |~(m —Z + 1)" — (m —Z)"l
Z=m-K L J

X zL-Z + l)"-(m-Z)"l+ Y Z [~(m —Z + 1)" — (m —Z)"l
Z=/r L J Z=m-K L J

Posons alors:

qui se reduit ä:

D £ Z
Z=K

(m-Z + l)B -(m -Z)"J

m —2

et

D K(m — K + l)n — (m —1)2" + £ (m -Z)"
Z K

E= y Z |~(m —Z + 1)" — (m —Z)"l
Z=m—K L J

(1.2.16)
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qui peut aussi etre mis sous la forme:

E (m — K) (K + 1)" — (m — 1) 2" + £ (m-Z)n. (1.2.17)
Z=m-K

En utilisant les notations ci-dessus, on voit facilement que

1

E(z)
m"

A + (K - 1) B + C + D + E + (m - 1) 2"

Remplagons A, B, C, D et E par les expressions obtenues en (1.2.13), (1.2.14), (1.2.15),
(1.2.16) et (1.2.17) respectivement:

E(z)
1

m"
m" - K2 (m -K + 1)" + (K- I)2 (m — K)" + K (K — 1) (m — K + 1)"

-(K- l)2 (m - K)" - (K -1) (m - K) (K + 1)" + (K - 1)(m - K - 1) Kn

+ (m-K)(K-2)(K + l)n - (m — K — 1) (K — 1) K" + (m - 1)2"

+ K(m-K + iy -(m- 1)2" + (m-K)(K + 1)" - (m - 1) 2"

K-1 m-K-\
+ (m — 1) 2" + X (m-Zy + X (m-Zy

z= 1 z i

Apres quelques mises en evidence et reduction de termes semblables, on obtient
finalement l'expression relativement simple suivante:

£(z)
1

m

K-I m-K—1
m" + X (m-Zy + XI (m-Zy

Z=I Z=1
(1.2.18)

Nous avons etabli la formule (1.2.18) en supposant queÄ^ < m—K— 1. Nous ne
donnerons pas tous les calculs pour le cas oil

K > m-K-1
mais nous nous contenterons de donner la formule de base analogue ä la formule
(1.2.12).

Supposons done que K > m—K— 1 (fig. 3):

B

m-K-1

Fig. 3

Pour Z t^m — K— 1 les differentes possibilites peuvent se resumer par les tableaux
suivants:



LA FORME D'UN GISEMENT A L'AIDE DE SONDAGES 455

X Y X Y *1
X
1

X Y X Y

[i o: 1 1 ~1 2~ 1 m-K-3 1 m-K-2
2 0 2 1 2 m-K-4 2 m-K-3

3 0 •

m-K-2 0

m-K-1 0

Z 1 Z 2 Z 3 Z m-K-2 Z m-K-1
On voit que le nombre de combinaisons dans chaque tableau est egal ä Z. Par

consequent E (z) est compose d'un premier terme:

m

i m—K—1

5 I ZZ
z= 1

(m-Z + 1)" - 2(m —Z)a + (m—Z — 1)"

pour m — K±+Z±+K—\ les differentes possibilites sont donnees par les tableaux
ci-dessous:

1 m-K-1
2 m—K—2

m-K 0

Z m-K

m-K-1
m — K — 2

m-K + 1 0

Z m-K + 1

2K-m m-K-1
2K-m + l m-K-2

K-1 0

Z K-l
Dans chaque tableau il y a (m — K) combinaisons donnant le Z correspondant. Mais
la probability des premieres combinaisons de chaque tableau est donnee par:

1

m"
(m-Z+ 1)" - (m-Z)"

tandis que Celles des (m — K— 1) autres est donnee par:

— (m-Z + 1)" - 2(m-Z)" + (m-Z-1)"
m" [_

Par consequent on aura deux autres termes qui sont:

(m-Z + 1)" - 2(m—Z)" + (m-Z)n(m-K-1) z
m"

+
1 K-l

m
~ I z
n t—i (m-Z + 1)" -(m-Zy

Z=m—K

Archives des Sciences. Vol. 20, fasc. 3, 1967.
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Pour K ^ Z ^ m — 2 les differentes possibilites sont illustrees par les tableaux
suivants:

X Y

2K — m +1 m — K — l

K 0

Z K

X Y

2K-m + 2 m-K-l

K 1

Z K + 1

X Y

K- 1 m-K-1'

K m-K-2
Z m — 2

Chaque tableau contient (m — Z) combinaisons; pour la premiere et la derniere de

chaque tableau la probabilite est donnee par:

— |"(m-
m" [_

Z + l)" - (m-Z)"

pour les (m — Z—2) autres par

1

m"

Par consequent nous aurons les deux nouveaux termes:

(m-Z + l)" - 2(m-Z)" + (m-Z-1)"

1 m-2 f— X (m-Z-2)Z (m-Z + l)" - 2(m-Z)" + (m-Z-1)"
m Z=K

m —22 m-2 r
(m-Z+l)" - (m-Z)"

Pour Z m—1 nous avons:

(m " " (I)
La valeur de E{z) sera done donnee par l'expression:

j m-K-l
E(z) — S Z

z= 1

m-K-l K~'
+ — I z

Z m-Km"

K-l
+ X Z

1

+ — I Z(m-Z-2)

(m-Z + l)" - 2(m-Z)" + (m-Z-1)"

(m-Z + l)" - 2(m-Z)" + (m-Z-1)"

(m-Z + l)'

(m-Z + l)" - 2(m-Z)" + (m-Z-1)

-(m-Z)"J
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^ m—2

+ - Z z
Z=Km

(m—Z + 1)" - (m-Zy']
1

+ — (m -1) 2". (1.2.19)

En effectuant des calculs en tous points analogues ä ceux que nous avons effectues

apres avoir etabli la formule (1.2.12), on parvient ä l'expression suivante de E (Z):

j r K-1 m-K-l -i
£(z) — m' + X (tn-Zy + Z (m-Z)"." L Z— 1 Z—-1 J

Comme on peut le constater, on trouve la meme expression que lorsqu'on suppose

que K < m — K— 1.

Passons maintenant au calcul de la variance de z.

1.2.4 Calcul de la variance de z

Designons par V (x) la variance de x. Par definition

F(x) E[x - E(x)]2

Un resultat classique donne une expression un peu differente de V (x):

V(x) E (x2) - E2 (x).

Nous utiliserons cette derniere relation pour calculer la variance de z.

Comme nous 1'avons fait pour le calcul de la valeur moyenne, nous allons
traiter separement les deux cas oü K est inferieur et superieur ä m—K— 1.

Supposons que K < m—K—I. Pour avoir E (z2), il suffit de nous reporter ä la
relation (1.2.12) et de remplacer dans cette relation Z par Z2. En procedant ainsi

on obtient:

£(z2) —A Z Z3 |~(m — Z + 1)" - 2(m-zy+(m -Z-l)"j
m — K— 1

+ (K-1) X Z2
Z= 1

m-K-l
+ Z Z2

Z=K
m — 2

+ Z (m-Z-2)Z
Z=m-X

m—2

(m — Z + 1)" - 2(m —Zy + (m

(m-Z + iy - (m-Z)"

(m-Z + 1)" - 2(m-Z)n + (m

-z-i)2]

+ 2 Z Z2
Z=m-K

+ (m — l)2 2"}

(m-Z + 1)" - (m-zy

-Z-1)"J

(1.2.20)
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Comme nous l'avons fait dans le cas de E (z), nous allons envisager separement les

differentes sommes du second membre:

/c-i
A X Z3

z I

(m-Z + l)" - 2 (m — Z)n + (m-Z-I)"

Apres quelques transformations, cette premiere expression se reduit a:

A m" [2 (K — l)3 - (K-2)3 + 6 (K - 1)] (m - K + 1)" (1.2.21)

K- 1

+ 6 X Z (m —Z)n + (K - l)3 (m - K)n.
Z 1

Posons ensuite:

m — K— 1

B X Z2
Z K

(m-Z + l)" - 2(m-Zy + (m-Z-1)2

En effectuant certaines transformations, ce terme devient:

B K2 (m - K + 1)" + [(K + l)2 - 2 K2 - 2] (m - K)n

- [2(m-K-l)2 - (m-K-2)2 + 2] (K + 1)"

m-K-l
+ (m-K-l)2 K" + 2 X (m-Zy.

(1.2.22)

Laissons un instant de cote la troisieme somme et considerons la quatrieme:

m — 2

^ - V (;„ -Z-2)Z2 (m-Z + l)" - 2(,n-zy + (m-Z-i)"
Z—m—K

L
Lv

Elle peut etre mise sous la forme suivante:

C (m-K)2(K-2)(K + iy + [(m - K + l)2 (K - 3) - 2 (m — K)2 (K — 2)

+ 4m - 6K + 4] K" + [(m - 3)2 + 4m - 8] 2"

+ 2 X (m —3Z-2)(m-Z)".
Z=m — K (1.2.23)

Quant ä la troisieme et ä la cinquieme somme, elles portent sur des termes semblables.

On peut done ecrire:

m—2m—K— 1

Z Z2
Z=K

m—2

Z z2
Z=K

(m-Z + l)" - (m-Zy

(m-Z + l)" - (m-Zy

+ 2 X Z2
Z m -K
m-2

+ X z2
Z—m—K

(m-Z + l)" - (m-Z)"

(m-Z + l)" - (m-Z)"



LA FORME D'UN GISEMENT A L'AIDE DE SONDAGES 459

En posant:

D= X Z2 j^(m-Z + l)n - (m-Z)"J

et

£ £ Z2|(m-Z+l)"-(m-Z)"l
Z=m—K L J

et en effectuant quelques transformations, on obtient finalement les deux expressions
suivantes:

D K2(m-K + l)n - j^(m — 2)2 + 2m - 3J 2" + £ (2Z + l)(m-Z)n

£ (m — K)2 (K +1)" — f"(m — 2)2 + 2m —
3~1

2" + £ (2Z + l)(m-Z)n.
L J Z=m-K

En resume, ä l'aide des notations employees ci-dessus, E(z2) peut s'6crire:

E (z2) +(K-l)B + C +D +E + (m — l)2 2"J

En remplacant A, B, C, D, E par leurs valeurs donndes par (1.2.21), (1.2.22), (1.2.23),
(1.2.24) et (.1.2.25) respectivement, on obtient:

E(z2) m" -m
2(K — l)3 - (K — 2)3 + 6(£-l) (m-K + 1)"- 1)J (m ~

+ (K — l)3 (m — K)n + 6 X Z(m-Z)"
z=i

+ K2(K-l)(m-K + l)n + [(£ + l)2 - 2 K2 - 2] (K -1) (m - K)n

- [2(m —K —l)2 - (m-K-2)2 + 2] (K - l)(K + 1)"

m—K—l

+ (K-l)(m-K-l)2 K" + 2(X-1) £ (m-Z)"
Z=K

+ (m-K)2(K-2)(K +1)"+ [(m-X + l)2(£-3) - 2{m-K)2{K-2)

+ 4m - 6K + 4] Kn + [(m - 3)2 + 4m - 8] 2" +
m—2

+ 2 X (m-3Z-2)(m-Z)n + K2(m-K + 1)"
Z=m-K

m —2

£(m — 2)2 + 2m - 3J 2" + £ (2Z + l)(m-Z)'
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+ (to - K)2 (K + 1)" - [(m-2)2 + 2m - 3] 2"

+ X (2Z + 1) (to — Z)" + (to — 1) 2" >.
Z=m—K j

Apres un certain nombre d'operations algebriques, dont nous ne donnons pas le

ddtail, on parvient ä la forme simple suivante:

K— 1 / Z\n m — K—l / Z\n
V{z) 1 + 6 X Z 1-- + X (2K + 2Z — 1) (1

Z=1 mj
m — 2 / 7\n

+ 2 £ Z —1) 1-- -£2(Z).
Z=m—K V m) (1.2.26)

Passons maintenant au cas oü K^m—K— 1. En se reportant ä la formule
(1.2.19), on pourra öcrire:

- m-X-l

+ {m-K-1) X Z2
Z-m-K

(m-zy + (m-Z-iy

(m-Z + iy - 2(m — Z)n + (m -z-iy]
K-1

+ I z2
Z=m~K

(m-Z + 1)I" - (m — Z)"J

+ X z2(m—Z —2)|jm—Z + l)" - 2(m-Z)" -f(m-Z-l)"j
Z—K

m —2

+ 2 X Z2
Z-K

(m-Z + l)" - (m — Z)"J + (m — l)2 2"|,

A partir de lä, les calculs etant analogues ä ceux que nous avons effectues dans

le cas oü K < m—K— 1, nous nous dispenserons d'en donner les details. Donnons
seulement la valeur finale de V (z):

m—K—\ / Z\n K—l / Z\n
K(z) 1 + 6 X Z(1-~) + £ (2to — 2K + 2Z —1)^1 — —J

z= 1

m-2
+ 2 X (to —Z — 1) 1 — E2 (z)

Z=K m
(1.2.27)

En comparant (1.2.26) et (1.2.27), on voit que suivant que K est inferieur ou
superieur ä {m—K— 1), la formule donnant V (z) est differente, ce qui n'etait pas
le cas pour la valeur moyenne E (z).
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Dans ce deuxieme paragraphe, nous avons etudie le cas discret; nous avons
ötabli les formules donnant les moments d'ordre 1 et 2, ou plus exactement le moment
d'ordre 1 et le moment centre d'ordre 2 de la distribution de z. II serait evidemment

interessant, si Ton voulait avoir une connaissance plus complete de cette distribution,
de calculer les moments d'ordre superieur. Toutefois, pour l'usage que nous voulons

en faire, il nous a paru süffisant de nous limiter ä ces calculs.
Les formules, du fait surtout que l'on a affaire ä des sommes, sont d'une

application assez malaisee. II nous a paru interessant de voir ce qu'on obtenait en suppo-
sant que les variables envisagees etaient continues. Cette etude fait l'objet du
paragraphe qui suit.

1.3 Cas continu

Passons maintenant ä l'etude du cas continu: nous pouvons poser le probleme
de la fa^on suivante: soit AB un segment de longueur unite et un point C situö ä

une distance A (0<A< 1) de l'extremite gauche de ce segment; on choisit n points
au hasard dans AB. Soit D et E respectivement les points les plus proches ä gauche
et ä droite de C. Posons

DC X et ~CE= Y.

1.3.1 Calcul de la fonction de repartition et de la densite de probability

Soit F (jc, y) la fonction de repartition de X et Y, c'est-ä-dire

F{x,y) Prob (Af <x, Y <y)

* * x y

I 1 1 1 1

A D C E B

Fig. 4

Considerons les divers evenements:

.Ej {II tombe au moins un point dans DC}
E2 {II tombe au moins un point dans CE}
E3 (il tombe au moins un point dans DC ou dans CEj
E4 {II tombe au moins un point dans DC et dans CEj

II est evident, d'apres le theoreme des probabilites totales, que:

P(E3) P(£i) + P(E2) — P(E). (1.3.1)

On voit facilement que les probabilites de Eu E2 et E3 sont donnees par:

P(E2) 1 - (1 -x)n
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P(E2) 1 -(1-y)"
P(E3) 1 -(1 -x-yY

par consequent, en remplagant dans (1.3.1)

1 -(l-x-y)n 1 -(1-x)" + 1 -(1-y)" — P(E)

D'oü
P(E) [1 - (1 -x)"] + [1 - (1 -y)"] - [1 - (1 -x-y)"]
P(E) 1 -(l-x)n -(1-y)" + (1 — x — y)".

P (E) est egale k F (x, y) lorsque x < X et y < \ —X.

Examinons les autres cas possibles:

1. x X et y 1 —X ;

il est evident que dans ce cas F (x, y) 1.

2. x X et y < I—X;

ce cas peut etre envisage comme compose de deux evenements E' et E":

En vertu du theoreme des probabilites composees, la probability P de ce cas est:

E' {II ne tombe aucun point dans AC}
E" — {II tombe au moins un point dans CE }

P P (£"). P (E" sachant que E' est realise).

Or il est evident que:
P(E') (1 — A)'

et P (E" sachant que £' est realise)

par consequent:

P (1 —Xy - (1 — A—y)".

3. x < A et y 1 —A;

par un raisonnement analogue, on trouve que

p A" — (A —x)B.
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La fonction F (x, y) est ainsi entierement definie. On peut resumer ces differents

cas en ecrivant:

F(x,y)

1 six Aety=l—A
(1 —A)" — (1 —X — y)n si x A et < 1—A

A" — (A — x)n si x < A et y 1 — A

1 — (1 — x)" — (1 — jO" + (1 —x—y)n si x < A et y < 1 -A
(1.3.2)

Pour calculer la valeur moyenne de x-\-y, il faut calculer la densite de probability

/ (x, y). On a

/(*, y) — 0 lorsque x A et y 1 —A

dF(x,y) _ i/(x, y) - lorsque x A et y < 1 —A
dy

dF(x, y)
J (x. y) lorsque x<Aetj 1—A

8x

d2 F (x, y)f (x, y) lorsque x<Aety< 1—A
dx dy

par consequent:

dy

n (A —x)"_1 (1.3.3)
dF(x,y) „

dx

d2F(x,y)—= (n-l)(l-x-y)n-2.
ox dy

1.3.2 Verification

Comme nous l'avons fait dans le cas discret, montrons que la somme des pro-
babilites vaut 1; cela revient ä montrer que l'integrale de la densite de probability
etendue ä l'intervalle AB vaut 1:

/ (x,y)dxdy 1

AB

En tenant compte des formules (1.3.3), on peut ecrire:

l-XX l-X
J f(x,y)dxdy n(n — 1)J J(1 — x — y)"~2 dxdy + n J (1 — A — y)"-1 dy
AB 0 0 0

X

+ n J (A—x)fl_1 dx
o
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Or
l-XX l-X

^l-x-y)"-2dxdy | { ~~*_f '] dy

0 0

l-X
1

-a-i-yy-1 +(i-y)"-1Uy
n- 1

_l_f(l -A-y)" (1 -y)n
n +1

j(l-x-y)"-
0

X

| (l-A-ji)""1
0

l-X

| (A — x)"_1 dx

:dxdy
1

n(n-l)
(1 — A)" - A" + 1

o o

i-x

dy
-(1 -A—>0"

-(A-x)n

i-x

A"

n

(1 -A)"

D'oii
J / (x, v) dxdy - (1 - A)" - A" + 1 + (1 - A)" + A" 1

1.3.3 Calcul de la valeur moyenne de x+y z

Calculons maintenant l'esperance mathematique de x + y par definition

£(z) J (x+y)dF(x,y) J (x +y)f(x, y) dxdy
AB AB

En considerant les formules (1.3.3), on obtient d'une fagon plus explicite:

l-XX i-x
£(z) n(n-l)J J(x+y)(l -x-y)n~2dxdy + n J (A+y)(l -A-y)"-1 dy

o o

+ n J(x +1 - A) (A— x)" 1 dx
o

Envisageons separement ces diverses integrales:

l-XX
n(/i —1)J J(x+y)(l-x-y)" 2 dxdy

o o



LA FORME D UN GISEMENT A L AIDE DE SONDAGES 465

l-X X X

n(n — 1) J { Jx(l —x -y)"~2 dx + ^ J(1 —x—y)"~2 dx } dy
oo o

l-X

.<*-»{ {
— x(l — x— y)n (1— x — y)"

n - 1 n (n — 1)

x x

y(l-x-yr~l
n — 1

dx

o

l-X
- X(i-X-y)-1 (1 -X-y)" (1 -y)'n(n-l) | 1 ; ; — +

n - 1 n (n -1) n(n-1)

y(l-X-yy~l y(l
n - 1

+
ij - 1

dx

-nXj \l-X-yf-'dy-l \l-X-yTdy+j \l-y)ndy
0 0 0

l-X l-X
-nj y(l-X-y)"~l dy + n$ y (1 -y)"'1 dy

D'oü
l-X

£(z)=-nAj (1 -X-y)n~ldy-\ (1 -X-yfdy + J (1 -y)ndy

l-X l-X
-nf y(l-X-y)" 1 dy + n J y(l-y)" 1 dy

+ «AJ (1 -X-y)"-1 dy + n$ y (1 - X->>)""1 dy
o o

X l-X
+ n Jx (A — x)"-1 dx + n (1 — -I) J (A —x)"_1 dx

o o

Un calcul elementaire de ces integrales fournit le resultat final suivant:

2 (1 — A)n+1 A"+1
E(z)

n + 1 n + 1 n + 1
(1.3.4)

1.3.4 Calcul de la variance de x+y z

Comme nous l'avons dejä signaie au paragraphe 1.2.4, la variance V (z) peut
etre calculee en utilisant la relation:

V(z) E (z2) — E2 (z) (1.3.5)
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En utilisant les formules (1.3.3), on peut ecrire:

i-x x

£(z2) —n(n — 1)J J (x + y)2 (1 — x — y)"'1 dxdy
o o

I — X X

+ n J (k +y)2 (1 — k — y)n~l dy + n J(x + 1 — A)2 (k —x)n~l dx
o o

Apres reduction de l'integrale double, on obtient:

i-x i-x
E(z2) — nX2 J (1 -X-y)"-1 dy - 22 (1-/1 -y)"dy-

2

0 0
n + 1

i-x

(l-l-y)n+l dy

+

I-X 1-X

(l-y)n+ldy - 2/i2 I y(1 -2-y)""1 dy
n +1

o o

1-X 1-X 1-X

- 2 j" y(l-X-y)"dy + 2$ y(l-y)"dy-n$ y2 — k—yf~l dy
o ooi-x i-x

+ J y2(l-y)"~ldy + n\ (l+y)2(l-X-yT-1 dy
o o

X

+ n j (x +1 — A)2 (A — xf~' dx
o

Apres le calcul des integrales simples on arrive au resultat final:

6 22(l-2)"+1 2(1—2) 2"+1
£(z2) -(n + i){n -t z) n -1- i n-i-r

4in+2 4ri -;r+2
(1.3.6)

(n +1) (n + 2) (n + 1) (n + 2)

Et alors, en remplagant dans (1.3.5), E (z2) et E (z) par les valeurs fournies par (1.3.)
et (1.3.6) on obtient:

_
6 22 (1 — 2)"+1 2(1—2) 2"+1 42n+2

(n + 1) (n + 2) n + 1 n + 1 (n + 1) (n + 2)

_
4(i —2)n+2

_
r 2

_ _2^_ _
(i-2)B+n2

(n + 1) (n + 2) |_n + 1 n + 1 n + 1 J
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Ainsi, comme dans le cas direct, nous avons obtenu les formules donnant la
valeur moyenne E (z) et la variance V (z). Les calculs effectues pour les etablir ont
ete beaucoup moins compliques et la forme finale, comme on peut aisement le voir,
est beaucoup plus maniable du fait que les sommes ont disparu.

Nous tenons, pour terminer, ä remarquer que la methode que nous avons envi-

sagee pour etablir ces formules aussi bien dans le cas discret que dans le cas continu,
n'est pas la seule. Le professeur Kaelin nous a notamment indique une methode qui,

par le calcul separe des esperances de A' et Y et un raisonnement indirect, fournit
une solution exigeant moins de calcul et, partant, plus elegante du probleme.

1.4 Passage du cas discontinu au cas continu par passage ä la limite
sur les formules finales du cas discontinu

1.4.1 Calcul pour E (z)

Dans le cas discontinu nous avions obtenu (formule 1.2.18):

1

m"

n —K—

£t(z) —\mn + X (m-Z)" + £ (m-Z)"
z= 1

et dans le cas continu (formule 1.3.4):

2 2"+1 (1 — 2)"+1
£2(z)

n + 1 n + 1

1

n+ 1

n + 1

2 - A"+1 -(l-2)n+1

Montrons que:

— oo

m — co

lim El (--) E2(z).

Nous pouvons ecrire:

Ei
m

1

m m"

n—K— I

-Mz) ^ m- + E (m-Z)" + E (m-'Zy
Z= 1

-j K— 1 \ / 7\n m—K—l -t / 7\"
mJ m mJ
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D£terminons:

V i zyA hm £ — 1

Z= 1

m= oo

K=<n

*-A

m\ m

Posons

lorsque

Z
— x,
m

1

Z 1 x —

d'oü

Z X - 1 x

X-l
m I

A - lim Y (1 — x)" —

«-»*_! "»

X- od m

*=X

m

K - 1

m

Par definition de l'integrale definie pous pouvons ecrire:

x

/I J (1 —x)" dx

De meme on aura
m —K — 1 j / Z\n 1 —X

lim Y ~ 1 J (1 — x)" dx '

z~\
m <x>

K=co

— A
m

m \ m

Par consequent

lim Ed-) =lim{i + Y-fl --Y +mz"'-fl - -V
mJ I m z== j m \ mj Z=I m \ m

m oo m oo

K= co K=<x>

-=X -=Xm m
X 1-X

|(1 — x)n dx + J (1 — x)"dx
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\-X
7!+ 1(l-x>

n + 1

(1-x).n+1

n + 1

(1 — A)n+1 1

o

An+1
+

1

n + 1 n + 1 n + 1 n + 1

2 (1 — 2)"+1 2"+l

n + 1 n + 1

£2 (z).

n + 1

1.4.2 Calcul pour V (z)

Dans le cas discret nous avions deux formules suivant que K etait inferieur ou
superieur ä m—K— 1:

Pour K < m—K—l, nous avions obtenu (voir formule 1.2.26):

V\ (z) 1 + 6
K— 1 / Z\n m — K—l / ^
E Z(l + I (2K + 2Z-1) 1--
r=i V m/ z-i V m

m—1 / Z\n
+ 2 X (m-Z-1) (1 — —) -E2(z)

Z=m-K
* m/

et pour AT > m— K— 1 (voir formule 1.2.27):

m—K— 1 / Z\W 1 / Z\"k;'(z)=1+6 y Z (1 + y (2m-2K + 2Z-l)(l--)
z=i V mj z=m-K \ mj
m—1 / Z\n

+ 2 y (m—Z — 1) 1 — E2 (z).
Z=K m

Dans le cas continu nous avions (voir formule 1.3.7):

6 22(1 — 2)"+1 2(1—2) 2n+1
V2 (z) -

(n + l)(n +2)

4(1 — 2)"+2

(n + l)(n +2)

Montrons tout d'abord que

42"

n + 1 n + 1 (n +1) (n +2)

-E2(z).

lim Vt (-) V2(z),

m oo

K=co

-=X
m
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lim V\ I — lim —5 V\ (z)
m! m

m oo m — oo

K= oo K=oo

~=\ -=X
m iu

K —1 / Z\n m — K— I / Z\W
+ 6 X Zll--) + I (2/C + 2Z — 1) 1

m
w co

A"= co

*-A

m-2 / 2\" "I 1

+ 2 X ("i —z — i) i —) -£2(*)
Z w-X

I ^.1 Z / Z\" 1 "'~K/2K 2Z 1\/ Z\" 1

lim -2 +6 I - " - + I — +—
m \ m/ m \ m m mJ\ m) tnz= 1

m co

K= oo

ATI

+ 2 Y (l-- "-)(l ~—2E2(Z)[ (1.4.1)
Z-m-A m m/\ "V W m

Considerons separement les diverses sommes du second membre. Posons

d'abord:
Z I Z\" 1

A lim 6 Y — 1 • —
z_, m\ m/ m

m — co

A"^co

*-A
m

z
En faisant la substitution — x, on obtient, lorsque

m

1

Z 1 x —
m

K - 1

Z K — 1 x
m

Par consequent:

A 6 lim y x (1 —x)"
m

m oo
x= _K oo "i

* ->
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X

6jx(l-x)"c/x.

En integrant par parties on obtient:

62(l-2)"+1 6(1 — 2)"+2
A — — +

n + 1 (n + l)(n + 2) (n + l)(n+2) (1.4.2)

Posons ensuite

"-*/ K Z 1\/ ZV 1
B lim X 2- +2 I"-

Z=K V m m mJ \ mJ m
m — oo

K= oo

*=x
m

z
En faisant la substitution: — x, on peut ecrire:

m

l-x/ 1\ 1

B lim X 22 + 2x (l-x)"--
*=x \ mJ m

m~ co

K= oo

m

1-X
2 J (2 + x) (1 — x)" dx

x

et apres une integration par parties:

22"+ 1 42 (1 — 2)" + 1 22"+2 2(1 — 2)"+2
B + - — +

n + 1 n + 1 (n + l)(n+2) (n + l)(n+2) (1.4.3)

Posons enfin
m-2 Z 1\/ Z\" 1

C lim 2 V 1 1 • —
z-m-K\ m mJ\ m) m

m — oo

K= oo

-=X
m

z
en faisant la substitution x —, on obtient

m

\-~ I 1\ 1

C lim y I 1 —x I (1 — x)" • —
*=i_x\ mJ m

m co

K co

- X
m

Archives des Sciences. Vol. 20, fasc. 3, 1967. 31
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l
2 J (1 -x)n+ldx

l

2r+2
+

n + 2 (1.4.4)

RemplaQons les valeurs de A, B, C donnees par (1.4.2), (1.4.3) et (1.4.4) dans la
formule (1.4.1), on obtient:

62(1 — 2)"+1 6(1 — 2)" + 2 6
lim Vl (z) - <w +

n + l (n + l)(n+2) (n + l)(n+2)
22"+1 42(1 — 2)"+1 22"+2

n + l n + 1 (n + l)(n +2)

2(1 — 2)" + 2 22" + 2 ,/z+ — + lim E
I n + 1) (n + 2) n + 2 \m j
22(l-2)"+1 4(1 — 2)" + 2 6 22"

+
n + l (n + 1) (n + 2) (n + 1) (n + 2) n + l
22"+ 2 22" + 2 ,/z1- lim E -(n + l)(n+2) n + 2 \my

et en modifiant l'ordre des termes

6 22(1 — 2)"+1 4(1— 2)"+2 22"
lim F, (z)

(n + 1) (n + 2) n + l (n + l)(n+2) n + l
22"+ 2 22"+ 2 ,/zs

H — lim £
(n + l) (n+2) n+2 \m

Pour retrouver la formule (1.3.7) du cas continu, il faut prouver que:

22"+1 22"+2 22"+2 22"+1 (1 —2) 42"+2

n+l (n + l)(n + 2) n + 2 n+l (n + l)(n+2)
c'est-ä-dire que:

2" + i r + 2 ^ + 2 (i_2)2"+l 22"+2
+ 7z~, =r : - — — 0.

n + l (n + l) (n+2) n+2 n + l (n + l) (n+2)

Or en mettant les differents termes au meme denominateur et en reduisant les termes
semblables on obtient successivement:

n+2 - 2 — (n + 1) 2 — (n + 2) (1 — 2)

(n + l)(n +2)
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n + 2 — 2 — nX — 2 — n + nX — 2 + 22
r+1 •

ce qui montre que

La demonstration que

(i +1) (M + 2)

lim Vi (J- j V2(z).

m oo

K=<x>

lim V\ — V2 (z)
m

m oo

X"=oo

est toute ä fait analogue.

C'est pourquoi nous n'en donnons que les etapes principales:

lim V\ (—) —j lim V\ (z)

m oo m oo

K=oo K= oo

£ x £ x
m mif / zv— lim <1 + 6 Y Z 1

I 7 — ^,— V V

m oo

K oo

£=i
a:-1 / z\"

+ V (2m —2K — 2Z — 1) 1

z=m=* \ m

+ 2 Y (m-Z-l)(l--Y -£2(z)|
Z=m-A \ "»/ J

On a done en definitive:

/z\ 62" + 1
(1 — 2) 62"+ 2 6

lim Fi — +\mj n + 1 (n + l)(n+2) (n + l)(n+2)
m oo

*-« 2(1 — 2)"+1 4(1—2) 2"+1 2(1 — 2)"+2
K — -{- —
m n + 1 n + 1 (n + l)(n+2)
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2 2"+2
+

(n + 1) (n + 2) n+2
6 2(1—2) 2" + 1

n + 1

2(1 -xy
n+2

2(1— 2)"+2 1

+ — lim — £ (z)
m

42"+ 2

(n + l)(n +2)

2(1 — 2)" + 2

~
(n + l)(n+2)

II reste ä montrer que:

22(1 — 2)"+1 4(1 —2)" + 2

n + 1 (n + l)(« + 2)

c'est-ä-dire que:

2(1 — 2)"+1 (1 — 2)"+2

(n + l)(n +2)
2(1-2)"

n + 1

+
1

iim
m

E2 (z).

2(1-2)"

+
(1-2)"

2(1 —2)"+2

n + 1 (n + 1) (n + 2)

(1 — 2)"+ 2

0

+
2(1-2)"-

n+2

n + 1 (n + l)(n + 2) n + 1 n+2
Or on voit facilement que le premier membre peut s'ecrire:

(1 — 2)"+1

(n + 1) (n + 2)
— (n + 2) 2 -(1-2) + n + 2 -(n + l)(l-2)

(1 — 2)" + 1

(n + 1) (n + 2)
(— n2 — 22 —-1 +2 + n +2 — n+n2 — 1+2) — 0.

ce qui acheve la demonstration.
Nous constatons ainsi que lorsqu'on passe ä la limite, les deux formules du cas

discret donnent le resultat que nous avions obtenu dans le cas continu.
Les resultats obtenus dans les deux derniers paragraphes nous amenent ä faire

la remarque suivante en guise de conclusion:
Dans la mesure du possible, c'est-ä-dire des que l'imprecision introduite ne sera

pas trop grande, on aura avantage ä utiliser les formules du cas continu.

Chapitre 2

PROBLEME DANS L'ESPACE E2

2.1 Remarques preliminaires

Des que Ton passe au plan, le probleme se complique fortement. En effet, alors

que sur la droite il ne peut y avoir qu'un point ä droite ou ä gauche du point donne,
il y a dans le plan par rapport ä un point donne une infinite non denombrable de
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directions. Les difficult^ apparaissent d'emblee lorsqu'on veut ddfinir la valeur

moyenne de l'aire de la « surface » ne contenant aucun point pris au hasard. Une
methode consisterait ä tächer de generaliser ce que Ton a fait sur la droite; c'est-

ä-dire ä considerer un rectangle ABCD et un point P donn6, situö ä l'interieur; on
envisagerait alors une partition de AB en un certain nombre m de segments egaux,
une partition de AD en un certain nombre n de segments egaux. En convenant qu'un
point« au hasard » serait obtenu en choisissant une abscisse (sur AB) et une ordonnde

(sur AD) au hasard, on pourrait aussi definir le plus grand rectangle « centre » en P
et ne contenant aucun point au hasard comme le rectangle ABCD passant par les

points les plus proches de P relativement aux deux directions AB et AD.
En procedant de cette fagon qui parait pourtant assez simple, on arrive tres

rapidement ä des calculs inextricables lorsqu'on veut calculer la valeur moyenne de

l'aire du rectangle « centre » sur P.
Nous avons done essay6 de simplifier ce probleme en l'envisageant d'une fagon

differente et sous un angle un peu plus pratique.

2.2 Etude d'une solution

Supposons que le contour limitant la portion du plan ä laquelle nous nous inte-

ressons, soit une courbe convexe fermee. Soit ABCD un rectangle contenant cette

D C

courbe fermee. Envisageons une partition du segment AB en n intervalles egaux et
tragons les paralleles ä AD passant par les differents points de division du segment
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AB. Ces paralleles coupent le contour S. Soient p' et p" deux paralleles voisines et
P' et P" les points d'intersection voisins de ces paralleles avec le contour S. Tragons
le segment parallele ä AB situe ä mi-distance de P' et P". En procedant de cette
fa?on pour toute paire d'intersections de paralleles voisines avec S, nous formons
un polygone qui est une approximation du contour d'autant meilleure que le nombre n
de divisions du cöte AB est plus grand.

Remarquons toutefois que l'approximation devient mauvaise pour les portions
du contour 5 dont les tangentes tendent ä devenir paralleles au cote AD du rectangle.

Pour remedier ä cet inconvenient, on peut dans ces zones defavorables proceder
de la meme fagon que nous venons de faire, mais ä l'aide de droites horizontales
(fig. 5).

Le remplacement du contour par un polygone permet d'appliquer les formules
que nous avons etablies dans le plan. En effet, envisageons une bände et le segment 5Z)
de droite qui constitue l'approximation du contour dans la dite bände (fig. 6).

A

Choisissons n points au hasard dans cette bände. L'un, que nous appellerons Pu
sera le plus proche du segment en dessus et l'autre, que nous appellerons P2 le plus
proche en dessous. Considerons les projections orthogonales Plt P2 et B de Pu P2

et du segment BD respectivement sur le segment AC. Nous sommes ainsi ramenes

au cas lineaire, B jouant le role de point frontiere. Nous savons calculer l'esperance

mathematique de Pt P2 et sa variance.
Nous prendrons alors comme esperance mathematique de l'aire du plus grand

rectangle ne contenant aucun point au hasard l'esperance de Pj P'2 multipliee par la

largeur de la bände BD, et comme variance la variance de P[ P '2 multipliee par la

largeur de la bände BD.
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2.3 Verification pratique des formules theoriques

Afin de verifier si les formules etablies ä partir d'un raisonnement theorique
donnaient des resultats valables, nous avons effectue un certain nombre d'experiences

pratiques. Nous avons precede de la fagon suivante: nous avons divise un carre de

100 unites de cote en 10 bandes de 10 unites de large; dans chacune de ces 10 bandes

nous avons choisi 20 points au hasard en prenant les coordonnees de ces points dans

une table de nombres au hasard. Ce travail a 6te r6p£te pour dix carres analogues

qui sont joints en annexe et numerates de I ä X (voir p. 481 et ss). Nous avons utilise

ce « materiel » pour les verifications suivantes:

Verification de I 'applicabilite des formules donnant les valeurs de E (z) et V (z)

Dans ce but nous avons dessinö sur un papier transparent un contour ferm6

quelconque (voir p. 486). Apres avoir pose ce papier sur les carres susmentionnes, nous

avons note, pour chaque bände coupant le contour, les ordonnees des points les plus
proches de la frontiere du contour, interieurement et exterieurement. Nous n'avons
considere que les bandes traversees deux fois par le contour.

Les distances P[ P '2 pour chaque bände ont et£ calculees par soustraction. Pour
la partie superieure du contour, les distances ont ete designees par Eh (z) et pour
la partie inferieure par EB (z). Nous avons condense sous forme de deux tableaux
les resultats obtenus pour les dix carres ainsi que les totaux et les moyennes des

dix valeurs de Eg (z) et des dix valeurs de EH (z) pour chacune des bandes.

Eb{z)

Carre

nde I II III IV V VI VII VIII IX X Totaux Moyer

20-30 10 13 2 11 11 9 8 3 12 2 81 8,1

30-40 17 8 14 3 5 11 16 15 16 13 118 11,8

40-50 4 9 3 8 4 9 10 4 28 17 96 9,6

50-60 5 11 8 28 33 15 23 15 3 5 146 14,6

60-70 28 14 8 10 17 19 6 4 8 7 121 12,1

70-80 1 0 11 9 23 12 4 22 17 11 110 11,0
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E„ (z)

Carre

Bande I II III IV V VI VII VIII IX X Totaux Moyennes

20-30 1 6 1 13 16 8 3 19 7 13 87 8,7
30-40 5 12 16 4 14 15 3 8 4 13 94 9,4
40-50 16 15 11 13 4 0 8 11 5 5 88 °0oo

50-60 13 12 3 7 12 3 20 10 5 11 96 9,6
60-70 8 9 8 14 11 9 11 11 11 19 111 11,1

70-80 7 2 6 8 9 12 17 14 11 12 98 9,8

La valeur theorique de E (z) que nous avons etablie antdrieurement est (voir
formule 1.2.18):

j f Jif-1 m—K— 1
-)

E(z) — \ m" + £ (m-ZT + £ (m-Zfl.
mn { z i z-i J

Si l'on se contente d'une precision de 1/10 de l'unite utilis£e, on constate que
la valeur de E (z) est la meme pour les diflförentes valeurs de K qui interviennent
dans cet exemple; elle vaut 9,5.

L'application du test de t pour tester la difference entre cette moyenne theorique
et les moyennes calculees a donne les resultats suivants:

E„(z) Eh(Z)

Bande Moyennes t Moyennes i dl

20-30 8,1 1,047 8,7 0,401 9

30-40 11,8 1,479 9,4 0,062 9

40-50 9,6 0,041 8,8 0,422 9

50-60 14,6 1,558 9,6 0,060 9

60-70 12,1 1,109 11,1 1,527 9

70-80 11,0 0,593 9,8 0,220 9

Comme on le voit, toutes les valeurs de t sont inferieures ä t0,oV 2,262 et

justifient ainsi l'application de la formule donnant E (z).
On peut faire un calcul analogue pour V (z). Nous donnons ci-dessous sous

forme de deux tableaux les valeurs de s2 et les valeurs correspondantes de V (z)
calculees pour des valeurs moyennes E (z) voisines de la frontiere du contour envisage.

Dans l'avant-derniere colonne nous avons les valeurs de %2 (N — 1 )s2/V(z)-
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Partie superieure de S

Bande j2 V(z) X2 dl

20-30 30,79 39,02 9,178 9

30-40 41,12 38,90 9,514 9

40-50 27,51 38,24 6,475 9

50-60 27,60 38,09 6,521 9

60-70 28,18 38,09 6,658 9

70-80 18,62 38,71 4,329 9

Partie inferieure de S

Bande j2 Viz) X2 dl

20-30 17,88 38,45 4,185 9

30-40 24,18 38,53 5,648 9

40-50 59,38 38,79 13,772 9

50-60 107,26 28,56 25,035 9

60-70 54,99 38,87 12,732 9

70-80 64,00 38,97 14,781 9

Dans ce cas egalement toutes les valeurs de ff (sauf une) sont inferieures ä la
valeur 0,05 16,919, ce qui nous permet de penser que l'application des formules
etablies pour V (z) est justifiee.

L'etablissement des formules d'une part, la verification que ces formules sont

applicables, d'autre part, pourraient inciter ä penser que le probleme est entierement
resolu. Malheureusement ce n'est pas le cas. Nous avons tenu ä preciser dans le

paragraphe suivant, aussi succinctement que possible, les difficultes qui se presentent
encore sans pour autant les resoudre d'une fa^on explicite.

2.4 Considerations sur l'application des formules precedentes

En fait, la situation qui se presente lorsqu'on veut determiner les limites d'un
gisement ä l'aide de sondages au hasard, n'est pas tout ä fait celle que nous avons
envisagee theoriquement. En effet, dans ce qui precede, nous avons toujours suppose

que la frontiere etait connue; alors que dans le cas pratique la frontiere est inconnue.
Le probleme est alors de savoir, comment et dans quelle mesure on peut utiliser dans

la pratique les formules etablies precedemment.
Donnons un procdde et tächons de determiner dans quelle mesure ce procede

est valable. Envisageons un carre ABCD representant la region ä sonder. Comme
dans le cas theorique, divisons le carre en n bandes. Supposons que nous desirions
effectuer au total N sondages. Nous ferons alors N/n sondages dans chacune des
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n bandes. Si nous supposons que la forme du gisement est convexe, la frontiere de

ce gisement coupera en general une bände en quatre points. Nous aurons ainsi une
partie des sondages ä l'interieur du gisement et une partie ä l'exterieur.

D C

P,Cx„yt)

Pl tXj.y,)

Designons par Pj (xj, et P (x2, y2) les deux points les plus proches ext^rieur
et interieur respectivement dans la partie superieure. Ne connaissant pas la frontiere,
nous la determinerons en nrenant la moyenne arithmetique des crdcnnees y\ et y2.

Remarquons qu'en procödant de la sorte, nous avons une double approximation,

d'une part ä cause du fait que nous rempla?ons la frontiere par un segment
de droite, d'autre part en faisant passer ce segment par le milieu de P lP2.

il est Evident que la premiere approximation sera d'autant meilleure que la

largeur de la bände sera plus petite, c'est-ä-dire que le nombre n de bandes sera plus
grand, et la seconde approximation que le nombre de points par bände sera plus
grand.

Comme la position de la frontiere par rapport au carre joue un role qui devient

rapidement negligeable lorsque cette frontiere n'est pas trop pres des bords du carre,
la precision depend essentiellement du nombre de sondages total et par bände.

Supposons que le nombre total N d'elements de sondage est donne (pratiquement
c'est souvent le cas du fait que Ton desire en general consacrer une somme determinee ä

l'enquete); par consequent les precisions des deux approximations que nous avons
mentionnees ci-dessus sont liees: l'une augmente au detriment de 1'autre. En effet, plus le
nombre de bandes est eleve, moins grand sera le nombre d'elements de sondage par
bände.
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Comment determiner ä priori la meilleure valeur de n et par consequent le
nombre de points par bände Cela depend essentiellement de la forme du gisement
qui est inconnue. II est vraisemblable que la meilleure methode est d'operer pas ä pas
de la fa?on suivante: choisir tout d'abord un nombre de bandes qui ne soit pas trop
eleve, puis, au vu des resultats obtenus, dans ces bandes, effectuer un nouveau
partage de certaines bandes.

En conclusion, il nous semble que l'elaboration d'une theorie applicable dans

toutes les situations est extremement compliquee et aboutirait ä des formules d'un
usage difficile. II est preferable, ä notre avis, d'etudier chaque situation en particulier
et de tächer d'utiliser, en la completant si cela est necessaire, une theorie relativement
simple analogue ä celle que nous venons d'esquisser.

Annexe

Nous donnons ici les dix carres dont nous avons parle ä la page 477 ainsi que
les mesures faites sur ces dix carres.

Pour etablir ces tableaux, nous avons employe un certain nombre de symboles,
dont la signification est la suivante:

IB point le plus bas interieur au contour

IH point le plus haut interieur au contour

Eb point le plus haut exterieur au contour et en dessous de IB

Eu point le plus bas exterieur au contour et en dessus de IH

Es 0) distance entre IB et EB — Iß ~- EB

?H 0) distance entre IH et Eh eh ~ IH-

Carre I

Eb (z) Eh (z)
Ib+Eb Eh+Ih

Bande Ib Eb Eh Ih
2 2

10-20 47 34 55 50 13 5 40,5 52,5

20-30 41 31 61 60 10 1 36,0 60,5

30-40 52 35 73 68 17 5 43,5 70,5

40-50 33 29 90 74 4 16 31,0 82,0

50-60 30 25 87 74 5 13 27,5 80,5

60-70 53 25 82 74 28 8 39,0 78,0

70-80 38 37 77 70 1 7 37,5 73,5

80-90 47 28 64 58 19 6 37,5 61,0
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Carre II

Bande Ib Eb Eh Ih Eb(z) Eh (z)
Ib+Eb

2
Eh+Ih

2

10-20 40 35 54 42 5 12 37,5 48,0
20-30 40 27 57 51 13 6 33,5 54,0

30-40 39 31 73 61 8 12 35,0 67,0
40-50 36 27 82 67 9 15 31,5 74,5

50-60 33 22 79 67 11 12 27,5 73,0
60-70 36 22 83 74 14 9 29,0 78,5

70-80 40 40 67 65 0 2 40,0 66,0
80-90 51 35 52 51 16 1 43,0 51,5

Carre III

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) Eh (z)
Ib+Eb

2

Eh+Ih
2

10-20 — 35 57 —
20-30 36 34 61 60 2 1 35,0 60,5

30-40 38 24 79 63 14 16 31,0 71,0
40-50 33 30 76 65 3 11 31,5 70,5

50-60 33 25 76 73 8 3 29,0 74,5
60-70 32 24 82 74 8 8 28,0 78,0
70-80 39 28 78 72 11 6 33,5 75,0
80-90 47 38 72 63 9 9 42,5 67,5

Carre IV

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) Eh (z)
Ib+Eb

2

Eh+Ih
2

10-20 40 30 46 40 10 6 35,0 43,0
20-30 46 35 65 52 11 13 40,5 57,5
30-40 38 35 63 59 3 4 36,5 61,0
40-50 35 27 88 75 8 13 31,0 81,5
50-60 28 0 78 71 28 7 14,0 74,5
60-70 38 28 89 75 10 14 33,0 82,0
70-80 45 36 78 70 9 8 40,5 74,0
80-90 52 47 67 53 5 14 49,5 60,0
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Carre V

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) Eh (z)
Ib+Eb

2

Eh+Ih
2

10-20 — —. — —
20-30 40 29 88 72 11 16 34,5 80,0
30-40 30 25 76 62 5 14 27,5 69,0
40-50 28 24 77 73 4 4 26,0 75,0
50-60 40 7 85 73 33 12 23,5 79,0
60-70 42 25 78 67 17 11 33,5 68,0
70-80 44 21 63 54 23 9 32,5 58,5
80-90

Carre VI

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) EhU)
Ib + Eb

2

Eh+Ih
2

10-20 41 21 51 44 14 9 34,0 48,5
20-30 41 34 65 57 9 8 38,5 61,0
30-40 46 35 83 68 11 15 50,5 75,5
40-50 39 30 74 74 9 0 34,5 74,0
50-60 31 16 78 75 15 3 23,5 76,5
60-70 38 19 81 72 19 9 28,5 76,5
70-80 47 35 83 71 12 12 41,0 77,0
80-90 52 48 58 52 4 6 50,0 55,0

Carre VII

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) Eh (z)
Ib+Eb

2

Eh+Ih
2

10-20 43 36 49 44 7 5 39,5 46,5
20-30 42 34 54 51 8 3 38,0 52,5

30-40 42 26 69 66 16 3 34,0 68,0
40-50 36 26 76 68 10 8 31,0 72,0
50-60 45 22 81 61 23 20 33,5 71,0
60-70 34 28 77 66 6 11 31,0 71,5
70-80 37 33 91 74 4 17 35,0 82,5

80-90 — —. — —
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Carre VIII

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) Eh (z)
Ib+Eb

2

Eh+Ih
2

10-20 — — — —
20-30 38 35 70 51 3 19 36,5 60,5
30-40 41 26 66 58 15 8 33,5 62,0
40-50 30 26 81 70 4 11 28,0 75,5
50-60 33 18 82 72 15 10 25,5 77,0
60-70 32 28 75 64 4 11 30,0 69,5

70-80 54 32 83 69 22 14 43,0 76,0
80-90 ~

Carre IX

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) Eh (z)
Ib+Eb

2

Eh+Ih
2

10-20 43 38 65 48 5 17 40,5 56,5
20-30 38 26 65 58 12 7 32,0 61,5
30-40 42 26 71 67 16 4 34,0 69,0
40-50 36 8 76 71 28 5 22,0 73,5
50-60 29 26 77 72 3 5 27,5 74,5
60-70 29 21 77 66 8 11 25,0 71,5
70-80 47 30 82 71 17 11 33,5 76,5
80-90 45 38 57 47

Carre

7

X

10 41,5 52,5

Bande Ib Eb Eh Ih Eb (z) Eh (z)
Ib-tEb

2

Eh + Ih
2

10-20 44 35 52 44 9 8 39,5 48,0
20-30 36 34 71 58 2 13 35,0 64,5
30-40 35 22 79 66 13 13 28,5 72,5
40-50 32 15 76 71 17 5 23,5 73,5
50-60 28 23 78 67 5 11 25,5 72,5
60-70 33 26 81 62 7 19 29,5 71,5
70-80 43 32 78 66 11 12 37,5 72,0
80-90 — — —



LA FORME D'UN GISEMENT A L'AIDE DE SONDAGES 485

BIBLIOGRAPHIE

Ghosh, M. N. (1949). Expected travel among random points in a region. Bull. Calcutta Statist.
Ass., 2, 83-87.

Gnedenko. B. V. (1963). The theory ofprobability. 2nd ed., New York, Chelsea Publ. Co.
Grundy, P. M., M. J. R. Healy and D. H. Rees (1965). Economic choice of the amount of experi¬

mentation. J. R. Statist. Soc. (B), 18, 32-55.

Krige, M. D. G. (1955). L'evaluation des gisements dans les mines d'or sud-africaines. Annales des

Mines, 144, 3-49.

Linder, A. (1964). Statistische Methoden. 4. Aufl., Basel, Birkhäuser.
Loeve, M. (1960). Probability theory. 2nd ed., New York, v. Nostrand.
Mahalanobis, P. C. (1944). On large-scale sample surveys. Philosophical Transactions of the Royal

Society (B), 231, 329-451.
Marks, E. S. (1948). A lower bound for the expected travel among m random points. Ann. Math.

Statist., 19, 419-422.

Matern, B. (1960). Spatial variation. Meddelanden fran Statens Skogsforskningsinstitut, 49, No 5,
1-144.

Matheron, G. (1962). Traite de geostatistique appliquee. Tome I, Paris, Technip.
Stevens, W. L. (1939). Solution to a geometrical problem in probability. Ann. Eugen., 9, 315-320.



486 ETUDE STATISTIQUE D'UN MODELE THEORIQUE DESTINE A DETERMINER

10 20 30 «0 50 60 70 80 90 100

Carr6 1.
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10 20 30 40 SO 60 70 60 90 100

Carr6 2.

Carr6 3
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10 20 30 4 0 5 0 6 0 70 8 0 90 100

Carr6 7.
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Carr6 8.

10 20 30 40 SO 60 70 60 60 100

Carr6 9.
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10 20 30 40 SO 60 70 90 90 100

Carr6 10.
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