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LTDENTITE DE LAGRANGE ET JACOBI
POUR UN SYSTEME STELLAIRE

FORME D'ETOILES ET DE MATIERE DIFFUSE

PAR

Pierre BOUVIER

RfrSUMß

On generalise un peu, en y incluant des etoiles, les relations de Lagrange et Jacobi appliquees
ä une configuration formee d'un gaz parfaitement conducteur. La limite superieure du champ
magnetique relative ä la stabilite d'une telle configuration s'en trouve rehaussee. Application ä la
stabilite d'un bras spiral de la Galaxie.

ABSTRACT

The Lagrange and Jacobi identities are written here for an inviscid and perfectly conducting
gaseous configuration sprinkled with stars. An increase of the upper threshold value of the magnetic
field for stability is obtained and the conditions for applying these considerations to the stability
of a galactic arm are further discussed.

1. Milieu gazeux parseme d 'etoiles

Considerons un Systeme cosmique compose d'etoiles et de matiere diffuse.
Chacune des etoiles, au nombre total de n, est definie par sa masse ponctuelle m",
ses coordonnees de position x"k et de vitesse v"k oil v 1,2 n\k 1, 2, 3.

Les equations du mouvement de l'etoile v soumise ä la force Fv sont done

dvl
(1) mv —- Flw dt k

alors que le mouvement de la matiere diffuse de densite p est decrit en tout point
par les equations

dvk
(2) P ~ h

at
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dvk
oü — est la derivee totale au sens d'Euler et f la densite de force.

dt

Negligeant les effets de frottement et de viscosite, nous regarderons les etoiles

comme des points materiels soumis au seul champ de force gravitationnelle global du

Systeme et la matiere diffuse comme un fluide gazeux parfait et de conductibilite
electrique infinie. Les seconds membres de (1) et (2) auront par consequent les formes

respectives
dV

(3) Fl m* —
dxk

8 H2\ 1 8 8V
(4) fk - — [P + — + — — (Hk Hj) + p —

8xk \ 8 7i J 47i oXj oxk

En (4) la convention de l'indice muet sommatoire a ete adoptee pour tout indice
inferieur repete; p designe la pression du gaz et Hk les composantes du champ magne-
tique produit par les courants electriques circulant librement dans la matiere gazeuse.

Le potentiel V, ici compte positivement (fonction des forces), est du aux ötoiles

et au gaz, de sorte que
v Vs + V9

oil separement
" mv

G I -v=l I * - * I

pour les etoiles, en ayant soin d'inclure le terme p de la somme precedente au cas

oil le point x coincide avec la position x" de 1'etoile p. G est la constante de gravitation.
En outre

>(*') dx'
V9(x) G

X — X

la divergence apparente au point x' x est evitee en negligeant l'interaction du gaz
contenu dans le volume infinitesimal dx' avec lui-meme vis-ä-vis de son interaction

avec le gaz exterieur ä dx.

Subdivisons maintenant la region occupee par le systeme en cases egales assez

petites pour que

1°) une case contienne au plus une etoile;

2°) la masse d'une case renfermant une etoile soit egale ä la masse de cette etoile.

Introduisons ici la distribution singuliere de Dirac

<5(x - xv) n
k= 1
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oü ö (xk — xvk) est ä envisager comme une limite de fonction, par exemple

<5 (xk — xvk) lim —— exp I — ——1.
o~o y/2c 2a2 J

La masse contenue dans une case de volume dx dxk dx2 dx3 se notera symboli-
quement

| p (x) + Yj m" & (x — xv) j dx

et nous ecrirons les equations du mouvement de la matiere situee dans une case quel-

conque du Systeme sous la forme

dvk v-, dvl ^(5) P-^ -xv)— =fk + ZS(x-x*)Fvk.
dt v dt v

Tenant compte des hypotheses 1°) et 2°) il est facile de voir que (5) se reduit ä (1)
si x coincide avec Tun des xv et ä (2) si non.

2. Identites de Lagrange et Jacobi

Pla?ons l'origine des coordonnees au centre de masse du Systeme, centre
suppose d'ailleurs commun aux etoiles et au gaz. Afin d'obtenir les relations de Lagrange
et Jacobi sous forme tensorielle, nous multiplions par x„ suivant la methode
habituelle, les deux membres des equations (5) apres y avoir remplace Fk et fk par les

expressions (3) et (4) respectivement, puis nous integrons sur le volume occupe

par le Systeme.
Le premier membre nous donne

f dvk dvvk 1 d2I,k
Px, — dx + y mvx, — 2Tlk

J dt v dt 2 dt2

oil Ilk sont les composantes du tenseur d'inertie

I,k jp*ixkdx + X mvxlxvk
V

et Tlk Celles du tenseur associe ä l'energie cinetique totale

2Tlk j pvtvkdx + ^ m"v]v\.
V

Au second membre de (5), les forces magnetiques et de pression donnent des

termes que Ton transforme en integrant par parties [1], Les integrales de surface qui
apparaissent alors sont supposees nulles aux confins du Systeme et il nous reste les

termes

[(y-l)U + m]ölk-2Wlk
oü 5ik 0 si i / k et 1 si i — k. V est l'energie interne definie selon
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(y -1) u $pdx

oil y est le rapport des chaleurs specifiques du gaz. D'autre part est relatif au
tenseur

1

a«,*
871

Ht Hk dx

dont la trace est l'energie magnetique 9R.

Les termes de nature gravitationnelle sont ä examiner d'un peu plus pres; ils
comportent les interactions entre etoiles et gaz, entre elements gazeux.
Pour ces derniers, l'energie d'interaction vaudra

evg
p-vWfk

dxk
dx

1

- - G
2

(x. —x.) (x, -xt)
p (x) p (x') ; dx dx'.

X —X

Dans l'interaction etoiles-gaz, nous devrons additionner les termes

dxf 8v°, v v r
\p X, — dx — G X rnv p X, —,

J dxk v J |x-xv|-
et

obtenant ainsi

dV9
X m' x] — - G I m'
v CXl v

px, dx

wsA
(X _ vVWY _"if VaAEv I / \ v »

m p {x)—
v J I ^ „v 13

dx

dans ces expressions, les contributions des self-potentiels sont negligees au sens indi-
que plus haut, ä propos de la definition de V9 (x).

Enfin l'energie potentielle mutuelle des etoiles a pour valeur

wrk cx mvx;— X
Vk (1 #v

apres symetrisation.

mH

- -ZLL m m rv ß # v jc" |3

Reunissant ces diflerents termes, nous parvenons aux identites tensorielles de

Lagrange et Jacobi

1 d2I,k
(6) 2 Tk + [(y -1) U + an] dlk - 2 + wlk

2 dt2

qui presentent la meme forme qu'en presence du seul fluide gazeux, mais oil ici
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rlk vk + n, ilk i,'k + i?k

wik w;i + w?k + w*{.

La symetrie tensorielle du second membre de (6) nous assure la conservation du
moment angulaire total du Systeme

Sp(x.vk ~ xkVf)dx + £ mv(xX - const.
V

La contraction de (6) conduit ä la forme scalaire de l'identite, soit

1 d21

ll?
avec

T T- + Tg W Wss + W9 + W9g I Is + Ig

(7) T 2T + 3(y - 1) U + SR + W
^ ltz

3. Configurations d'equilibre

Quand le Systeme considere est dans un etat d'equilibre, les relations (6) et (7)
s'ecrivent

(8) 27lk + [(y -1) U + ®t] Sik - 2©1„ + Wlk 0

(9) 2T + 3(y-l) U + m + W 0

et traduisent le theoreme du viriel.

D'apres (8) le tenseur
2Tik - 2Wlk + Wlk

est reduit ä la forme diagonale; plus particulierement si le fluide est au repos et en

l'absence de champ magnetique,

2Ti + Wlk — (y — 1) U öik.

Les etoiles, soumises ä la seule gravitation, ne sauraient etre au repos:

27,1 IV
Ms etant la masse totale des etoiles. Dans le cas de stricte isotropic des vitesses autour
du centre de masse, nous aurons

v,vk 0 si / ^ k

par suite le tenseur Wlk apparait sous forme diagonale, ce qui est compatible avec

une symetrie spherique du Systeme.

D'autre part, l'energie totale du Systeme s'ecrit

(10) £ 7+ t/ + 9JI + W

Archives des Sciences. Vol 20, fasc 3, 1967. 28
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et ['elimination de 9.1! - W entre (9) et (10) nous donne

£ - T - (3y - 4) U

oü T Ts -+- Tq. Done meme si Tg 0, on aura toujours Ts > 0 de sorte que la
condition y > 4/3 n'est plus necessaire pour que E soit negative.

Etant donne que les energies T et U sont positives, la relation (9) entraine en

particulier, comme condition de stabilite du Systeme

9Jt + W < 0

soit

(11) SR < | W |

Or W est la somme de trois termes negatifs auxquels on pourra donner les formes

1 Ml 1 M\ MsMa
W« - - Caa — W" Css —- Wsg - Cso

s 9

2 09 r 2
ss £ 59 R

dans la mesure oü Ton est capable de definir un certain rayon R de la configuration.
Les facteurs de structure C dependent des repartitions de masse Stellaire et gazeuse.
La condition (11) nous montre que la presence d'etoiles parmi le gaz a pour effet
de rehausser la valeur critique que le champ magnetique moyen ne doit pas depasser

pour que le systeme reste stable.

Si le mouvement du gaz etait neglige, comme dans l'etude de D.N. Limber [2],
Wsg se red ui rait ä

x](Xi -x))
G Y, '»v p dx

X - X- |-

ou, remplagant la masse infinitesimale pdx par la masse finie du gaz contenu
dans la case /. et niv par la masse Am\ de la case v contenant une etoile

I vv I2 _ X2 • xv
wsg G y Y Am] Ami —s 9 I vA |3

v A ^ v I * I

avec Ami 0 en vertu des hypotheses 1°) et 2°) du n° 1 | ,yvA | est la distance
d'une case X sans etoile ä une case v contenant une etoile.

4. Stabilite d'une configuration cylindrique

Soit un cylindre indefini de section circulaire, contenant du gaz et des etoiles,
ainsi qu'un champ magnetique parallele ä Taxe. Les equations du mouvement radial
s'ecriront, pour les etoiles et pour le gaz respectivement
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dvx 8 H2\ 8V
(13) "In =+ +

oil les symboles v, p, H, V ont le meme sens que precedemment. Designons par

M,(r) M, (r) + Mg(r)

la masse par unite de longueur situee dans un cylindre de rayon r inferieur au rayon R
de la configuration.

Suivant le procede adopte au n° 1, nous groupons les equations (12) et (13)
en une seule equation, notee symboliquement

dv' ^ 1 dvy d H2\ 8V
(14) + -'•,^7=

1 dV
+ - ö(x-xv) —

v r dr
oil 5 (x — xy) designe le produit

5(r-rv)^(0-0v)^(z-zv)
relatif aux trois coordonnees cylindriques r, 9, z.

II reste ä multiplier les deux membres de (14) par r2 drd 9 dz et ä integrer sur le

cylindre de rayon R et de longueur unite ce qui conduit d'abord ä:
M

dvr dvy 1 d2 I
r — dMJr) + Y mv rv — T - 2T

dt sW ^ dt 2 dtI'
oil I Is + Ig est le moment d'inertie par unite de longueur par rapport ä l'axe du
cylindre, avec

Js £>v(rv)2, /, \r2dMg{r).
M

2

De meme pour l'energie cinetique T Ts + Tg, oü

drv\2
2TS 2Tg

f /dr\2

dt) dMg '

Au second membre, le terme de pression nous donne [3]
R

12\
2n J r2 dr ^ 2 (y -1) U + 25D1

alors que la force de gravitation se tire de l'equation de Poisson
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1 d dV\

oü la densite totale de masse a pour valeur

par consequent

P, P + Zm'-i(x-x")r

dV M,(r)
— 2 G ,V

dr r

Le terme d'energie potentielle du gaz est egal ä:

IG-2%
MAr) -

r dr p —= GM2

1'interaction gaz-etoiles est decrite par
O

f M,(r) C

2G 2n r dr p 2G MsdMg
R

ä quoi on ajoutera le terme

2
V

Numerotons les etoiles v par ordre croissant des distances rv ä l'axe r; si le

Systeme est assez dense en etoiles, nous pourrons remplacer mi" par la masse A Ms (r")
dans une couche cylindrique autour du rayon r" ct poser alors

2G X m" Mg (rv) ~ 2G ^ A Ms (rv) Mg (rv) ~ 2G J Mg dMs.
V V

L'energie mutuelle des etoiles nous donne

2G X m" Ms(r") * 2G £ AMS(rv) Ms(0 GM2S
V V

et finalement le total de ces quatre termes s'eieve ä

G(MS + Mgf GM2.

L'identite de Lagrange et Jacobi ainsi obtenue

Id21
(15) 2T + 2(y — 1) U + 25Dt - GM2

revet done la meme forme que celle dont s'etaient servis Chandrasekhar et Fermi [3]

pour un cylindre compose uniquement de gaz. Dans (15) cependant, les grandeurs I,
T et M renferment les contributions du gaz et des etoiles.
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Dans un etat d'equilibre, le premier membre de (15) est nul, ce qui entraine
corame condition necessaire de stability

an < - GM2
2

ou, en termes de valeurs moyennes

(16) Hm (TT2)1'2 < 2nGlll~p,R

5. Stabilite d'un bras de la Galaxie

Un bras de la Galaxie se presente localement ä peu pres comme une portion
de cylindre de matiere diffuse parsemee d'etoiles et l'on peut chercher ä appliquer,
comme l'ont fait Chandrasekhar et Fermi [3] sans tenir compte des etoiles, un critere
tel que (16) au bras spiral dans lequel nous sommes situes.

Avec les donnees [5]

R 250 pc p 2 x 10~24 ps 4 x 10-24 g/cm3

nous donne

Hm < 7.5 x 10~6 gauss

valeur tres proche de celle obtenue par Chandrasekhar et Fermi ä partir de la deviation

angulaire moyenne du plan de polarisation de la lumiere d'une etoile lointaine
vue normalement ä Taxe du bras spiral [4].

Toutefois, en appliquant (16) ä un cylindre gazeux seulement, la valeur critique
serait reduite au tiers de celle obtenue en incluant les etoiles du bras. Mais l'orienta-
tion des grains de poussiere, cause de la polarisation, exige peut-etre un champ
magnetique superieur ä 10"5 gauss [6].

De toute fagon, la schematisation d'un bras spiral par un cylindre isole en equi-
libre est trop sommaire, car si la matiere diffuse est eventuellement confinee en partie
par son champ magnetique, les etoiles nees dans cette matiere diffuse auront des

vitesses capables de les entrainer, apres quelques dizaines de millions d'annees, dans
des regions de la Galaxie exterieures au bras spiral.

En considerant un bras spiral comme un cylindre courbe en anneau, la force
magnetique due au champ dont les lignes de force sont etirees le long de l'anneau
viendra s'ajouter ä l'effet du champ de gravitation de la Galaxie [7]. Un bras spiral
pourrait aussi etre deplace vers le centre galactique s'il augmente sa masse par accretion

au cours de la rotation differentielle. [8] D'autre part, il est egalement possible

que le gaz du bras spiral soit soutenu par une force telle qu'en produirait une pression
de radiation cosmique issue du centre galactique.

Dans le premier cas, les etoiles auraient tendance ä tourner moins vite que le gaz
et ä s'en detacher vers l'exterieur; dans la seconde eventualite, les etoiles tendront
ä deriver vers l'interieur, done ä se rapprocher du centre galactique, comme semblent
l'avoir fait les Cepheides I relativement ägees [9].
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Une connaissance plus complete des mouvements relatifs des etoiles et de la
matiere diffuse apparait necessaire pour justifier mieux, sur une certaine duree, l'etat
d'equilibre d'un bras spiral forme de gaz et d'etoiles.

Observaloire de Geneve
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