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Seance du 3 juin 1965

P. BOUVIER — Sur l'attraction gravitationnelle d'une configuration spherique.

On connait les deux theoremes dus ä Newton:

1. Une couche spherique homogene n'exerce aucune action sur les points de

son interieur.

2. Une couche spherique homogene attire les points exterieurs comme si toute
la masse etait reunie ä son centre.

Leur demonstration peut se faire par voie geometrique elementaire ou bien en

invoquant l'equation de Laplace verifiee en tout point non situe sur la couche.

Nous proposons ici une autre demonstration de ces deux theoremes.

Envisageons d'abord dans le plan n points equidistants disposes sur un cercle

de rayon a et de centre 0; le point j (j - 1,2, n) est dote de la masse »ij et nous

posons Y.mi — m-

Soit A un point k distance OA r du centre.
Numerotons les points dans le sens positif ä partir de la direction OA et designons

par a Tangle donnant la position du point n relativement ä OA dans le sens nögatif.
Le potentiel — V du point A du aux n points du cercle sera la somme des poten-

tiels dus ä chaque point isolement et l'on ecrira

j=i j sj

avec des unites rendant egale ä un la constante de la gravitation. Or nous avons

Introduisant les polynomes de Legendre, nous devrons distinguer deux cas, selon que
r est inferieur ou superieur ä a.

Ecrivant V,„t ou Vext pour V suivant que A est interieur ou exterieur au cercle
de rayon a, nous trouvons respectivement

j

P; jcos 2n— — a
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En faisant tourner le plan d'un angle infinitesimal dip autour de la direction OA,

le cercle de rayon a decrit un fuseau spherique d'ouverture dep. Au point j faisons

correspondre l'element d'aire

a2 sin Ojdd:d(p ou 0- 2n- — a
n

et la masse infinitesimale dm} a a2 sin 0 dO dip oü o est une densite superficielle,
constante par hypothese.

Conservant les expressions obtenues ci-dessus pour les V, nous passons ä la

limite n -* oo de sorte que les masses drrij recouvrent finalement tout le fuseau. Dans
ces conditions, on ecrira

a -* 0 Oj -> 0 drrij -* dm a a2 sin 0 dO dip

et la somme sur l'indice j devient une integrale sur 0, de 0 ä 27:; integrant en outre
sur ip de 0 ä 7i nous obtiendrons, en vertu de la propriete d'orthonormalite des P,

4n a a2 m
Vint — const.

a a

ces deux expressions traduisent bien les theoremes de Newton dont on fera l'extension,

par superposition de couches minces, ä une sphere pleine dont la densite de masse est

fonction de la seule distance au centre.
Notons encore que le potentiel de la couche spherique homogene infiniment

mince de rayon a varie de faqon continue quand on traverse cette couche, tandis

que la force d'attraction par unite de masse subit une discontinuite. En effet, tant
que r <a l'attraction est nulle, gmt 0 et si r>a, eile vaut en valeur absolue

£e« m/r2

Enfin lorsque r a, l'attraction subie par le point A de la part d'une zone infiniment
etroite d'angle polaire 0 vaudra, apres projection sur OA,

dm 0
dq —sin -s2 2

oü dm — 2na2o sin ddO, s 2a sin -; apres integration sur 0 de 0 ä n, on obtient

g m/2a2 \ (gmt + gM)a

Manuscrit re?u le 23 juin 1965.
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