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SUR L’ETUDE DES TRANSITIONS
DANS LES SYSTEMES QUANTIQUES PAR L’EMPLOI
DE « SUPEROPERATEURS »

PAR

Jacques RAVATIN et Guy MESNARD

INTRODUCTION

Une méthode de calcul s’appuyant sur la notion de super-opérateur [1, 2] a été
présentée récemment par Banwell et Primas [3] et appliquée a la résonance magnétique
nucléaire.

Banwell et Primas ont traité des problémes dits d’ordre 1 et 2 dans lesquels les
algébres d’opérateurs sont construites sur des espaces vectoriels de dimensions 1 et 2

[4, 5, 6]. IIs utilisent le superopérateur A = HP — p, p appartenant au corps des
P

complexes et #P étant le superopérateur de dérivation correspondant a I’hamiltonien
A (les opérateurs seront désignés par des lettres majuscules et les superopérateurs par
des lettres majuscules surlignées). Ceci ne permet pas de traiter les problemes d’ordre 3
et plus.

Nous allons envisager le probléme d’ordre 3.

On part des développements représentés par 1’équation matricielle:

=4 oy By oA
ﬁ i = | a2 8272 B |, (1)
4 a3 B3 73 4

les ¢éléments tels que «; appartenant au corps des complexes et I’'on se propose, en

vue du calcul de fonctions de corrélation, d’évaluer '*”¢ & (Z désignant &/, 4 ou

%), par application de la formule de Hausdorff [7], qui exige le calcul de (#°)" &.

METHODE DE CALCUL

__ Nous introduirons le superopérateur A =H"— & 14— Cp — éTC, les quantités
8. (x désignant A, B ou C) étant telles que
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éoxg = My 6xx’%"9 (2)

ou ¢ est le symbole de Kronecker.
En posant

0 —my=p Py—mp=v y3—mc=71 (3)

I’équation (1) se raméne a

-4 1k By 4
A B | =0y 7, B |. (4)
4 a3 faT €

Nous allons voir que 'on peut choisir les parametres de fagon que I’on ait soit

X =227, (5)
soit
3L =12a, (6)

ce qui facilite ensuite les calculs.

CAs DE L’EQUATION (5)

L’action de # sur les deux membres de I’équation (4) donne pour les #2 & un
systéme d’équations qui, apres identification avec la forme (5), conduit a ’ensemble
des relations:

BtV By + 71 B3 =

(u+v)o, + 7y, a3 =
(B+D7yy + P17y, =
(t+71)az + B3 a;

(7

(v+1) 7y, + a5y, =
(v+1) B3 + 238, =

ce qui entraine, si f8,, ®,, ¥4, &3, Y2, B3 sont différents de zéro (nous excluons les cas
particuliers, que ’on pourra traiter directement, ou 'une au moins de ces quantités
est nulle):

|
© © © © © ©

Bsazyr . (8)

On voit aisément que la relation (8) est la condition nécessaire et suffisante pour que
I’on ait I’équation (5).



PAR L’EMPLOI DE « SUPEROPERATEURS »

On a alors
Y1ﬁ3‘
u+v= —
By
e = _ﬁﬂ’z »
71
o
B e = e 271
Y2

d’ou I’on tire

‘w1 1B Biy2 \
p=13 = -
Y2 B Y1
Bi72 Y1Bs o2y
=1 - -
Y1 B 72
1 (?1133 Bivs 9‘2?1)
T = 2 = =
By 71 Y2

Les superopérateurs # étant associatifs, on doit avoir en outre

A = Ay = dp =2,

ce qui est bien vérifié par le calcul direct.

On obtient alors facilement les ¢ ”* Z. Par exemple:

e*¥Pt o — oimat cos At x o

i , , ;
+ I(,ue""A’.d sin At+p, "B R sin At + y, "€ sin it),

ou m,, mg et mc sont donnés par les équations (3) et (10) et ou

489

9

(10)

(11)

(12)

o= Broy + iy =0 V4B = asy + By, + 70

CAS DE L’EQUATION (6)

On calcule les # & et on identifie avec la forme (6).
Posons:

S=u+v+r
A(x,y) = x* + xy + )2

P = B0, +7;03+ 7,0

(13)
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On est conduit aux formules:

A #5822 4P =0
L3

A(u,v) + S lﬁﬁ3 +P =0
1

A(;1,1)+Sﬁ3a2+P=0
o3

(14)

B172

A(u,7) + S +P =0
71

Al ) 3 828 . = B
Y2

A(T,v) + S “hop g
2

On voit immédiatement que, si la relation (8) est vérifiée, on retrouve le résultat (5).
Sinon, en prenant toujours a«,, f,, ¥2, 71, B3 et a5 différents de zéro, ’ensemble des
équations (14) se raméne a

S=0etP+pu*+u +1v* =0. (15)

On peut se fixer par exemple 7 a volonté et en déduire u et v. Un calcul assez long
donne alors sans difficulté:

J X0t o = ——|_(,u + By 0ty +y; ax) €M A ol + (ufy + VB +7. fi) B eMB
+ (U By 2+ DM E][Fy (A1) +iGy (AD] (16)
g = [pe""A'd + B, emB B + 3,6 G [F, (A1) + iG, ()]
+ e""A & [F3(At) + iG5(4n)],

U, v, T, m4, Mg, et mc étant donnés par les formules (15) et A par la formule (6) expli-
citée, et en posant:

At
F (i) = -4 (cos ECh \/3/11‘ + \/3 sm?sh %3-]1 — cos it)
At — At 3
G,(At) = — %(— sinEch \/Tglt + \/3 cos ?Sh %lt — sin At)

At ~ At 3
F,(At) = — % (cos —2—ch %—glt — \/3 sin 7 sh —\éé-/’.t — cos /"-.t)
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At = At
G, () = %(sin ECh \/75,%+\/3 cos—:-z—sh \—/2—§At+sin At)

At 3
Fy(A) = 1 (2 cos ECh %lt + cos At)
At 3
Gy (i) = — 3 (2sin "= ch V3 i),
2 2
APPLICATIONS

1) Considérons I'algebre associative des opérateurs & ,, &, et F , projections
d’un moment cinétique. Elle posséde une structure d’algebre de Lie [8], par la défini-
tion du crochet [#,, #,] = i F,.

Un hamiltonien de la forme #° = a# , + bF, + c#, intervient dans de nom-
breux problémes de physique atomique.

[’évaluation d’une fonction de corrélation se raméne au calcul d’expressions
telles que .

P F e it — eiJf’Df F

X

ce qui se traite par la formule (16) en prenant

A =%, B =%

y?

X ?

avec ici
ay =B, =y =0.

2) Nous allons présent:r un cas particulier.
Considérons deux particules de spin 4, d’opérateurs de spin respectifs

jj(fjx! fj)i U¢—j.'.) (} = 1 et 2)
tels que

Fili,xd>= 4, Fi1>

Iilistd>=+41j,F+>

Soient, parmi les opérateurs de spin pour ’ensemble de 2 particules qui correspondent
au nombre quantique m =: 0, les 3 opérateurs:

&y = %(-fnfz— —F-Fa4)

S =3I+ I + I I2y)

&Ly =3 (F: — 2,
avec

iz = It iS,.
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L’hamiltonien o = a &, + b%¥, + ¢ &, intervient dans certains problémes.
Il conduit a

&y 0 By Sy
#P 7, =001y, || &
&5 a3 B30 &3

Nous avons ici &, = 0; la forme (5) ne pourra pas étre obtenue et, pour la forme
(6), on ne peut écrire toutes les relations (14).

On voit directement que S = 0, et I'on peut prendre T =-0 et u = — v =

J-P.
Manuscrit regu le 1 juin 1964.

Laboratoire d’Electronique et de Physique du Solide
de I’ Université de Lyon.
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