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Seance du 17 decembre 1964

Paul ROSSIER. — Axiome de Pasch et geometrie projective.

L'axiome de Pasch de la geometrie elementaire pose que toute droite qui coupe
hors des sommets un cöte d'un triangle en coupe deux et seulement deux. Cet axiome

permet la demonstration de nombreux theoremes.

D'autre part, dans le plan, toute la geometrie elementaire peut etre consideree

comme une partie de la geometrie projective ä condition, entre autres, d'attribuer un
röle privilegie ä une droite particuliere, la droite impropre. La geometrie projective
ignore la notion de triangle de la geometrie elementaire car cette notion depend de la

droite impropre. II ne saurait exister d'axiome de Pasch en geometrie projective.
Cette proposition doit etre un theoreme de geometrie projective.

Pour le demontrer, rappelons le lemme suivant. La composition de deux homologies

homoaxiales conduit ä une homologie dont le centre est aligne sur ceux des

homologies donnees et dont la constante est le produit de Celles des deux premieres.
La premiere partie de ce lemme est classique. Voici la demonstration de la seconde.

Soient Ht et H2 les centres des homologies composantes, A un point quelconque,
A' son transforme dans la premiere homologie, A" le transforme de A' dans la
seconde. Le centre H3 de l'homologie resultante est l'intersection de Hx H2 avec la

droite AA". A partir de l'intersection A3 de la droite A A" avec l'axe, projetons A'
sur la droite Hj H2 en Ä et appelons A0 l'intersection de l'axe avec Ht H2. La constante

de la premiere homologie est egale au birapport (Hi A0 H3 A) et celle de la
seconde ä (H2 A0 ÄH3). Explicitons ces expressions; apres simplification, leur produit
devient egal ä (Ht H2 II3 Ä). A partir de A', projetons ces quatre points sur la

droite A A". Le dernier birapport est egal ä (AA" H3 A3). Cette derniere expression
est la constante de l'homologie resultante.

Dans le plan projectif, choisissons une droite dite exceptionnelle. Soient trois
points non alignes A, B et C. Appelons triangle l'ensemble des trois segments projec-
tifs AB,C BC et A qui n'ont aucun point commun avec la droite exceptionnelle. Un
triangle est determine univoquement par ses trois sommets. Les sommets et la droite
exceptionnelle ne sont jamais incidents.

Appelons Aj, Bi et Ct les intersections de la droite exceptionnelle avec les droites

BC, CA et AB. Coupons la figure par une secante s et soient A', B' et C' ses

intersections avec les droites precedentes.
Considerons les trois homologies ayant pour axe commun la droite exceptionnelle,

pour centres successifs A', B' et C' et qui transforment la premiere B en C,



SEANCE DU 17 DECEMBRE 1964 125

la seconde C en A et la troisieme A et B. Cet ensemble d'homologies homoaxiales se

reduit ä une homologie dont le centre appartient ä la droite s. B en est un point uni.
Or ce point n'appartient ni ä Faxe, ni ä s. L'homologie resultante est done une identite.
Sa constante est -f- 1. Les constantes des homologies composantes sont (A' At BC),
(B' Bt CA) et (C" Cy AB). Leur produit est + 1. C'est lä l'expression projective du
theoreme de Menelaiis.

Si un point tel que A' est separe de A1 par B et C, le birapport correspondant est

negatif; il est positif dans le cas contraire. Le signe -f- du produit des birapports exige

que A et A', B et B', C et C' ne soient pas separes par B et C. Cet A, A et B ou que

que deux de ces paires le soient si une l'est.
L'enonce precedent est celui de l'axiome de Pasch relatif au triangle ABC, la

droite impropre du plan euclidien etant choisie comme droite exceptionnelle.
Le correlatif du theoreme de Menelaiis est le suivant. Dans le plan du triangle

ABC, joignons aux sommets deux points M et /; le produit des birapports A (BCHl),
B {CAMI) et C (ABMI) des droites issues des sommets et passant par ces points, par
Met par / est egal ä + 1. II ne semble pas conduire ä des propositions d'usage courant
en geometrie elementaire.

Le theoreme projectif de Menelaiis conduit ä celui de Ceva. Appelons A", B"
et C" les intersections des cötes BC, CA et AB du triangle avec trois droites concou-
rantes passant par les sommets MA, MB et MC et ATintersection de MA avec la

droite exceptionnelle. Les triangles ABAy et ACAV sont coupes par les transversales

CM et BM. Appliquons-leur le theoreme de Menelaiis. II vient

(ABC" C,). (BA" CAO (A" AMK) 1 et

(A" CBAJ {CAB" -ffj). {AA" MK) 1

Les troisiemes facteurs sont inverses Tun de l'autre. Les deux birapports qui
contiennent A" et Ai peuvent etre exprimes en fonction de (BCA" At):

{BA" CAi) 1 — {BCA" A:)

{BCA" A,)
{Ax CBA")

{BCA" A J— 1

La substitution de ces expressions dans le produit des deux premieres equations
conduit ä l'expression projective du theoreme de Ceva:

{ABC" CO {BCA" AO {CAB" £,) — 1

Le produit des birapports des sommets d'un triangle, des intersections des cotes

avec une droite et avec trois droites concourantes et passant par les sommets opposes
est egal ä — 1.
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Le theoreme correlatif est le suivant. Si on joint chaque sommet d'un triangle
ä un point fixe et aux intersections du cote oppose avec une droite fixe, le produit des

birapports des trois quaternes de droites ainsi construites est — 1.

Dans le plan euclidien, le theoreme projectif de Ceva conduit au suivant analogue
ä l'axiome de Pasch: un point du plan d'un triangle n'appartenant ä aucun cöte est

interieur au triangle ou interieur ä un angle du triangle et aux supplements des deux

autres. Cette proposition est facile ä demontrer en se basant sur les axiomes lineaires
de l'ordre euclidien. Au contraire, l'axiome de Pasch est independant de ces axiomes.

L'etude projective de la proposition de Pasch que nous venons de faire exige le

recours a la continuite alors que les propositions euclidiennes sur l'ordre peuvent
etre etablies sans emploi de la continuite.

D'autre part, la continuite dont nous avons fait usage est exprimee par un axiome

approprie de geometrie projective. Celui-ci permet de demontrer l'axiome d'Archi-
mede, generalement admis comme tel en geometrie elementaire. Ce dernier axiome
donne-t-il une base süffisante pour etablir la proposition de Pasch Nous ne savons

pas. En tous cas, la dite proposition est un theoreme si l'on admet l'ordre projectif
(qui implique l'ordre euclidien) et l'axiome projectif de continuite. Cette relation
explique peut-etre l'insucces de toute construction d'une geometrie « continue » et
« non paschienne ».

M. MENKES. — Reactions d'allergie dans la tuberculose humaine.

M. MENKES. — Reactions cutanees de type immediat provoquees, dans la
tuberculose humaine, par le polysaccharide III extrait des mycobacteries.

Un article sur ces sujets paraitra dans le fasc. 3, vol. 18, 1965 des Archives
des Sciences.

Ersen COGULU. — Remarques sur les schistes ä glaucophane et lawsonite de la

region de Mihali^ik (Turquie).

Resume.

En association avec les uhrabasites, des roches du fades schistes a glaucophane,
des schistes verts, des amphibolites et des eclogites sont des principaux constituants du

massif de Mihalippik. Les amphibolites et les eclogites sont des inclusions tectoniques
apportees par la montee des serpentines; tandis que les roches du fades schistes ä
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