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AIRES ET THEOREME DE PYTHAGORE
EN GEOMETRIE AFFINE

PAR

P. ROSSIER

§ 1. Introduction

Dans les ouvrages de geometrie, la theorie des aires planes est generalement
traitee du point de vue metrique. Par exemple, on prouve que dans un triangle,
le produit d'un cöte par la hauteur correspondante est independant du choix du cöte
et on construit la notion d'aire sur cette propriete. Plus tard, dans l'etude de l'affinite,
on enonce le theoreme suivant: les rapports d'aires sont conserves par l'affinite.
Or la geometrie affine a pour objet l'etude des proprietes invariantes dans cette
transformation, de la precedente en particulier. 11 est done judicieux d'elaborer
unc theorie des aires qui ne fait appel qu'aux axiomes de la geometrie affine ä l'exclu-
sion des proprietes metriques, de la similitude notamment.

Dans les traites classiques, on trouve souvent un chapitre intitule « comparaison
des aires » de caractere affin et cela naturellement sans le dire puisque la distinction
entre les deux geometries n'y est pas faite.

L'application du theoreme de la conservation des rapports d'aires dans l'affinite
conduit ä diverses generalisations de quelques theoremes classiques. Nous nous

proposons de retrouver ces enonces en nous appuyant exclusivement sur les meMiodes

de la geometrie affine. Nous considetons celle-ci comme une geometrie projective
plane dans Iaquelle a ete distinguee la droite impropre du plan, lieu des intersections
de droites paralleles.

L'extension ä la geometrie affine du theoreme de Pythagore nous conduira
ä un enonce de celui-ci independant de la notion d'aire et ä quelques remarques
sur la nature de cette proposition.

Rappeions sommairement les principales notions de la geometrie affine dont
nous ferons usage. Le trace de paralleles est possible; deux figures liees par une
translation sont affinement congruentes; la notion de rapport de deux segments

portes par des droites paralleles ou confondues a un sens et le theoreme dit de Thaies
est valable: si deux droites concourantes sont coupees par deux paralleles, les rapports
des paires de segments ainsi determines sur ces droites sont egaux et ce rapport
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2 AIRES ET THEOREME DE PYTHAGORE

est egal ä celui des segments portes par les deux paralleles. Les coordonnees dites

obliques sont souvent d'un usage commode.
Terminons par une remarque de terminologie. Souvent on appelle relation d'equi-

valence une relation reflexive, symetrique et transitive alors que les geometres appellent
equivalence des figures I'egalite de leurs aires. Cette equivalence geometrique est une
relation d'equivalence logique, d'oü possibility de truismes apparents. Dans la suite
le mot equivalent sera pris dans le sens classique en geometrie.

Premiere partie

THEORIE AFFINE DES AIRES PLANES

§ 2. Axiomes des aires et premieres proprietes

A toute portion finie de plan est attachee une notion, I'aire, caracterisee par les

proprietes suivantes.

Deux aires peuvent etre egales. L'egalite des aires est reflexive (A A J,
symetrique (A B implique B A) et transitive (A B et B — C impliquent A C).

Deux figures affinement congruentes ont meme aire.

Le partage d'une figure possedant une aire en deux parties par une secante

rectiligne ou curviligne conduit ä deux figures possedant des aires telles que la somme
des aires des figures partielles est egale ä I'aire de la figure totale.

Notre propos n'est pas de discuter l'independance ou la compatibility de ces

axiomes mais bien d'en tirer quelques applications.
Additionnons les aires de p figures affinement congruentes juxtaposees par des

segments communs de leurs contours. L'aire de la figure totale est egale ä p fois
celle d'une des figures composantes. Si deux figures sont decomposees comme
ci-dessus l'une en p figures, l'autre en q figures et si ces figures partielles sont

p
congruentes entre elles, le rapport des aires des deux figures primitives est Ce

rapport est conserve si l'une des figures subit une transformation conservant les aires.

Admettons en outre un axiome de continuity etendant cette notion de rapport des

aires au cas d'incommensurabilite, par intervention d'une suite appropriee d'approxi-
mations convergentes. Ainsi est acquise la notion de rapport de deux aires. Les

constructions de cette nature sont si frequentes qu'il est inutile d'insister.

§ 3. Aires des parallelogrammes

Soient ABCD et ABC'D' deux parallelogrammes ayant un cote commun AB
et dont les cötes AD et AD' sont portes par la meme droite. Supposons l'existence
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d'une partie aliquote AE de AD et AD' telle que AD p AE et AD' q AE.

Graduons la droite AD ä partir de A en choisissant AE comme unite et menons par
les points de division les paralleles ä AB. Les deux parallelogrammes donnes sont

decomposes en p et q parallelogrammes congruents et le rapport des aires des deux

p
parallelogrammes est Un passage ä la limite approprie permet de passer au cas

<7

oii les cötes consideres sont incommensurables.
Soient deux parallelogrammes ayant leurs cötes respectivement paralleles.

Deux applications du theoreme precedent montrent que le rapport des aires de deux

parallelogrammes ayant leurs cötes homologues paralleles est egal au produit des

rapports de leurs cötes; en particulier, le rapport des aires de deux parallelogrammes
homothetiques est egal au carre de leur rapport d'homothetie.

Soient ABCD et AB'C'D' deux parallelogrammes ayant un sommet commun A

ainsi que les supports des deux cötes passant par A ; supposons paralleles les droites
AB AD'

B'D et BD'. Le theoreme de Thaies donne Ces deux parallelogrammes
AB' AD

ont done meme aire.
Ce theoreme conduit ä celui appele du gnomon par les Anciens: dans un

Parallelogramme ABCD, soit E un point de la diagonale AC. Les paralleles par E aux cötes

du Parallelogramme donne determinent deux parallelogrammes BFEG et DF'EG'
ne contenant pas la diagonale AC; ces deux parallelogrammes sont equivalents

car le rapport de leurs aires est egal au produit des rapports de leurs cötes paralleles
et le theoreme de Thaies montre que ces deux rapports sont inverses.

Soient ABCD et ABC'D' deux parallelogrammes ayant un cöte commun AB
et dont les cötes CD et C'D' sont portes par la meme droite. Supposons l'existence
du trapeze ABC'D' commun aux deux parallelogrammes (ou du triangle ABC
si C et D' sont confondus). Les deux triangles ADD' et BCC' sont congruents.
Les deux parallelogrammes ont done meme aire. Le cas oii les deux segments CD
et C'D' sont sans point commun se traite de meme par soustraction de triangles

congruents.
Sur les cötes AB et AC d'un triangle construisons deux parallelogrammes quel-

conques ABDE et ACFG. Soit H l'intersection des droites DE et FG respectivement
paralleles ä AB et AC. Sur BC, construisons le parallelogramme BCJK dont
les cötes BK et CJ sont paralleles et equipollents (done congruents) ä AH; l'aire
de ce parallelogramme est egale ä la somme des aires des deux premiers. Pour le

voir, il suffit de faire glisser le cöte DE du parallelogramme ABDE sur lui-meme
de fagon ä amener E en H puis d'amener A sur BC par un glissement de AH sur lui-
meme. En operant de meme sur le parallelogramme ACFG, on construit deux
parallelogrammes adjacents tels que la somme de leurs aires est celle du parallelogramme
BCJK. Ce theoreme est dü ä Pappus.
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§ 4. Conservation des aires par symetrie, aire du triangle

Soient un arc de courbe, un axe et une direction de symetrie. Construisons
l'arc symetrique de 1'arc donne et soient A et A' deux points correspondants dans

cette construction. Par A et A', menons deux paralleles ä Taxe et tragons une droite
voisine de AA' parallele ä la direction de symetrie. Nous determinons ainsi deux

parallelogrammes congruents ayant un cöte commun sur Faxe de symetrie. Par

un passage ä la limite approprie, on est conduit ä l'cgalite des aires limitees par les

deux courbes symetriques, Taxe et deux droites paralleles ä la direction de symetrie.
On etend la propriete aux figures symetriques par decomposition en figures adjacentes

sur l'axe.
Une diagonale d'un parallelogramme partage celui-ci en deux triangles

symetriques done equivalents. Done l'aire d'un triangle est egale ä la moitie de celle du

parallelogramme construit sur deux quelconques de ses cotes.

L'aire d'un triangle ne varie pas si un de ses sommets subit une translation
parallele au cöte oppose. Sur ce theoreme repose la transformation d'un polygone
en un polygone equivalent ayant un cötes de moins que le polygone donne, par
translation d'un soinmet parallelement ä la diagonale passant par les deux sommets

adjacents ä celui qui est deplace et enfin celle d'un polygone en un triangle equivalent.
On demontre souvent le theoreme du gnomon (§ 3) en se basant sur la decomposition

du parallelogramme en deux triangles equivalents au moyen d'une diagonale
et en soustrayant des deux triangles ainsi construits deux triangles respectivement
equivalents. La demonstration donnee plus haut ne fait pas appel ä I'cquivalence

par symetrie.
Par un point interieur ä un triangle, menons des paralleles aux cötes; le triangle

est partage cn trois parallelogrammes et trois triangles opposes deux ä deux.

Le produit des trois rapports de l'aire d'un de ces parallelogrammes ä celle du

triangle oppose est egal ä 8. Pour demontrer cette proposition, choisissons un des

sommets du triangle comme origine d'un Systeme de coordonnees dont les axes sont
les cötes passant par lui; prenons les sommets comme points unites sur ces axes.

Soient x et r les coordonnees du point choisi. La parallele au troisieme cöte passant

par ce point coupe les axes aux points d'abscisses a* ~ y. De lä, on tire les valeurs
suivantes des rapports des aires:

2xy : (1 — a' — V')2, 2x (1 — a — y): >'2 et 2y (1 — a —y): a2 Leur produit est bien 8.

Dans les ouvrages de geometrie elementaire oü l'on traite ce probleme, la

distinction n'est pas faite entre l'aire et le nombre qui la mesure, relativement ä une
certaine unite. Cela permet de parier du produit de deux aires, en realite du produit
des nombres qui mesurent ces aires; alors le theoreme peut etre enonce comme suit:
le rapport du produit des aires des parallelogrammes ä celui des aires des triangles
est egal ä 8.
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Soit 0 un point interieur ä un triangle ABC et A', B' et C' les intersections
OA' OB'

de chaque cöte avec les droites OA, OB et OC. La somme des rapports
AA BB'

OC'
et est l'unite car ces rapports sont ceux des aires des triangles OBC, OAC

et OA B k celle du triangle total et la somme des aires des triangles partiels est l'aire
du grand triangle. Par un choix approprie de signes, le theoreme peut etre etendu au

cas oü O est exterieur au triangle.

§ 5. Conservation des rapports d'aires par affinite

Soient deux parallelogrammes de cotes respectivement paralleles; le rapport
de leurs aires est egal au produit des rapports de leurs cötes paralleles. Transformons
la figure par une affinite; les rapports des segments paralleles sont conserves, done
aussi le rapport des aires des deux parallelogrammes. La propriete s'etend aux autres

figures par decomposition appropriee en parallelogrammes. Done l'affinite conserve
les rapports d'aires.

Dans une affinite homolocale, il existe toujours au moins un point uni propre
et deux impropres, reels ou imaginaires. Le faisceau de droites ayant le point uni

propre comme sommet a deux rayons unis; si ces rayons sont reels, il est possible
de construire sur les deux figures correspondantes des parallelogrammes correspon-
dants ayant leurs cötes homolognes paralleles. Dans ce cas, il est possible de determiner

le rapport des aires de deux figures correspondantes dans une affinite.

L'homothetie, l'affinite perspective et la symetrie sont deux cas particuliers
de l'affinite precedente. Les rapports de deux aires correspondantes sont alors le

carre du rapport d'homothetie, le rapport d'affinite ou l'unite.

§ 6. Rappel de quelques proprietes des coniques ä centre

Dans une conique ä centre, on appelle cordes supplementaires deux cordes
issues d'un point de la courbe et qui coupent celle-ci aux extremites d'un diametre.
Les directions de deux cordes supplementaires sont conjuguees par rapport ä la

conique et reciproquement, deux cordes se coupant sur la conique et dont les directions

sont conjuguees par rapport ä celle-ci coupent la courbe aux extremites d'un
diametre.

Rapportee ä un Systeme d'axes porte par deux diametres conjugues (done ayant
le centre de la courbe comme origine), 1'equation d'une conique ne comporte que
deux termes carres et un terme invariable. Pour le voir, il suffit, dans 1'equation
generale d'une conique en coordonnees projectives de verifier que 1'equation est

satisfaite si l'on change le signe d'une quelconque des coordonnees d'un point
de la courbe.
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Si l'on choisit comme points-unites sur les deux axes l'une des intersections

avec la courbe, l'equation devient x2 + y2 1 dans le cas des ellipses et a:2 —y2 1

dans celui des hyperboles; l'equation de l'hyperbole conjuguee est —x2 + y2 1.

Par un point d'une ellipse, menons deux cordes supplementaires; l'equation
de la courbe montre que la somme des carres des rapports des longueurs de ces cordes

ä Celles des diametres qui leur sont paralleles est l'unite. Dans le cas des hyperboles,
c'est la difference de ces carres qui est egale ä l'unite; le terme positif est celui relatif
au diametre qui coupe la courbe en des points reels et l'autre concerne un diametre
de l'hyperbole conjuguee.

§ 7. Aire d'une ellipse

Pour alleger le langage, appelons parallelogramme regulierement circonscrit
ä une ellipse tout parallelogramme dont les cötes sont tangents ä l'ellipse et dont
deux cötes adjacents ont des directions conjuguees par rapport ä l'ellipse.1

Toute ellipse et un de ses parallelogrammes regulierement circonscrits sont

symetriques par rapport ä un diametre de l'ellipse parallele ä un cöte du parallelogramme.

Done les diametres d'une ellipse partagent celle-ci en deux figures equiva-
lentes et l'aire de la portion d'ellipse comprise entre deux demi-diametres conjugues
est egale au quart de celle de l'ellipse entiere. Dans la figure precedente, les triangles
curvilignes ayant comme cötes deux demi-cötes du parallelogramme circonscrit
et l'arc d'ellipse compris entre eux sont equivalents

Soient deux ellipses et deux parallelogrammes qui leur sont regulierement
circonscrits. Trois de leurs paires de sommets homologues etablissent une affinite dans

le plan. Dans cette collineation, les quatriemes sommets des parallelogrammes, les

milieux des cötes des parallelogrammes, ces cötes se correspondent, done aussi les

deux ellipses. Le rapport de l'aire d'une ellipse ä son parallelogramme circonscrit
est le meme sur les deux figures. En particulier, choisissons deux parallelogrammes
regulierement circonscrits ä la meme ellipse; le rapport de l'aire d'une ellipse ä l'un
de ses parallelogrammes regulierement circonscrits est constant et tous les

parallelogrammes regulierement circonscrits ä une ellipse ont meme aire.

Dans une ellipse, decoupons des bandes infiniment etroites ä bords paralleles.
Rapportons l'ellipse ä une paire de diametres conjugues dont l'un est parallele ä la direction

de ces bandes; employons la representation parametrique x a cos cp, y b sin q>.

L'aire d'une de ces bandes de largeur dx est 2 b sin (p dx =2 ab sin2 cp d (p. Une
integration montre que l'aire de l'ellipse est proportionnelle ä n ab alors que celle d'un
parallelogramme regulierement circonscrit est 4 ab. Le rapport de l'aire d'une ellipse

it
ä celle d'un parallelogramme regulierement circonscrit est —.

1 En geometrie metrique, les parallelogrammes regulierement circonscrits ä un cercle sont
des carres.
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Soit donne un Systeme d'axes et leurs unites. Menons l'ellipse d'equation
x2 + y2 1, l'ellipse unite. Choisissons un nouveau Systeme d'axes dont les directions

sont conjuguees par rapport k l'ellipse unite et sur eux, prenons comme points
unites deux des intersections des nouveaux axes avec l'ellipse. Les aires d'une meme
figure determinees en prenant comme unite d'aire un Parallelogramme de cötes

paralleles aux axes et de cötes unites seront egales dans les deux systemes. Ainsi
il est judicieux de choisir comme unite d'aire le quart de l'aire de tout Parallelogramme
regulierement circonscrit ä l'ellipse unite.

§ 8. Applications

a) Lunule elliptique d'Hippocrate 1

Soient une ellipse de centre O et un de ses parallelogrammes regulierement
circonscrits dont deux cötes adjacents sont tangents ä la courbe en A et B. Choisissons
les deux demi-diametres OA et OB comme unites; l'equation de l'ellipse est
x2 + y2 1. Une diagonale du Parallelogramme passe par le point de coordonnees

x \ y \ \ son equation est x y. Les coordonnees de l'une de ses intersections
1

avec l'ellipse sont x y —= Le Parallelogramme circonscrit et celui ayant pour
v/2

sommets les intersections des diagonales avec l'ellipse sont homothetiques; le rapport
1

d'homothetie est
n/2

Dans le Parallelogramme inscrit, inscrivons l'ellipse homothetique ä la premiere
et inscrivons-lui le Parallelogramme analogue au second. Appelons C et D les

intersections de la petite ellipse avec la diagonale parallele k AB. Le troisieme Parallelogramme

est homothetique au premier et le rapport d'homothetie est Ce

Parallelogramme est congruent ä celui porte par les axes et deux cötes du premier, dont AB
est une diagonale. Faisons subir au troisieme Parallelogramme la translation qui
conduit C en A done D en B et un de ses sommets en un sommet E du premier
Parallelogramme, oppose au centre O. Le quart AFB de l'ellipse primitive et la demi-ellipse
AEB constituent une lunule elliptique d'Hippocrate AFBE. L'aire de la demi-ellipse
AEB est egale k celle du quart de l'ellipse primitive OAEB et les deux triangles OAB
et ABE sont equivalents; l'aire du segment elliptique AEB est done egale ä la somme
des aires des deux segments limites par AE et BE. Ajoutons et soustrayons ces aires

egales de celle du triangle ABE: l'aire de la lunule elliptique est egale k celle du

triangle AEB.

1 Hippocrate a etudie la lunule limitee par un quart de cercle et le demi-cercle ayant comme
diametre la corde de ce quart de cercle et il a montre que l'aire de la lunule est egale ä la moitie de
celle du carre attache au quart de cercle. Les lunules liees au triangle rectangle souvent appelees
« d'Hippocrate » n'ont pas ete examinees par lui.
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b) Salinon d'Archimede

Partageons un segment AB en trois segments partiels AC, CD et DB, Ie premier
et le troisieme etant congruents entre eux: AC — BD p, CD — q. Le milieu M
de AB est aussi celui de CD. Traqons une ellipse ayant A B comme diametre et soit EF
son diametre conjugue ä AB. Menons encore trois demi-ellipses ayant respectivement
AC, CD et DB comme diametres et homothetiques, les deux extremes ä AEB, la

mediane ä AFB. La figure curviligne AEBDCA est le salinon elliptique d'Archimede.

Soit G l'intersection de la dcmi-ellipse de diametre CD avec le diametre EF.

MG est le demi-diametre de cette demi-ellipse conjugue ä CD. Menons encore l'ellipse
homothetique ä AEBF et qui a EG comme diametre. Ce diametre est conjugue ä

la direction de AB. Determinons le diametre de cette ellipse parallele ä AB. L'homo-
thetie entre les ellipses donne p i q pour ce diametre. L'aire de l'ellipse de diametre
EG est proportionnelle ä 2(p r q)2-

L'aire du salinon est proportionnelle ä

(2p + q)2 - 2p2 + q1 2 (p+q)2

L'aire du salinon est done egale ä celle de l'ellipse de diametre EG.

c) Theoreme de l'Huillier

Soient une ellipse ADBE de diametre AB, C un point de ce diametre, AE'C
et CD'B deux demi-ellipses homothetiques aux demi-ellipses AEBzt A DB, k le rapport
AC
-j-jj.

L'aire limitee par les trois demi-ellipses est proportionnelle a

AB2 + AC2 - CB2 AB2( 1 +k2 — [i — A:]2) AB2 2k

Autrement dit, le rapport de l'aire de la figure consideree ä celle de l'ellipse ADBE
est egal ä celui de AC ä AB.

La propriete demontree par L'Huillier est le cas particulier oü l'ellipse donnee

est un cercle.

§ 9. Digression sur quelques ellipses Hees ä un triangle

Soit ABC un triangle quelconque; construisons une ellipse qui passe par ses

trois sommets et a le cöte BC comme diametre, ellipse que nous appellerons princi-
pale. 11 existe une infinite de telles ellipses; elles appartiennent ä un faisceaude coniques.

Traqons les deux ellipses homothetiques ä la precedente et qui ont les cötes

AB et AC comme diametres, les deux ellipses secondaires.

Les deux directions des cötes AB et AC du triangle ABC sont conjuguees par
rapport aux trois ellipses puisque BC est un diametre de l'une d'elles. AB est un
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diametre de l'une des ellipses secondaires; celle-ci est done tangente ä AC en A.
Les deux ellipses secondaires sont respectivement tangentes ä AC et ä AB; elles

sont contenues l'une entre AB et sa parallele par C, l'autre entre AC et sa parallele

par B-, toutes deux coupent done le cöte BC du triangle. Soit D Intersection de BC
avec l'ellipse secondaire de diametre A B\ les directions de BC et de A D sont conjuguees

par rapport ä eile, done aussi par rapport ä l'ellipse secondaire de diametre AC.
Les deux ellipses secondaires se coupent done sur BC.

Reciproquement, traijons deux ellipses ayant respectivement AB et AC comme
diametres. tangentes l'une ä AB, l'autre ä AC et qui se coupent en un point D du

cöte BC. Elles sont determinees. Les directions de AD et de BC sont conjuguees

par rapport ä chacune d'elles, ainsi que Celles de AC et AB. Elles ont deux paires
distinctes de diametres conjugues paralleles; ces ellipses sont homothetiques entre
elles. Construisons l'ellipse homothetique aux precedentes qui a BC comme diametre.
Les directions AB et AC sont conjuguees par rapport aux trois ellipses; BC etant
un diametre, le triangle ABC est inscrit ä cette troisieme ellipse; celle-ci passe par A.
Les directions de AD et de BC sont conjuguees par rapport aux trois ellipses.

Soient a et b les demi-diametres de l'ellipse principale, le premier parallele ä BC,
le second ä AD. La relation entre cordes supplementaires donne

Le carre du rapport d'une corde d'une ellipse au diametre qui lui est parallele
est egal au produit des rapports au diametre des segments qu'elle determine sur le

diametre conjugue ä la corde.
Cette propriete est la generalisation affine du theoreme de la hauteur d'un triangle

rectangle.
Examinons quelques cas particuliers. Si D est le milieu de BC, AD est le diametre

conjugue de BC et la tangente en A ä l'ellipse principale est parallele ä BC.

Si, ce qui n'a aucun sens en geometrie affine, AD est une hauteur du triangle, BC
est un axe de l'ellipse principale.

Si D est confondu avec l'un des points B ou C, l'ellipse principale degenere en

le support du cöte AB et sa parallele par C ou en celui de AC et sa parallele par B.

La troisieme paire de droites du faisceau de coniques auquel appartient l'ellipse
principale est constitute par BC et sa parallele par A. Ces cas de degenerescence sont
sans interet.

ou. apres reduction
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§ 10. Application ä l'arbelon elliptique

Soit une demi-ellipse limitee par un de ses diametres BC. Par un point D de ce

diametre, menons la parallele au diametre conjugue de BC; eile coupe la demi-

ellipse en A. Tragons les deux demi-ellipses homothetiques ä la premiere situees du

meme cöte de BC que celle-ci et ayant BD et DC comme diametres. La figure limitee

par ces trois demi-ellipses est l'arbelon elliptique d'Archimede.
La figure obtenue est la meme que celle du § precedent. Par consequent, si

a et b sont les demi-axes de la grande demi-ellipse, la relation precedente entre AD,
BC et CD est valable.

L'aire de l'arbelon est proportionnelle ä

IBD+DC\2 (BD\2 (DC\2 (BD\ /DC\{—) ~{t) -(t) =2(THT)-
L'aire de l'ellipse homothetique aux precedentes de diametre AD est

proportionnelle au double du carre du rapport ä a de son diametre x parallele ä BC.

L'homothetie donne

x
_

AD

a b

L'aire de cette ellipse est proportionnelle ä

Le theoreme precedent montre l'equivalence de l'arbelon et de l'ellipse de

diametre AD.

§11. Theoreme de Pythagore

Pour alleger la suite, dans la figure du § 9, il est commode de choisir comme
segments unites sur BC la moitie de la longueur de ce cöte du triangle ABC et, sur
le diametre de l'ellipse principale conjugue ä AB, le demi-diametre de cette ellipse.
La relation relative au carre de AD devient

AD2 BD .DC (1)

Appelons X et p les deux rapports d'homothetie entre l'ellipse principale et

les deux ellipses secondaires de diametre AB et AC. Les rapports des aires de ces

ellipses ä celle de l'ellipse principale sont respectivement X2 et p2.
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Appliquee ä l'ellipse secondaire construite sur AB, la relation entre cordes

supplementaires (§ 6) donne

Rempla?ons A D2 par sa valeur, tenons compte de BD + DC — 2 et additionnons
les deux equations obtenues. Apres division par 4, il vient

Par consequent la somme des aires des deux ellipses secondaires est egale ä

l'aire de l'ellipse principale. Le theoreme de Pythagore est le cas particulier metrique
oil l'ellipse principale est un cercle. L'enonce de ce theoreme en geometrie affine est

done le suivant: ä un triangle ABC, circonscrivons une ellipse ayant BC comme dia-

metre; son aire est egale ä la somme des aires des deux ellipses homothetiques ä la

precedente et ayant AB et AC comme diametres.
On peut eviter l'emploi des aires: ä un triangle ABC, circonscrivons une ellipse

ayant BC comme diametre, tragons les deux ellipses homothetiques ä la precedente
et ayant AB et AC comme diametres; dans ces ellipses, menons trois diametres

paralleles entre eux. La somme des carres de ces diametres des deux dernieres ellipses
est egale au carre de celui de la premiere ellipse.

Dans le cas metrique oil la premiere ellipse est un cercle, tous les diametres sont

congruents entre eux et l'on obtient l'enonce classique du theoreme de Pythagore.
De l'ellipse principale ne retenons que l'arc BAC et des deux ellipses secondaires,

les moities limitees ä AB et AC qui ne contiennent pas D. La somme des aires de ces

dernieres est egale ä l'aire de la demi-ellipse principale. En retranchant les aires de

deux segments elliptiques appropries, on voit que la somme des aires des deux lunules

restantes est egale ä celle du triangle. Ainsi est etendue ä la geometrie affine et aux
triangles quelconques la propriete des lunules liees au triangle rectangle, lunules
dites parfois d'Hippocrate.

En tenant compte de la valeur de AD2 BD.DC l'equation 3) relative ä BD
peut etre ecrite

BD (BD +DC) 4A2 ou BD 4A2 et de meme, DC 4ß2.

Autrement dit, le rapport des aires des ellipses secondaires est egal ä celui des

deux segments qu'elles determinent sur le troisieme cöte du triangle. On reconnait
ici un lemme qui apparait dans une demonstration classique du theoreme de Pythagore.

BD2 4/2 — AD2 et de meme

DC2 4jj.2 - AD2 (3)

;.2 + n2 l
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§ 12. Barycentre

Sur une figure possedant une aire A, soient x et v les coordonnees affines d'un
element d'aire ds. Le barycentre de cette figure est le point de coordonnees x0, y0
donnees par les equations

Ax0 Jxds et Ay0 $ yds
F F

Les integrales sont etendues ä la figure entiere.
Si l'origine du Systeme de coordonnees est au barycentre, les deux integrales

ci-dessus sont nulles.

Le barycentre est independant de la direction des axes. Pour le montrer, l'origine
ayant ete prise au barycentre determine par un premier Systeme d'axes, menons par
ce point un nouvel axe des y'. Sur lui, comme point unite, choisissons ('intersection
avec la parallele ä l'axe des x qui passe par le point unite de l'ancien axe des y. Les

ordonnees y ne sont pas modifiees; le theoreme de Thaies montre que la relation
entre les anciennes et les nouvelles abscisses est x' x—mv oü m est une constante.
L'integrale de determination du barycentre relative ä x' se reduit ä la somme des

deux integrales nulles precedentes. Le barycentre est done bien independant du

Systeme de coordonnees choisi.
Si une figure possede un axe de symetrie, le barycentre appartient ä cet axe et

si eile a un centre de symetrie, ce point est le barycentre.

§ 13. Moments d'inertie

Soit une figure possedant une aire A rapportee ä un Systeme de coordonnees
affines x, v. Le moment d'inertie de cette figure relatif ä l'axe des x est l'integrale
J y2 ds, oü ds est une aire infinitesimale d'ordonnee y; l'integrale est etendue ä toute
F

la figure.
Une translation de tout ou partie de la figure parallelement ä l'axe des x ne

modifie pas le moment d'inertie precedent. Ce moment est independant de la direction
de l'axe des ordonnees ä condition que les points unites des deux axes des ordonnees,
l'ancien et le nouveau appartiennent ä une parallele ä l'axe des abscisses. En effet,
dans ce cas, les ordonnees ancienne et nouvelle d'un element d'aire sont egales.

Transportons l'axe des x parallelement ä lui-meme et faisons passer sa nouvelle

position par le barycentre; soit a l'ordonnee de ce point. La relation entre les deux
ordonnees d'un point est y a + y'. Le moment d'inertie est

Jx j y'2ds + 2a j y'ds + a2 A
F F

La seconde integrale est nulle puisque le nouvel axe passe par le barycentre.
Le moment \y'ds est appele moment central relatif ä la direction de l'axe considere.

F
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L'equation ci-dessus montre que le theoreme de Huygens-Steiner est valable en
geometric affine: le moment d'inertie par rapport ä une aire est egal ä la somme du

moment central correspondant et du produit de l'aire de la figure par le carre de la
distance du barycentre ä Faxe.

§ 14. Symetrisation

Soient une figure fermee, un axe et une direction. Une parallele ä la direction
coupe sur la figure des segments dont la longueur totale est finie. Sur cette droite,
de part et d'autre de son intersection avec Taxe, portons la moitie de la longueur
totale precedente. Faisons varier la transversale. Le lieu des points obtenus est la
transformee de la figure donnee par symetrisation selon Faxe et la direction choisis.

L'axe et la direction ci-dessus sont axe et direction de symetrie de la figure
obtenue.

Le barycentre de la figure apres symetrisation appartient ä Taxe de symetrie.
Avec le barycentre de la figure initiale, il determine une parallele ä la direction de

symetrisation.
Coupons la figure par deux droites infiniment voisines paralleles ä la direction

de symetrisation. Le moment d'inertie du trapeze infinitesimal decoupe par rapport
ä Faxe de symetrisation est dlc--a2 ds oil dlc est le moment central de ce trapeze
et a la distance ä Faxe du barycentre du trapeze. Le second terme n'est jamais negatif
et n'est nul que si le barycentre appartient ä Faxe de symetrisation. Ainsi, la symetrisation

dinnnue le moment d'inertie relativement ä Faxe de symetrisation. Au contraire,
le moment d'inertie relatif ä un axe parallele ä la direction de symetrisation ne varie

pas lors de la symetrisation. Le calcul precedent conduit ä une generalisation du
theoreme de Huygens-Steiner: la difference entre les moments d'inertie d'une figure
avant et apres symetrisation autour de Faxe par rapport auquel est determine le

moment est egale ä l'integrale j«2 ds, oü a est la distance ä Faxe de l'element d'aire ds.

ÖEUXIEME PARTIE

THEOREME DE PYTHAGORE

§ 15. Quelques hyperboles Hees ä un triangle

Au § 9, nous avons etudie une extension du theoreme de Pythagore liee ä. trois
ellipses homothetiques en relation avec un triangle. Nous allons voir que l'une des

constructions indiquees ä ce propos ne conduit pas toujours ä des coniques
homothetiques. Nous savons dejä que sur la figure precedente, pour que les coniques



14 AIRES ET THEOREME DE PYTHAGORE

envisagees soient des hyperboles, il faut que le point D soit exterieur au segment BC.

Nous allons voir que la condition est süffisante.
Soient done un triangle ABC et D un point de la droite BC situe sur la demi-

droite ayant B comme origine et ne contenant pas C. Tragons la conique b qui passe

par A, est tangente en ce point ä AC, passe par 3 et par D et a AB comme diametre.
En B, la tangente ä cette conique est parallele ä AC; la conique est determinee et

unique.
Le point D est hors de la bände comprise entre les tangentes en A et en B ä

la conique b; celle-ci est done une hyperbole; les points B et D appartiennent ä la

meme branche, ma is non A et D.

De meme, construisons la conique c qui passa par A, y est tangente ä AB, passe

par C et D et a AC comme diametre; elle est aussi une hyperbole et, sur elle, les points
A et D appartiennent ä la meme branche.

Les deux hyperboles b et c ne sont pas homothetiques car la seconde possede

une tangente parallele ä AD et pas la premiere. Relativement ä ces deux hyperboles,
les directions des cötes AB et AC du triangle sont conjuguees; DA et DB sont deux
cordes supplementaires de la premiere; DA et DC le sont relativement ä la seconde;
done les directions de DA et de BC sont conjuguees par rapport aux deux courbes

et les hyperboles b et c ont memes points impropres. La conjuguee de Tunc est done

homothetique ä l'autre.
Tragons encore 1'hyperbole qui a BC comme diametre, qui passe par A et dont

les tangentes en B et C sont paralleles ä AD, hyperbole que nous appellerons principal.

Relativement ä elle, les directions AD et BC sont conjuguees ainsi que celles

de AB et AC; cette hyperbole a done memes points impropres que les deux premieres;
elle est homothetique ä c car elle possede des tangentes paralleles ä AD.

Appelons hyperboles secondaires du triangle ABC 1'hyperbole c et la conjuguee
de b; soient p et / les rapports d'homothetie entre l'liyperbole principale et les deux

secondaires. Comme unites de longueur suivant BC et AD, prenons les deux demi-
diametres de 1'hyperbole principale paralleles ä ces directions.

Sur 1'hyperbole principale, la relation entre cordes supplementaires donne

A un signe pres d'un facteur du second membre, cette relation est identique
ä celle obtenue dans le cas des ellipses.

Sur les hyperboles secondaires, la relation entre cordes supplementaires conduit ä

§ 16. Theoreme de Pvthagore lie aux hyperboles

(1 +BD)2 - AD2 1 ou ^4D2 BD CD
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ou
BD2 - AD2 - 4A2 et CD2 - AD2 4ß2

Remplagons AD2 par sa valeur et BC par 2; il vient

ß2 - X2 1

Les longueurs de diametres des trois ellipses paralleles entre eux sont propor-
tionnels ä 1, X et ß. La derniere equation conduit au theoreme de Pythagore: le carre
d'un diametre de l'hyperbole principale est egal ä la difference suivante entre carres
de diametres paralleles au premier: celui de l'hyperbole secondaire qui passe par deux

sommets du triangle moins le carre de celui de l'hyperbole secondaire qui ne passe

pas par des sommets du triangle.
On sait par ailleurs que si m est la longueur d'un diametre d'une hyperbole, im

est celle du diametre de meme support de l'hyperbole conjuguee. En introduisant cette

notion dans l'enonce du theoreme, celui-ci prend meme forme que dans le cas des

ellipses: la somme des carres de deux diametres paralleles des deux hyperboles b et c

est egale au carre du diametre de meme direction de l'hyperbole principale. L'un
de ces carres est negatif puisque le diametre correspondant a une longueur imaginaire.

§ 17. Conclusion

L'habitude est de lier le theoreme de Pythagore ä la theorie des aires. II n'y a

rien lä de necessaire, mais bien une commodite car l'enonce de la proposition est

allege par l'emploi de cette notion. De fagon generale, le theoreme est une relation
entre des diametres de certaines coniques non degenerees. De ce fait, il est de nature
affine. Sa demonstration repose essentiellement sur la relation entre cordes supple-
mentaires; cette propriete est obtenue ä partir de l'equation des coniques rapportee
ä un Systeme d'axes porte par deux diametres conjugues. Cette equation est donnee

par la geometrie projective et resulte de la definition projective des coniques. Le theoreme

des cordes supplementaires n'est done fonde que sur des proprietes projectives
et affines.

En geometrie elementaire, on etablit souvent l'equation des coniques en partant
d'une definition metrique et en employant le theoreme de Pythagore. Cette fagon
de faire masque la nature des coniques, celle du theoreme et leurs relations; le theoreme

est subordonne ä la theorie des coniques et pas les coniques au theoreme.
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