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SUR LA STRUCTURE
DES AMAS GLOBULAIRES

PAK

P. BOUVIER

Resume

Le present travail consiste en une investivagion theorique de la structure
d'un amas globulaire stationnaire. Une methode est proposee pour determiner
les distributions des energies et des moments angulaires dans un modöle
d'amas caracterises par une loi de densite donnee. Application du procede
au polytrope d'indice 5.

Abstract

This paper deals with a theoretical investigation of the structure of a
globular cluster in a steady state. A method is outlined in order to find
out the energy and angular momentum distributions corresponding to a
cluster model defined by a given density law. Application is made to the
polytropic model of index 5.

1. Introduction. Hypotheses initiales

Nous envisageons un amas stellaire globulaire dans un etat stationnaire;

sa structure est done definie par un potentiel de la forme

U U(r)

r etant la distance au centre. D'autre part, la distribution des positions
et des vitesses des diverses etoiles de l'amas sera decrite par une fonc-
tion de probability

<p(x ,v3, m)

permettant d'exprimer, sous la forme <p (dx)3 (da)3 dm le nombre moyen
des etoiles de coordonnees spatiales comprises entre xt et -dxh de

composantes de vitesse comprises entre et iq-\-dvi et de masse comprise

entre m et m-\-dm.
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Etant donnes le caractere stationnaire et la symetrie spherique de

l'amas considere, cp ne dependra des six variables x3 v3 que comme
fonction de deux integrales premieres, ä savoir l'energie totale E d'une
etoile et son moment angulaire A autour du centre de l'amas. Ces

grandeurs ont pour expression, par unite de masse,

v2
E — — + U A rv sin 0

2

9 etant Tangle forme par le rayon vecteur et la tangente ä la trajec-
toire, a distance r du centre.

En consequence, nous ecrirons

<p(xt ....,v3 m) f(E, A, m)

la fonction / etant supposee independante du sens du pseudo-vecteur A.

2. Expression de la densite de masse

Par definition, la densite de masse p (r) ä distance r a pour expression

p(r) J mdm J ,v3, in)(dv)3 (1)

soit, en passant ä des coordonnees spheriques, (cos 0 z, (p a)

00 CO + 1

p (r) J mdmln j" J a (r, v, z, m) v2 dvdz
o o-i

47t J mdm JJ/(£, A, m)v2\A\dEdA

Le determinant fonctionnel A se calcule facilement:

d (v, z) dv dz A
A ———_ (2)

d(E, A) dE dA rv2 r2 v2 _
par suite,

co CO Am

A4n
P(r) —

r
mdm J* dE J

s/A2m-A:
f(E, A, m) dA (3)

0 V 0

oil Am est la valeur maximum de A pour r et E donnes; Ton a

A2m r2 v2 2r2 (E — U)
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Comme nous n'aurons pas ä nous occuper ici de la fonction des

masses, nous attribuerons ä toutes les etoiles de l'amas la meme masse,

egale a l'unite:

f(E, A, m) ö(m-l)f(E,A),

ö etant la distribution de Dirac. Par consequent,

GO A

4n
p (') —

r
v

dE^ " -J{E,A)dA, (4)
A

s/aI-A2'

expression qui, dans le cas d'isotropie des vitesses oü / (E, .4) est inde-

pendant de .4, se reduit a

p(r) 4t: j J2(E-U)f(E)clE.
u

Dans un cas plus general correspondant d'ailleurs ä une loi ellipsoi-
dale des vitesses nous avons, k etant une constante,

f(E, A) f(2E +kA2)

et nous pouvons ecrire (a, angle azimutal),

f (2E + kA2) A dEdA da

f{v2+2U+kr2 (v2x +u^) } dvx dvy dvz

(dw)3

/(~+2üW
ce qui nous ramene ä une distribution isotrope des vecteurs iv liös aux
v par les relations suivantes, ecrites dans un referentiel cartesien dont
l'axe 3 est mesure le long du rayon r (Smart, 193S):

^="JN/l+ kr2

w„ vy y/l +kr2

wz vz.

Archives des Sciences. Vol. 15, fnsc. 2, l%2. 12
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En particulier avec une loi de Schwarzschild (oil C et / sont des cons-

tantes)

/(£, A) Ce~iH2E+kA'l),

nous trouvons

(Jn\2 e~2Jiu

Cependant, si nous voulons obtenir des modeles de masse totale
finie, il est necessaire (Kurth 1955) de limiter les energies ä une borne

superieure finie Ec, que nous choisirons ici egale ä zero. L'integration
sur (dw)3 4n\v2dw est done ä effectuer de 0 ä we, soit

4nC
p(r) re 2J'U \e 2J''W" w2 dwPW

1 +kr
1

oil est fonction de r. Si E 0, ic2 A.42— 2U et en definissant we

par w2 — kA2 — 2(7, nous aurions

w2 (1 + kr2) (-2U)
En particulier, k 0 nous ramene ä la distribution maxwellienne tron-
quee (Woolley 1954).

3. Developpements en serie

Rpprenons l'expression (4) avec les limites U et 0; une integration
par parties nous conduit ä

P(r) 4ir { J/(£, U)j2{E-U)dE
u 0 /

+
5JL

8A
dA > (5)

ce qui suggere un developpement en serie de Maclaurin autour de

^4=0, soit

3ff(E,A) f(E,0) + A[-E) +-A2[-t-\ +...
8AJa 0 2 \8 fJA o

8Ä-
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ou encore, puisque / est fonction paire de A par hypothese,

f(E,A) f0(E) + A2f,(E)+A*f2 (£) + (6)

avec
1 fd2"p

(W VÄ2 / A 0
f-(E) i2n

Bien que / ne depende pas ici explicitement de r, cette fonction se

reduit neanmoins ä la distribution isotrope f0 (E) au centre r 0 par
oil seules passent les orbites de moment angulaire nul. Au voisinage du

centre, A restera necessairement petit pour E donne et V (0) fini
(U < E < 0), de sorte que le terme A2 f2 (E) constituera un premier
ocart a l'isotropie, puis les termes suivants de (6) pourront prendre de

l'importance ä des distances r plus elevees.

Substituons la serie (6) supposee uniformement convergente, dans

l'expression (5); nous obtiendrons un developpement de la forme

P(r) *o(U)+r2il,l(U)+,Ail,2(U) + (7)

oil ij/n (U) est lie ä /„ (E) par l'equation

iPJU) cn}(E-Uf + if„(E)dE, (8)
u

avec

4. A (2n)!!
c„ 47r2" + * --— n 0, 1, 2,....

(In + 1)!!

Or (8) est une equation integrale homogene de Volterra de premiere

espece pour /„; la forme particulierement simple du noyau permet ici
l'application d'une methode directe (Trurnpler 1953) qui nous donne

o

(-1)" idn + 2ipn dU
fn(E) ~

cn
VtiYCu+dJ dU" + 2 yfW^E

' (9)

E

Les transformations reciproques (8) et (9) precisent done une corres-
pondance biunivoque entre les series (6) et (7).

Toutefois, le developpement (7) est purement formel puisque les

variables r et V ne sont pas independantes.
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4. Recherche des distributions f (Ii, A)

Afin de tirer des considerations precedentes une methode capable
de determiner les diverses distributions possibles / (E, .4) dans un amas

globulaire de densite donnee p (r), nous procedons comme suit: de

l'equation de Poisson

V2 U 4nGp (10)

nous tirons le potentiel

U U (r), (11)

correspondant a la densite p (r). L'inversion de (11), soit r r (U)
nous conduit ä ecrire formellement

p(r) =yjj(U),

et en identifiant ij/(U) au premier terme du developpement (7), nous
deduisons de (9) oil n 0 la distribution isotrope / (E) /0 (E).

Mais nous pouvons aussi chercber ä egaler \ji (U) ä la somme des

deux premiers termes de (7), ce qui revient ä trouver deux fonctions

(U), il^i(U) telles que (11) verifie identiquement la relation

^o(t/) + '"2^I(l/) >P(U).

A ces fonctions ij/Q, i^ correspondent, par (9) les coelTicients /0. /,
permettant de construire la fonction de distribution anisotrope

f(E,Ä) =/o(£) + A2/1(£), (12)

dont il restera ä s'assurer du caractere defini positif.
De meme, s'il est possible de trouver trois fonctions ij/0, ij/^ i//2

telles que (11) verifie identiquement l'egalite

il>0(U)+r2ifr2(U) + r4iP2(U) i/j (U)

on pourra construire, ä l'aide des /„, fv f2 correspondents, une fonction

f(E, A) /o (£) + A2f, (E) + A\f2 (E), (13)

qui, dans le domaine oil eile apparait definie positive, defmira un autre
sous-modele de l'amas deerit par la loi de densite p (r). D'une maniere
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plus generale, un choix convenable des fonctions \j/„(U) nous fournira
n'importe laquelle des distributions / (E, .4) relatives ä la densite p (r)
et representable par une serie du type (6).

5. Polytrope d'indice 5

Tentons l'application de la methode au modele polytropique d'indice

5 defini, comme on sait, par la loi de densite

P O) Pc 1 + (14)

oil pc est la densite centrale et a une longueur constante egale au rayon
de la sphere contenant en projection la demi-masse totale finie Mj2.
De (10) et (14) on calcule le potentiel

U(r) Uc[l+ (15)

M
oü Uc a la valeur finie Uc U(0) — — G —

a

(14) et (15) nous conduisent ä la relation

p(r) tl/(U) pc

d'oü un premier sous-modele ä distribution de vitesses isotrope (Camm

1952)

64 pc (— E)7''2
/(£) - -r • (16)

7tt -Jl — Uc)

Cependant, etant donne que

r2\~i /-2\~4 r2 r2\~*
l+?) =(1 +

nous pourrons satisfaire identiquement l'egalite

r2
Ml>)+ t(U), (17)

a
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en posant

U\3 /t/x5
•M£0 Pc [ jj-J > »Ai (U) -pc

et la fonnule (U) nous donne alors

4Pc (-Efo(E)

f i (£) -

tt2V2 (-[/c)3
16pc (-£)"'«

TT2 s/2 - t/c)5

Correlativement ä (17) nous aurons

f(E, A) /„(£) + —j fi (E)
a

c'est-a-dire

4pc (-£):V2f. ,a2(~e)
K2

function dofinie positive si

/(£, A) _ t \ 1 4 r- — ^ (18)
7t2 s/2 (-£c)3 1 n2 U2 {

a2
fl2 ^A <
4( — £)

Or cette inegalite est. certainement satisfaite pour des moments

angulaires assez petits; si nous voulons qu'elle le soit encore pour toutes
les valeurs, de 0 a Am, que peut prendre .1 ä r et E donnes, il faut que
l'on ait en particulier.

Ai 2r2(E-U) <
a2 U2

4 (-£)
r E

soit, en introduisant les rapports — £ et — t]
a U c

g*2
8£2q2 — t] + 1 > 0.

s/i +£2

Ce trinöme du second degre en rj est elfectivement positif pour
t] 0 et t] 1; il est assure de le rester pour toute valeur de t\ si son

discriminant est negatif, ce qui implique £ < 1.
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Par consequent, la distribution (18) a un sens tant que r < a et

l'anisotropie se manifeste ici par une rarefaction croissante des moments

angulaires eleves lorsque r varie de 0 ä a; pour r > a il faudrait liniiter
.1 ä une valeur inferieure ä Am afin que / restät definie positive.

II est d'ailleurs possible de former, par combinaison lineaire des

fonctions (16) et (18) une distribution definie positive pour tout r < b

oil b est une distance finie arbitraire.
D'autre part, l'extension du precede conduisant ä (18) permet de

construire des distributions / (E, A) renfermant un nombre fini quel-

conque de termes; ainsi a partir de l'identite

o+£T* (i +£2r*-2£2(i +eri, d9)

nous poserons

U /U\5 fU\5
*0(U) Pc —, (t/) -2pc(—J iMf) -Pc\w)

ou bien, en modifiant legerement (19) en

(l+£2)-* (l+42)--2(l +^)-i+(2-^)(l +eVi (20)

nous pourrions avoir, alternativement,

r U fU\3 {U\51

0

,«»- -a(0-
Les distributions qui resultent de lä par (9) ainsi que celles que Ton

peut construire par superposition entre elles ou avec les fonctions (16),
(18) sont de la forme (13), les coefficients f0 (E), (E), f2 (E) apparais-
sant toujours comme des puissances demi-entieres de (—E) ou comme
des combinaisons lineaires de ces puissances.

6. Remarque sur l'evolution globale

Si l'amas globulaire considere jusqu'ici n'est plus strictement
en etat stationnaire mais devient le siege d'une evolution lente,
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nous aurons
U U(r,t),

0 A m

P(r,t)
4n

dE 1
v o JAl-A

:/(£, A, t)dA

Le nombre des etoiles (toutes de masse m 1) ayant, n'importe oil
dans l'amas, line önergie comprise entre E et E-\-dE, un moment angu-
laire compris entre A et A-\-dA s'eleve done ä

g (E, A, t) 1Ö7T2 J r2 drv2\A \ f(E, A, t), (21)

oil r rm est donne par U (r,„, l) E.

Or selon (2)

r2v2 | A |

de sorte qu'on ecrira aussi

r m

g(E,A,t) I6n2 ^ r dr

o

x/l

Vi
a(r,v, z, t).

A partir de la di'rivee — on peut, en procedant comme dans le ras
dt

isotrope (Henon 196i), parvenir ä une equation devolution globale des

etoiles (E, A)

/• dr
J2r2 (E — U) — A2 LI

fda\ df dU 8f
dt)p dE dt dt

0 (22)

(da\
Cependant l'expression I — 1 de la variation de distribution des

P

vitesses, due aux rencontres entre etoiles, devient ic-i tres compliquee
(Michie 1961).

Observatoire de Geneve, juin 1962.
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