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GEOMETRIE PROJECTIVE
ET NOTIONS DIFFERENTIELLES

PAR

PAUL ROSSIER

I. Introduction

En geometrie projective, on enonce un theoreme relatif ä la conservation

par collineation de la tangence de deux courbes et de celle des

inflexions. Ainsi, les notions de tangente ä une courbe ponctuelle, d'in-
flexion et correlativement, Celles de point d'une courbe tangentielle et de

rebroussement, les notions analogues relatives ä l'espace ont un carac-
tere projectif. Or, generalement, on definit ces objets par des procedes

metriques. De meme, dans la theorie des coniques, le theoreme de Pascal

fait apparaitre la tangente sans recours aux operations infinitesimales
habituelles en ces matieres. Le theoreme de Brianchon conduit ä des

conclusions correlatives sur les coniques tangentielles. Les propriety
des cubiques gauches font apparaitre des plans osculateurs.

Nous nous proposons d'exposer un mode purement projectif de

definition de ces notions, sans recours ä une representation analytique.
Nous ne nous appuierons que sur les axiomes d'appartenance, d'ordre et
de continuity de la geometrie projective, tous bien connus.

2. Suite harmonique d'elements

Sur une forme de premiere espece, choisissons un element R dit de

reference. Deux elements A et B, distincts de R, determinent un unique
segment ne contenant pas R. Dans la suite, le mot segment sera utilise
dans ce sens, apres indication de l'element de reference choisi.

Construisons le conjugue harmonique Cx de R par rapport äi et B,
puis le conjugue harmonique C2 de R par rapport a 4 et Cx et ainsi
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150 GEOMETRIE PROJECTIVE ET NOTIONS DIFFERENTIELLES

de suite, le conjugue harmonique C„ de R par rapport ä .1 et Cn_l.
Appelons suite harmonique la suite d'elements Cv C2,... Les elements
de cette suite appartiennent au segment AB et Cn appartient au
segment AC„_,.

Pour alleger le langage, traitons le cas de la ponctuelle et Operons
dans un plan. Le point Cx est obtenu au moven d'un quadrangle. Cela

fait, par .4 et R, menons deux secantes a et r. D'un point 5 de a, pro-
jetons B et C\ sur r en B' et Cß, la droite BC{ coupe a en un point T et
la droite TCX coupe r en C2\ la projection de C2 ä partir de S sur AB
est C2. La droite TC2 coupe r au point C3' qui, projcte ä partir de S

donne C3 et ainsi de suite.

Appelons D l'intersection de a et r. La projection sur r ä partir de S

de la suite ordonnee ACßR donne la suite ordonnee DC^B'R\ ä partir
de B, projetons ces points sur a; nous obtenons la suite ordonnee DTSA.
Ainsi D et S sont separes par .4 et T.

Sur le segment AB, supposons l'existence d'un point A' distinct de A

tel que tous les points de la suite harmonique appartiennent au segment
BX. Relativement ä l'ordre AXB, les points du segment A A' precedent
ceux de la suite harmonique; ceux du segment BCX suivent ceux de la
suite harmonique. Nous pouvons done classer les points du segment AB
en deux categories: ceux qui, relativement ä l'ordre ci-dessus, precedent
tous les points de la suite harmonique et ceux qui sont precedes par au
moins un point de la dite suite. L'axiome de continuity affirme l'existence
d'un point L qui separe les deux categories de points et L est distinct de

A. L'existence d'un seul point X implique done celle du segment AL qui
ne contient aucun point de la suite harmonique.

A partir de S, projetons L en L' sur r et, ä partir de L', projetons la
suite ordonnee ADTS sur AB\ nous obtenons la suite ordonnee ARL"L.
Done le point L", projection sur AB de L' k partir de T appartient au

segment LR qui contient B et il n'est pas L. Ce segment contient la suite

harmonique. Dans le segment LL", soit Cn un point de la suite harmonique.

Le point Cn+l obtenu par projections successives ä partir de T et de

S appartient au segment AL. II y a contradiction. II n'existe done pas
de point X distinct de .4 tel que le segment AX ne contienne aucun
element de la suite harmonique. Nous dirons que cette suite converge
vers A ou que A en est la limite.

Les proprietes precedentes sont faciles ä etendre aux faisceaux de

droites ou de plans par projection ou en operant correlativement.
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3. — Suite convergent^ d'elements.

Soient A et B deux elements d'une forme de premiere espece, R

l'element de reference et une suite harmonique d'elements Cj de limite
A. Sur le segment AB supposons l'existence d'une suite ordonnee
d'elements Xk telle que, pour tout entier N arbitraire, on peut trouver deux
entiers j et g superieurs ä N tels que la suite ACjXgR soit ordonnee et
deux entiers l et m, superieurs ä N, tels que la suite AXmCtR le soit
aussi. Nous dirons alors que la suite Xk a A pour limite ou qu'elle
converge vers A.

Sur le segment ^42? construisons deux suites harmoniques de meme
limite A et relatives & deux elements de reference R et S non separes par
A et B. En appliquant deux fois la propriete precedente, on constate que
la convergence de la suite X' • est independante du choix de l'element de

reference, pourvu qu'il appartienne ä celui des deux segments projectifs
AB qui contient le premier d'entre eux.

4. — Tangente ä une courbe ponctuelle plane, point Tune courbe langen-
tielle plane

Nous appellerons courbe ordinaire, ponctuelle ou tangentielle des

ensembles de points ou de droites sur lesquels reussissent les operations
suivantes, sauf peut-etre en un nombre fini d'elements.

Nous pourrions examiner d'abord le cas le plus usuel, celui de la

tangente ä une courbe ponctuelle puis dire, comme on le fait souvent,
« dans le cas tangentiel, operer dualistiquement ». Dans ce dernier cas,
la figure est un peu plus touffue que pour une courbe ponctuelle; nous

croyons done bien faire de choisir la disposition classique des deux
colonnes.

Soit A un point d'une courbe

ponctuelle c. Par A, menons deux
droites distinctes x et y et, sur
elles, choisissons deux points X
et Y qui, sur ces ponctuelles, nous
serviront de points de reference

Soit U un point de la courbe

c distinct de A. Menons les

Soit a une tangente ä une
courbe tangentielle c. Sur a,
choisissons deux points distincts
X et Y et, par eux, menons deux
droites x et y qui, dans les fais-

ceaux de sommets X et Y, seront
les rayons de reference.

Soit u une tangente ä la
courbe c distincte de a. Deter-
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droites XU et YU puis deter-
minons les intersections V et T
de x avec YU et de y avec X U.
Determinons le conjugue har-

monique V' de V par rapport ä

A et X et celui 7" de T par
rapport ä A et Y.

Menons les droites XT, XT',
YV et YV \ elles sont les quatre
cötes d'un quadrilatere dont A'

et 7 sont deux sommets. Le

point U est un sommet de ce

quadrilatere. Appelons K
Intersection de XT' avec YU, L
celle de YV avec XT' et M
celle de XU avec YV.

Les paires de points UK et
LM determinent deux segments

projectifs qui ne contiennent pas
Y; de meme, les paires UM et

KL determinent deux segments

qui ne contiennent pas A.
Appelons cotes du tetragone 2

UKLM les segments ci-dessus et
points du tetragone UKLM
l'ensemble des points du plan
tels que toute droite par eux

coupe deux cötes du tetragone
en deux points appartenant aux
segments precedents.

minons les intersections xu 1 et

yu des droites x et u, y et u, puis
tra^ons les droites v et t joignant
A ä yu et Y ä xu. Determinons
le rayon v', conjugue harmonique
de v par rapport ä a et x et celui
t' de t par rapport ä a et y.

Determinons les points xt,
xt', yv et i/o'; ils sont les

sommets d'un quadrangle dont x et

y sont deux cötes. La droite u

est un cöte de ce quadrangle.
Appelons k la droite par xt' et yu,
l celle par yv' et xt' et m celle

par xu et yv'.

Les paires de droites uk et Im

determinent deux segments
projectifs qui ne contiennent pas

y, de meme, les paires um et kl
determinent deux segments qui
ne contiennent pas x.

Appelons sommets du tetra-
stigme2 uklm les supports des

segments precedents et droites
du tetrastigme l'ensemble des

droites du plan telles que tout
point sur elles determine avec
deux des sommets du tetrastigme
deux droites appartenant aux
segments precedents.

1 Nous notons ab le point d'intersection des deux droites a et b.
2 Le quadrilatere UKLM et les segments utilises constituent un quadrilatere

de la geometrie elementaire, si la droite XY est la droite impropre
du plan. Afin d'eviter toute confusion avec le quadrilatere complet et le
quadrangle complet de la geometrie projective, nous employons le terme
tetragone, d'usage peu frequent et nous nous permettons de creer le mot
correlatif de tetrastigme, d'etymologie evidente.
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L'ensemble des points de la

courbe c qui appartiennent au

tetragone UKLM est dit consti-

tuer un arc voisin de A.
Supposons possible le choix

de V de faijon qu'il n'existe qu'un
unique point U' de la courbe qui
appartienne ä un cöte du tetragone.

Supposons possible le choix
des elements x, X, y, Y, et V de

telle sorte que, projetant un

point variable M de l'arc voisin
de A ä partir de Y sur x, la

correspondance obtenue est biu-
nivoque.

Nous dirons alors que l'arc
voisin de A est simple.

Sur x, construisons une suite
de points convergeant vers A et

projetons-la sur la courbe ä

partir de Y.

Joignons les points obtenus ä

A. Nous obtenons une suite de

rayons du faisceau de sommet A.

Supposons l'existence d'une
droite a passant par A vers
laquelle converge la suite de

rayons ci-dessus.

La droite a est la tangente
ä la courbe c en A.

L'ensemble des tangentes ä

la courbe c qui appartiennent au

tetrastigme uklm est dit consti-
tuer un arc voisin de a.

Supposons possible le choix
de u de fa<;on qu'il n'existe
qu'une unique tangente ä la
courbe qui appartienne ä un
sommet du tetrastigme.
Supposons possible le choix des

elements X, x, Y, y et u de telle
sorte que, coupant une tangente
variable m de l'arc voisin de a

par y et joignant le point obtenu
ä X, la correspondance obtenue
est biunivoque.

Nous dirons alors que l'arc
voisin de a est simple.

Parmi les rayons du faisceau

de sommet X, formons une suite

convergeant vers a; par l'inter-
section de chacun d'eux avec y,
il passe une tangente ä l'arc
simple.

Determinons leurs intersections

avec a. Nous obtenons une
suite de points de a. Supposons
l'existence d'un point A de a

vers lequel converge la suite de

points ci-dessus.

Le point .4 est le point de

contact de la tangente a avec la
courbe tangentielle c.

En toute rigueur, la tangente (ou le point), ci-dessus depend des

elements arbitraires x, X, y, Y et U (ou u). Seuls sont intsressants les

cas oil la figure obtenue est independante de ces elements.
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Ce qui precede pourrait etre complete en distinguant sur l'arc UU'
(ou uii') les deux arcs partiels A V et AU' (au et au'); nous obtiendrions
ainsi deux demi-tangentes (demi-points) distinctes ou confondues.

L'exemple des coniques va nous montrer que dans les cas les plus simples
ces deux demi-tangentes sont confondues.

Les points et les tangentes satisfaisant aux conditions precedentes
sont dits reguliers ou ordinaires et les autres, singuliers.

5. — Cas des coniques

Dans le cas des coniques non degenerees (le seul que nous exami-
nerons), le theoreme de Pascal permet de definir et de construire la

tangente en un point independamment des considerations precedentes
ou de toute operation infinitesimale. Si A, B, C, D et E sont cinq points
d'une conique, les trois intersections suivantes sont alignees: celle de la

tangente en A avec CD, celle de AB avec DE et celle de AE et BC. Nous

allons montrer que cette tangente pascalienne est confondue avec celle

qui resulte des operations du No 4, tangente que nous qualifierons
d'infinitesimale.

Sur une conique c, choisissons les points A, A et Y et menons les

deux droites x A A et y A Y. A partir de A' et de Y, projetons un

point variable M de la courbe sur les droites x et y, en M x et My. Les

deux ponctuelles obtenues sont perspectives, puisque A est son propre
correspondent. Appelons L et L' les intersections de la droite A Y avec
AM et avec MxMy. Les deux ponctuelles decrites par L et L' sont pro-
jectives. Dans cette projectivite, ä l'intersection de A Y avec la droite
joignant A au centre de la perspectivite ci-dessus correspond l'intersection

de XY avec la tangente pascalienne en A. Ce correspondant est

unique et est precisement determine par la tangente infinitesimale en A.
La tangente en A est evidemment independante du choix de A et 7

sur la courbe. L'application de la remarque faite ä la fin du N° 3 etend
cette independance au choix de A et Y hors de la conique.

La construction de la tangente infinitesimale ä une conique est

particulierement breve parce que la courbe n'etant coupee qu'en un
point variable par les rayons d'un faisceau ayant son sommet pris sur
elle, tout arc de conique est un arc simple.

De l'existence de la tangente dans le cas des coniques, on conclut la

possibility de realisation des hypotheses faites au N° 4.
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La tangente ä une conique en Tun de ses points n'a aucun autre point
commun avec la courbe. On dit alors que ce point est une intersection
double de la droite et de la conique ou que toute tangente ä une courbe

a au moins deux points communs avec celle-ci au point de contact.
Du theoreme de Brianchon, on deduit la possibility de la determination

du point de contact ä la Brianchon d'une tangente ä une conique
tangentielle. Une demonstration correlative de celle faite plus haut
montre l'identite de ce point de contact avec celui resultant des operations

projectives infinitesimales.
Par le point de contact d'une tangente ä une conique, il ne passe

qu'une tangente ä la courbe; la tangente est alors consideree comme
double et, par un point d'une courbe tangentielle, il passe au moins deux

tangentes ä la courbe confondues entre elles.

6. — Cones

Par projection ä partir d'un point ou par extension des considerations

precedentes aux gerbes, les definitions posees plus haut peuvent etre
etendues aux cones: existence possible du plan tangent le long d'une

generatrice d'un cone lieu de droites et existence de la generatrice de

contact d'un plan d'un cöne enveloppe d'un Systeme de plans.

7. — Tangente ä une courbe gauche, ponctuelle ou tangentielle

Les operations et definitions du N° 4 peuvent etre etendues ä l'espace
(et ä l'hyperespace). Traitons avec quelques details le cas des courbes

ponctuelles.
Soit A un point d'une courbe ponctuelle gauche. Par lui, menons

trois droites x, y et z non coplanaires et, sur elles choisissons trois points
de reference A, Y et Z. Soit U un point de la courbe distinct de A; avec
Y et Z, il determine un plan qui coupe x en V. Soit V le conjugue
harmonique de V par rapport ä A et A". Soient T et 7", S et S' les points
construits de fa?on analogue sur y et z. Retenons les segments VV, TT'
et SS' qui ne contiennent pas les points de reference A, Y ou Z. Avec Y

et Z, V et V determinent deux plans et, dans le faisceau d'arete YZ le

segment VV determine un segment projectif de plans. Operons
de meme sur les droites y et z. Nous determinons ainsi un hexaedre

qui contient un arc de la courbe. Supposons possible le choix de x,y, z,

A, Y, Z el U de telle sorte que la projection des points de cet arc
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ä partir de Z sur le plan xy engendre line courbe ayant en A une

tangente. Supposons cpi'il en est de meine en projetant la courbe ä

partir de Y sur le plan xz et en la projetant ä partir de A' sur le plan yz.
Nous determinons ainsi trois tangentes lz, ty et lx. Supposons enfin que les

trois plans Ztz, Yty et Xtx appartiennent ä un faisccau. Si cette arete

est independante du choix des points A, A et Z, eile est la tangente en

A ä la courbe donnee.

Correlativement, une courbe enveloppe de plans etant donnee, soit a
Tun d'entre eux. La construction correlative de la precedente conduit ä

trois points du plan a qui, s'ils sont alignes et independants du choix des

elements arbitraires. appartiennent ä la tangente a la courbe donnee

appartenant au plan a.
En memo temps que nous construisons la tangente en A ä une courbe

gauche, projetons la figure sur un plan. A une suite convergente de

secantes issues de A correspond une suite convergente de secantes de la

projection, ä moins que la premiere suite ne converge vers la projetante
du point A. Done la projection sur un plan de la tangente ä une courbe ä

partir d'un point n'appartenant pas ä cette tangente est la tangente ä la

projection. L'existencc de la premiere tangente implique celle do la

seconde, ä la reserve pres que le centre de projection ne lui appartienne
pas.

8. — Plan oscnlateur ä une courbe gauche ponctuelle, point (rune courbe

gauche tangentielle

Dans la figure ponctuelle examinee an N° 7, supposons l'existence
de la tangente a en un point A de la courbe c. Dans le faisceau de plans

ayant a comme support, supposons l'existence d'un segment projectif
tel que les plans de ce segment coupent la courbe consideree sur l'arc
simple defini plus haut en un unique point hors de A. Sur x, choisissons

une suite dc points convergeant vers A et ä partir de YZ, projetons ces

points sur la courbe. Supposons possible la determination d'un plan a
tel que la suite des plans du segment ci-dessus correspondant ä celle des

points pris sur x converge vers le plan a. Ce plan est le plan osculateur ä

la courbe au point A.
Correlativement, on definira le point d'osculation d'un plan d'une

courbe gauche enveloppe de plans, autrement dit, la possibility d'exis-
tence de l'arete de rebroussement d'une surface developpable consideree

comme enveloppe d'une famille simplement infinie de plans.
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9. — Cas de la cubique gauche

La cubique gauche est le lieu des intersections de deux rayons corres-

pondants de deux gerbes collineaires de droites. On demontre les pro-
prietes suivantes de cette courbe gauche: sa projection sur un plan ä

partir d'un de ses points est une conique; eile est coupee en trois points
au maximum par un plan.

Demontrons tout d'abord l'existence de la tangente en un point de la

cubique gauche. Pour cela, apres avoir choisi un de ses points .4, prenons
sur eile les trois points A, Y et Z. Ces quatre points ne sont pas copla-
naires, sinon leur plan couperait la courbe en quatre points. La
projection de la cubique ä partir de Z sur le plan AXY est une conique;
celle-ci possede une tangente tz en .4. II en est de meme sur les plans
.1 YZ et AZX. II reste ä prouver que les trois tangentes tz, ty et tx deter-
minent avec Z, Y et A' trois plans d'un faisceau. Pour cela, appelons t

l'intersection des plans Zt. et Yty. A partir de A, projetons t sur le plan
A YZ; soit t' la projection obtenue, supposee distincte de tx. La droite t'

coupe la conique projection de la cubique sur le plan A YZ en un point
Mx distinct de A, projection d'un point M de la cubique. La tangente tz

passerait alors par la projection a partir de Z de M sur le plan A X Y et la

tangente en A ä la conique projection de la cubique sur ce plan couperait
la courbe hors de A. Cela est exclu. Toute cubique gauche possede done

une tangente en chacun de ses points.
La projection de la cubique gauche sur un plan ä partir d'un de ses

points A est une conique qui passe par l'intersection .4' du plan de

projection avec la tangente a au centre de projection. Tout plan par la

tangente a coupe le plan de projection suivant une droite qui passe par
A'. Celle-ci ne coupe la conique projection qu'en un unique point hors de

A'. Done tout plan d'un faisceau ayant pour support une tangente ä une
cubique gauche coupe la courbe en un unique point hors de celui de

contact.
Le plan passant par A et qui a pour trace sur le plan de

projection la tangente en A' k la conique projection de la cubique est
le plan osculateur; il est unique; il ne coupe pas la cubique hors du

point 4.
On exprime souvent les proprietes ci-dessus des intersections de plans

avec la courbe en disant qu'une tangente a une intersection double avec
la courbe et un plan osculateur, une intersection triple.
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L'existence de la tangente et du plan osculateur dans le cas de la

cubique gauche montre la compatibility des definitions posees et la
possibility de l'existence de points ordinaires sur les courbes gauches.

Deux points distincts A et B de la cubique gauche determinent une
droite d. Pour tout point D de celle-ci, la droite d est une bisecante. Par
ce point D, il n'existe pas d'autre bisecante, sinon le plan de ces deux
droites couperait la cubique en quatre points.

A partir de /), projetons la cubique sur un plan a et appelons E
l'intersection de la bisecante d avec ce plan. Dans tout tetragone construit
autour de E figurent des points appartenant ä deux arcs simples de la

cubique; en .4 et B, la cubique possede deux tangentes dont les projections
sont les tangentes en E a la projection de cette courbe. Ces deux tangentes
sont distinctes, sinon les tangentes ä la cubique gauche seraient copla-
naires. Cela impliquerait que la conique projection de la cubique gauche
sur le plan a ä partir de A aurait en E une tangente qui passerait par la
trace de la tangente en B\ cette tangente couperait la courbe. La cubique
plane projection de la cubique gauche possede done en E deux tangentes
distinctes. II peut exister des points singuliers sur des courbes.

En appliquant le theoreme de Pascal ä la conique projection de la

cubique gauche a partir d'un de ses points, on demontre que par un point
quelconque, on peut mener au plus trois plans osculateurs ä une cubique
gauche; autrement dit, la surface developpable avant la cubique gauche
comme arete de rebroussement est de classe trois. Correlativement et

reeiproquement, le lieu des points d'osculation des plans tangents ä une
surface developpable d'ordre trois est une cubique gauche. Le correlatif
du theoreme aflirmant que la projection d'une cubique gauche ä partir
d'un de ses points engendre un cöne quadratique est le suivant: l'enve-

loppe des sections des plans osculateurs ä une cubique gauche par l'un
d'eux est une conique, ou encore le lieu des intersections des tangentes
ä une cubique gauche par un des plans osculateurs ä la cubique est une

conique.

L'application des precedes exposes plus haut ä la surface developpable

de classe trois conduit aux resultats correlatifs des precedents,
notamment ä l'existence possible de tangentes doubles ä certaines
courbes et ä celle des singularites tangentielles des courbes.1

1 Rappeions que, pour les courbes algebriques d'ordre superieur ä deux,
les formules de Plücker imposent l'existence de singularites ponctuelles ou
tangentielles.
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10. — Inflexion, rebroussemenl

Soit A un point d'une courbe

ponctuelle plane c et a la tan-
gente en ce point. Dans le

faisceau de sommet A, supposons
possible la determination d'un
segment projectif dont a est une

extremite, tel que les rayons de

ce segment coupent un arc
simple voisin de A en deux points
hors de A.

Soit a une tangente ä une
courbe tangentielle plane c et A

son point de contact. Sur la

tangente a, supposons possible
la determination d'un segment
projectif dont A est une extremite

et dont les points sont les

intersections de deux tangentes
appartenant ä un arc simple
voisin de A.

Le point A et la tangente a

sont dits d'inflexion.
La tangente a et Ie point A

sont dits de rebroussement.

Ces definitions supposent l'existence de la tangente ä la courbe au

point considere de la courbe ponctuelle ou celle du point de contact de la

tangente examinee, mais pas necessairement ailleurs sur l'arc etudie.
Sur une cubique gauche, considerons un point A et le plan osculateur

en ce point. A partir d'un point S de ce plan, projetons la courbe sur un

plan 7i. Supposons que le centre de projection S n'appartient pas ä la

tangente en A. Soit M un point quelconque de la cubique; le plan A MS
la coupe en un troisieme point N et, sur le plan 7t, la secante qui passe par
les projections de A et de M passe par celle de N. Le point A est une

inflexion de la projection. La notion d'inflexion n'est done pas contra-
dictoire. Les coniques sont des courbes trop simples pourposseder de tels

points.
Si le centre de projection S appartient ä la tangente a ä la cubique

en A, menons par S, dans le plan osculateur « en 4, une droite
quelconque d; eile coupe la conique lieu des traces sur le plan a des tangentes
ä la cubique gauche en deux points. Sur la projection, en plus de la trace
du plan osculateur, par la trace de d, il passe deux tangentes ä la
projection de la cubique. La projection A' de A est done un rebroussement.

Celui-ci est de premiere espece, sinon, aux deux intersections d'une
secante par A' avec la cubique plane correspondraient, sur la cubique
gauche deux intersections par un plan contenant une tangente ä la courbe,

ce qui est exclu.
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11. — Concavite, convexite

Soient un arc simple de courbe, A un de ses points, a la tangente en

ce point, X un point de a. Si dans le faisceau de sommet X, il est possible,
quel que soit X, distinct de A, de construire un segment projectif de

rayons qui coupent l'arc en deux points, les points de ces secantes qui
appartiennent au segment limite par ces deux intersections qui ne con-
tient pas A' appartiennent ä la concavite de la courbe; les autres points
d'un tetragone determinant l'arc simple et dont X est Fun des points
constructifs appartiennent ä la convexite de la courbe.

Ces definitions sont realisees sur une conique; les points interieurs de

la conique appartiennent ä sa concavite et les exterieurs ä la convexite.
On peut evidemment etendre la definition precedente au cas tangen-

tiel en construisant, sur une secante ä une courbe par un point A, un
segment de points d'oü peuvent etre menees deux tangentes ä la courbe.
Dans le langage habituel, ces points appartiennent ä la convexite de la
courbe, comme le montre le cas de la conique. Ainsi la notion de

concavite et de convexite ne satisfait pas pleinement ä la dualite. Nous nous
contenterons done de l'etude du cas ponctuel, le plus frequemment cite.

La definition donnee ne suppose l'existence de la tangente qu'au
point etudie mais pas necessairement aussi ailleurs sur l'arc etudie.

En une inflexion, il n'y a ni convexite ni concavite. En effet, soit S

une secante appartenant au segment considere qui coupe l'arc simple en

M et M'. Si le point etudie est une inflexion, on peut choisir M de telle
sorte que la droite MA coupe l'arc en M". Tragons M' M" et choisissons
le point Y d'un tetragone sur cette droite; l'arc n'est pas simple.

12. —Emploi des coordonnees, Conclusion

En se basant exclusivement sur les axiomes de la geometrie projective,

il est possible d'introduire des coordonnees et d'etudier les questions

exposees ici par la methode analytique. Le procede est classique et
souvent commode. Cependant, les conditions d'analycite des fonctions
generalement posees masquent parfois le caractere geometrique de

certaines questions telles que le role des theoremes de Pascal et de

Brianchon ou la non-necessite de certaines existences hors de l'element
etudie. Par contre la methode analytique fournit des exemples simples
de diverses singularites. Citons-en un.
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En coordonnees cartesiennes, la courbe d'equation y J |x| dx
o

presente une inflexion ä l'origine; eile se compose de deux demi-para-
x2 x2

boles y — pour x positif et y si x est negatif. A l'origine, la
2 2

seconde derivee n'existe pas. Hors de ce point, la premiere derivee est

constante: + 1 selon que x est positif ou negatif. Nous avons done ici

un cas oil la definition frequemment donnee de l'inflexion, point oil
change le sens de variation de la derivee de l'ordonnee par rapport ä

l'abscisse est en defaut. Au contraire, la definition projective est valable.

Analytiquernent, les suites convergentes sur une forme de premiere

espece seraient remplacees par des nombres infiniment petits. Cette

notion de convergence n'exige pas l'emploi de ces nombres.

En resume, nous avons montre que les notions les plus elementaires
de la geometrie projective permettent de traiter les plus simples des

problemes de la geometrie des courbes.
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