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SUR L'EVAPORATION
D'UN AMAS STELLAIRE

A DEUX POPULATIONS DIFFERENTES

PAR

P. BOUVIER

Resume.

On considere un amas forme de deux populations d'etoiles de masse difTe-

rente, l'une des populations etant numeriquemcnt preponderante; on reprend
les hypotheses de depart de King (1960), soit creux rectangulaire de potentiel
et isotropic des vitesses. Le taux d'evasion en fonction de la masse est alors
calcule ä partir d'un Systeme de deux equations de Fokker-Planck. Discussion
et comparaison des resultats.

-•1 bstracl.

A star cluster containing two different stellar populations is considered
here, one of these populations being very much larger than the other. By
making the same basic assumptions as King (1960), i.e. rectangular potential
well and isotropic velocity distribution, the rate of escape is obtained, as a

function of mass, from a system of two Fokker-Planck equations. Results
are discussed and compared to some similar ones previously found by others.

1. Nous examinons ici le probleme d'un amas stellaire ayant la
svmetrie spherique et compose de deux populations distinctes d'etoiles
de masses respectives »q, m2. A chacune des populations est associee,

dans l'espace de phase ä six dimensions, une fonction de distribution

fs =fs(x,v,t) s 1,2

—^ -
oil x symbolise les trois coordonnees de position, v les trois coordonnees
de vitesse et t le temps.
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Les functions js subiront cependant des fluctuations au cours du

temps sous 1'efTet des rencontres on interactions de choc entre etoiles
de l'amas et comme ces interactions sont regies par la seule attraction
de gravitation, Ton se trouve ici dans les conditions (Jeans) oil l'effet
cumule des chocs faibles l'emporte sur celui des rares chocs a proximite
immediate. En tout point de l'amas, chaque fonction de distribution des

vitesses varie alors d'une maniere quasicontinue, selon une equation
de Fokker-Planck. Nous allons faire ici deux hypotheses restrietives
ahn de simplifier la forme explicite des equations:

1° le potentiel est suppose constant a l'interieur de l'amas,

2° les distributions sont isotropes en les vitesses.

II en resnlte que les functions fs ne dependent plus que des deux
variables v (module de la vitesse) et t.

La forme de l'equation de Fokker-Planck a etc modifiee par Rosen-

bluth et al. [3] dans le cas general de distributions de vitesses quel-

conques; si l'ori tient compte de 2°, l'equation revet une forme plus
simple deja utilisee par plusieurs auteurs [1J, [2] et dont nous ferons

usage dans le present probleme oil il nous faut ecrire le Systeme suivant
de deux equations aux derivees partielles

(1)

dt v2 Gv

et Bv sont les fonctionnelles lineaires

V

•^0 [/] 1 l'2fdv
o

J v*fdv + V—]vfdv
3vi 3

i :
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functions de v. En outre, G etant la constante de la gravitation,

,2 s 1, 2
rsr - 4ttG ms Eog asr

r 1,2

oil asr est un rapport de longueurs caracteristique d'une rencontre entre

une etoile s et une etoile /; nous considerons par la suite Log asr comme

pratiquement constant et egal ä une valeur moyenne commune quels

que soient s, r. Done

(3) Fsr Ts 4tt G2 ml Log a.

La vitesse quadratique moyenne est definie jiar addition des energies

cinetiques des deux populations:

(4) <r2> ^{v2\+^{V2}2

< c2 >j etant la vitesse quadratique moyenne des etoiles s seulement
et les coeflicients

M,
_

M2

M, + M2 M, + M2

mesurant les masses relatives, variables au cours du temps.
Ouant a la \dtesse d'evasion, eile se deduit de la relation

v\ 4 <w2>.

2. Lorsque la masse de la population 1 est tres superieure ä celle
de la population 2, on a ^ ^ 1, ~ 0 et la xutesse d'evasion est

pratiquement determinee par la seule population 1

(5) v2e 4<y>!.

C'est ce qui arrive quand les etoiles 1 sont beaucoup plus nombreuses

que les autres; on ne retient alors dans les equations (1), (2) que les

eiiocs 1 — 1 et les chocs 2 — 1 respectivement, de sorte que

(J. 1 8 / 8f,
(6) — ~ 2 v- < [/.]/. + L/i] ~47t r, Ct V CD \ dv

1 df2 1 8 (m2 _ _ _ df2

4nrl ct v dv ymj dv
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'I'raitant le probleme d'une seule population, King [2] est parti de

l'equation (6) et en a cherche une solution de la forme

(8) A {v, t) hv (t)gl (u)

oil

v(t) a (f) u.

La separation des variables devient possible ä condition que Ton puisse
ecrire

a' h[- ?ira hx

<]1 etant une constante. II en resulte d'abord

(9) h\ — 471 r! Hi h\

oil p.j est une autre constante. Tenant cornpte ensuite de (5) qui nous
donne

u\ 4 <u2 >

l'equation en u s'ecrit

(10) ^2^1 BÄ9i~\d-^ + (Auldi~\ - "3 )<7i +^i 91 0

avec

Aulgi] J "291 du

1 " U2ue
ßu[0i] 3-i^gidu + — $ugidu

1 N i
(11a) Xi (1 +3qx) m ~

4nTi hi Ni

(lib) qiHi \Xi

Nx etant la concentration des etoiles 1.
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Normalisant les it ä < it2 > 1, la solution de (10) soumise aux
conditions initiales

(0) i, (d-^) =0
\du Ju=o

est obtenue numeriquement; eile a ete tabulee dans [2] (p. 124), la valeur

propre \ ayant ete lixee ä 0,004283 par la condition supplementaire

gi (2) 0

Ce calcul est toutefois insuffisant en raison du caractere sommaire des

hypotheses de depart; la dependance spatiale de fx ainsi que la contraction

de l'amas consecutive ä l'evaporation ont ete negligees. II en resulte

entre autres une valeur negative de p.x telle qu'on la deduit de (11 a)

et (11 b) apres elimination de et ceci nous conduit d'apres (9) ä

une fonction /x croissante au cours du temps.
King s'est efforce d'introduire la contraction apres coup, mais cette

tentative n'est pas vraiment satisfaisante.

3. Sans modifier les hypotheses faites au n° 1, admettons cependant

pour (7) egalement une solution du type (8) soit

(12) f2(v't) h2(t)g2(u)

Kile permettra la separation des variables t, u si, q2 etant une constante,
l'on a

a' h'2
~ ^ Va h 2

alors

(13) h2 - 4nrj p2 hy h2

(fx2, constante).

Rappelant que des definitions du nombre d'etoiles s par unite de volume

ue

N, 4nhsa3 j u2g^(u)du 4nhs a3 Aue[gs]



330 seit i.'evapohation u'pn ajias stei.i WltK

et de la densite d'energie einetique des dtoiles s

tie

Ts 2n mshsa5 j uA (u) du
O

Ton tire los relations

Ks h
s a'

— + 3 -jv7 hs a

Ts hs «'
— + 5

T~ Iis "

dont la premiere donne 1c taux d'evaporation de la population s, nous
verifions quo

1 N 2
(14«) ;.,=(!+ 3 q2)/(2 - 47IT, hj N2

1 a' 3
(14 M q2n2 - ——q -T;-i

47rT, /?, « 2

ayant teriu compte de (5).
II reste finalement l'equation dilTerentielle homogene suivante pour

&('<):
1 d dq 2 (n?2 -.3 \

(15) ^2d~
3)g2 I +/.2g2 =0

avec les conditions initiales

9i (0) 1 (~2) 0
V </" Ju o

et la condition supplementaire

ff2 (3) 0

qui determinera X2 pour une valeur donnee, pas trop grande, du

rapport m2jmv

4. La resolution numerique de l'equation (15) a ete effectuee ä l'aide
de la calculatrice Ferranti «Mercury» du C.F.R.X., en adoptant
pour g1 («) la solution de (10) tabulee ä cinq decimales par King dans [2]
et en donnant au rapport

m-,
/< —
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les valeurs succossives 0.0 0.1 0.2 1.5. Etant donne que,
d'apres (11«) et (14 a), nous avons

n2/n2
(16) -4—-- -2-

NJN i

la figure 1 qui represente (courbe en trait plein) la variation avec p. des

valeurs propres X2 nous apprend que le taux d'evasion est fonction
monotone decroissante de la masse.

Fig. 1

Cette courbe des X2 X2 (p.) vient se placer entre des courbes
analogues (en pointille) obtenues, en traitant le probleme un peu diflerem-
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ment, d'un cote par Spitzer et Härm [4] et de l'autre par Henon [1];
eile nous fournit en particulier un taux d'evasion des etoiles de inasse
nulle environ 15 fois superieur ä celui des masses mv

Lorsque p. s'eleve ä 1.5, le taux d'evasion devient pratiquement nul;
d'ailleurs X2(1.5) est alors d'un ordre comparable (10~5) ä celui des

erreurs sur les valeurs donnees pour gx («).
Les fonctions propres g2 (u) sont toujours, pour u variant de 0 ä ne,

des fonctions monotones decroissantes de 1 ä 0, la carence des etoiles

rapides etant d'autant plus marquee que leur masse est grande (fig. 2).

Au voisinage de u 0, on a sensiblement

g2 (pl e~"u-

de sorte que la distribution des vitesses des etoiles lentes est ä peu pres
maxwellienne.

Fi«. 2

Comparons les pentes des courbes de la figure 2 pour la valeur
critique a ue en integrant les deux membres de (6) ou (7) sur les

vitesses de 0 a »c; nous trouvons

dNs r /8fs\
Ns (4n) T, £?„.[/,] s 1,2
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soit, en invoquant les transformations (8) et (12),

r, M* „ r. n fdg*
Ns (4702 r,

u ue

d'oii le taux relatif d'evasion des etoiles s

4n ryr
h1Bue\_gl~] (dgs

4n f1 —r ——
Ns a Auelgs]\ du Ju=u

Tenant compte de (16) nous obtenons pour le rapport des pentes
ä it we,

^ (dg2ldu)u=ue Aue [g2] I2

(dgjdu)u=ue Aue[g,]

egalite dont le second membre est effectivement superieur ä l'unite
si m2 < /Wj, inferieur ä un si m2 > mv

En rapportant les fonctions g2 (u) g (a; p) aux repartitions gaus-
siennes correspondantes y ('/; p) e-'"'2, nous sommes conduits a une
famille de courbes representant le produit g (u; p) eml. Pour toute
valeur donnee de u nous avons,

dq dy
— < 0 et — < 0
dfi dg

de plus, ici

S(gly)

dft
< 0

corame chez Henon [1] mais contrairement ä Spitzer et Härm [4].
La variation relative dg/g de g pour un accroissement dp ä u fixe est

inferieure ä —u2dp (fig. 3).

5. Faisons ici trois remarques:

a) Au cas oü la population majoritaire 1 constitue un reservoir
invariable en equilibre maxwellien, servant uniquement ä echanger de

l'energie par interactions de choc avec les etoiles de la population 2

minoritaire, nous serons amenes ä poser hx (t) q, q etant une cons-
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tanto. II on rbsulte, par (fl) et (11 «), Xx 0 et la relation (14 a) s'intogre
immodiatement, si rx est regarde comme constant, en dormant line
baisse exponentielle de la concentration des etoiles 2:

N2(t) N2 (0) e~4* r'Cl'--'

I-'ig. 3

Comme la distribution /t est ici proportionnelle ä e ~J~V~ oil j est un

parametre constant, nous aurons en consequence

a(t) - - g, (») - e~"' -~<p'(u)
J 2

oh 9 (u) est la fonction des erreurs. On verifie alors facilement que

Au[f]l~]

D r„ i _Bu I9i] q8 u

de sorte que Tequation (15) se reduit ä celle dont se sont servis Spitzer
et Härm [4], soit
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1 (I f (p —ii(p' (clg
(18) + 2 "02 U + ^2 02 0

it du u \du ml

A 2 — -= A 2
/ tr

b) Lorsque le rapport devient assez eleve, la masse totale M2
de la population minoritaire n'est plus forcement negligeable et Ton
devra tenir c.ompte du terme en \2 de (4), ce qui nous ramene au pro-
bleme general decrit par les equations (1) et (2). La separation des

variables /, a n'est plus possible; si nous soumettons en eflet le

Systeme (I), (2) aux transformations (8) et (12), nous verrons qu'en plus
des relations

a' hx a' /) ->

q i — - q2 -
a /?! a h 2

nous devrons necessairement imposer la condition

Par suite,

— —- const.
Ni hiAue[_g i]

d'oii resultent la Constance dans le temps des coefficients \.2 en (4)

et begabte des taux d'evasion

N± Nj_

N2 Nx

laquelle nous assure que la composition du melange des deux populations

no change pas. Cette situation est certainement irreelle mais

souligne bien les limites des possibilites des transformations (8) et (12)
de type homologique.

c) En integrant sur les vitesses de 0 ä ve cbacune des equations (1)
et (2), nous relions les taux d'evasion aux pentes des distributions fv /2

pour v vc a tout instant, obtenant notamment

N'i!N2 .<,[/,] (Sf2ldv)v^„

NlINl s/MIWJdv)...
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et, avec s 1, 2; N Nx-\-N2,

NJN, WJdv)..„
N'IN sä„[/,] {d(f1+f2)ldv)v ve

relations vraies quelle que soit la proportion du melange des deux

populations.

6. Les considerations vues plus haut permettent d'aborder le pro-
bleme d'un amas ä deux populations dont les masses des etoiles respec-
tives Wj, m2 different tres peu.

Nous ecrivons done

m2
1 —£

m i

1,11
oil e est un nombre positif tres inferieur ä 1, par consequent, — =1 -f-s

m.2

et d'apres (3) F2 Fj (1—2e) en negligeant les termes en e2.

Les equations (1) et (2) deviennent alors

8fi 471 Fi 5 f df,
—2 ® [/i +fi\ -T--dt v dv dv

df2 471F! d r n r d/2
(20) -t~ — —2 v a ^ Ifi @ [/i +fi\ 7—dt v ov dv

- £ (is* [/,]/, + 2sä [/2]/2 + 2 St [A +/2] ^
d'oii par addition et soustraction

(21)

+ «[/l+/2]
^ (/r' +/Z)

+£(...)
dv

dift-fi) 4nr, a f mi ^(22) -ir- ^sr[/i +/*] (/i _/i)

+ »[£+/,] '?l/'~/'>
+ «(•>

dv
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(21) est, au terme en e pres de la forme (6); posons done

(23) fi+fi =f+eq>

oil / satisfait l'equation

8f 4nTl d r d/
dt v cv [ 8v

equivalente ä (6) et admettant en particulier (n° 2) une solution du type

(24 a) / h(t)g(u)

(24 b) v a(t)u

En substituant (23) dans l'une des equations (19, (20), (22) nous obte-

nous, ä des termes en e pres, des equations de la forme (7) pour
/x, /a, Essavons pour — /2 l'expression

(25) /1-/2 f(0C(") + £«A

alors les distributions fs auront, ä cause de (23), (24 a), (25) la forme

h (0 g (u) ±g(t)C (") + e(tp±i/i)

La transformation (25) permet la separation des variables t, a dans

l'equation (22) sous des conditions dejä rencontrees au n° 3; ((«)
satisfera une equation analogue ä (15), ä partir d'une valeur £ (0)
arbitrage positive tandis que la dependance temporelle de /x—/2 est donnee

par une relation de la forme

(26) rj' —AnF^hvr]

oil les signes de 7) (t) et de la constante v ne sont pas determines.

Cependant, si la population minoritaire s'evapore plus rapidement
que la population majoritaire, tj varie de fa^on monotone et conserve
un signe constant si v < 0; apres un temps assez long, la population
minoritaire tendra ä ne plus constituer qu'une faible fraction des etoiles
de l'amas et nous nous retrouverons dans les conditions du n° 2. De

toute maniere, on se gardera de tirer des conclusions sur revolution ä

partir de (26) puisque l'influence de la structure de l'amas a ete negligee
des le debut.
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7. Hevenons ä un amas ä une spule population de masse totale .1/,

oil la structure est encore delinie par un potentiel constant ä Tinterieur;
si cot amas est soumis ä line action exterieure, il faudra tenir compte
d'un potentiel exterieur variable avee la distance au centre afin de

pouvoir delinir la distance moyenne (dite rayon de stabilite r, de Tamas),
oü Taction exterieure Temporte sur le champ produit par Tamas. *

Designons par H la distance de Tamas au centre galactique et par Mg

la masse totale de la Galaxie; nous savons [5J cjue le rayon de stabilite
est donne en moyenne par

/ M \,/3
1271 '--"(»rj
D'autre part si Te (/) est la vitesse d'evasion depuis une distance r du

centre de Tamas jusqu'ä Tinfini et si vs est la vitesse minimum a commu-
niquer a une etoile placee au centre pour qu'elle s'öloigne a une distance rs,
nous aurons:

i-'(0) v2e(rs)

OÜ

2 M
v2e('\) 2G —

G

done, en invoquant (27),

(28) v2(rj KM2/3 K, const.

Cette relation, vraie ä un instant t0 ne le sera generalement plus ä

un instant ulterieur t si nous lui appliquons la transformation homolo-

gique du type (24 u), (24 0), car tout se passe comme si Tamas etait
etendu jusqu'au rayon r rs de sorte que le potentiel n'est plus constant

partout ä Tinterieur.
Toutefois, dans le ras special oü Tevaporation est, negligeable.

h (t) — h (t0), a (t) a (t0) et la relation (28) est invariante par le

changement d'echelle v au. Cela reste approximativement vrai si

Tamas est forme de deux populations dont Tune, soit la population 1,

preponderante et determinant pratiquement ä eile seule la masse

totale .1/. ne s'evapore pas: /q (t) const. La distribution des vitesses

de la population minoritaire 2 est alors regie par Tequation (18); intro-

* Dans ce n° 7, Tindice s se refere ä la stabilite et ne saurait etre confondu
avec Tindice s 1,2 rencontre plus haut.
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duisant ici la vitesse vs au lieu do ve, les valeurs propres de (18) qui
dependront des deux parametres Wg/z/q et R'r seront determinees par

Ce travail s'inscrit dans un programme subventionne par le Fonds
-National de la Recherche Scientifique. Je tiens ä remercier en outre
le Dr S. Ivoelbig, de la section «Donnees et Documents» du

C.F.R.N., pour son aide eflicace dans l'elaboration du programme de

calcul sur machine electronique.
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