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Séance du 1°" juin 1961

Paul Rossier. — Trois applications des surfaces développables.

1. Les surfaces réglées telles que la distance de deux génératrices infi-
niment voisines est un infiniment petit d’ordre supérieur sont dites déve-
loppables.

En général, sur une surface, si on méne une courbe et qu’on trace la
normale a la surface en chacun de ses points, la surface réglée obtenue n’est
pas développable. Cependant, toute portion infiniment petite de surface
posséde un tore osculateur tel que le point de contact appartient a I'équa-
teur ou au cercle de gorge du tore. Dans 'infiniment petit, la surface possede
deux plans de symétrie, ceux du méridien et de I'équateur (ou du cercle
de gorge) du tore osculateur. Les lignes de courbure de la surface sont les
courbes tracées sur elle tangentes en chaque point a 'une des directions
de symétrie précédentes. Les normales a une surface, élevées sur une ligne
de courbure constituent une surface développable.

2. Construction de la tangente aux limites de la pénombre d’une surface.

Soit une surface o éclairée en lumiere parallele de direction [. En un
point A de la limite entre les portions éclairée et dans I'ombre, menons le
plan tangent o; un plan $, parallele a « coupe sur la surface une courbe c;
les tangentes a ¢, paralleles & I ont comme points de contact des points de la
limite ci-dessus. Rapprochons indéfiniment 3 de «; la portion de ¢ voisine
de A tend vers I'indicatrice en A et deux points de contact des tangentes
précédentes appartiennent au diametre conjugué de la direction ! par
rapport a cette indicatrice.

Pour étendre la propriété au cas de la lumiére focale, de source S, apres
avoir mené une tangente SA4 a la surface o, dans la plan tangent a ¢ en 4,
construisons la perpendiculaire p & S4 menée par S. Par p, faisons passer
le plan f. Sur g, il coupe la courbe ¢ et les tangentes a ¢ issues de § déter-
minent des points de la limite d’ombre. Pour $ tendant vers «, la courbe ¢
contient 'indicatrice en A ; I’angle des deux tangentes issues de S a cette
indicatrice est infiniment petit. La tangente au contour est le diamétre
conjugué du rayon SA par rapport a I'indicatrice.
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Dans cette démonstration, il n’est fait usage que de la convergence de
projetantes infiniment voisines mais pas du fait qu’elles appartiennent &
un come. Cela va nous permettre d’étendre le théoréeme précédent au cas
de la pénombre.

Supposons la surface o éclairée par une surface A. Les limites de la
pénombre sont obtenues en construisant sur o le lieu des points de contact
des plans o simultanément tangents a A et a ¢. Ces plans enveloppent la
surface développable de novaux & et 5. Cette surface est le lieu des droites
déterminées par Jes deux points de contact du plan «. Des génératrices
mfiniment voisines sont concourantes, a des infiniment petits d'ordre
supérieur preés; la démonstration précédente subsiste et conduit au
théoreme suivant: toute tangente a la courbe de contact d'un novau
d’une surface développable avec celle-ci est conjuguée a la génératrice
passant par le point de contact par rapport a l'indicatrice du novau en
ce point,

3. Surfaces se coupant sous un angle constant,

Soient deux surfaces o et 7 et ¢ leur courbe d’intersection; en un point ¥
de cette courbe, menons les normales aux deux surfaces; si 'angle de ces
normales est constant, indépendant du choix de M sur ¢, les deux surfaces
sont dites se couper sous un angle constant.

En deux points voisins de ¢, M et N, menons les plans normaux a ¢ et
soit p leur intersection. En passant de M a /V, le plan normal tourne autour
de p. En général, les normales & ¢ sont gauches; les points du plan normal
subissent alors un mouvement hélicoidal lorsque son intersection avec ¢
passe de M a N.

Supposons que la courbe ¢ est de courbure sur o; les normales en M et )\
sont concourantes; le mouvement du plan normal est une rotation, puisque
un point de I'axe est invariable. Si les deux surfaces ¢ et T se coupent sous
un angle constant, les normales & 7 en M et /V coupent aussi ’axe en un
point fixe dans la rotation précédente et Ja courbe ¢ est aussi de courbure
sur 7. Si deux surfaces se coupent sous un angle constant, si I'intersection
est ligne de courbure sur I'une d’elles, elle 'est aussi sur 'autre.

4. Systémes triples orthogonaux de surfaces.

Un ensemble de trois familles infinies de surfaces qui se coupent deux
a deux orthogonalement est appelé un systéme triple orthogonal.
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Le plus simple de ces systemes est celui constitué par trois faisceaux de
plans respectivement paralleles aux trois faces d'un triedre trirectangle.
Transformons la figure par une inversion; nous obtenons un nouveau
systeme triple orthogonal constitué par des spheres qui passent toutes
par le pole de l'inversion. Les plans d’un faisceau d’axe a, les spheres
centrées sur un point de cet axe et les cones de révolution ayant ¢ comme
axe et le centre des sphéres comme sommet constituent aussi un systeme
triple orthogonal; si le centre des sphéres est impropre, le systéeme est
composé des plans d'un faisceau d’axe a, des plans perpendiculaires a a
et des cylindres de révolution d’axe a.

Dans ces figures, les courbes d’'intersection de deux surfaces sont des
lignes de courbures sur chacune d’elles.

I’'exemple des sphéres concourantes montre en outre [existence
d’hexaedres rectangles a faces courbes. Un tel corps est limité par trois paires
de sphéres appartenant aux trois familles du systeme. Supposons infiniment
voisines ces paires de surfaces. A des infiniment petits d’ordre supérieur
pres, les faces de ’hexaedre infinitésimal obtenu peuvent étre considérées
comme des surfaces développables dont les génératrices sont normales &
des surfaces du systeme. Dupin a montré que cette développabilité est le fait
de tous les systémes triples orthogonaux.

Pour le voir, considérons un hexaédre rectangle tel que le précédent
(un parallélipipede rectangle par exemple). Soient ABCD et A'B'C'D’
deux faces opposées et AA', BB’ CC’, DD quatre arétes. Essayons de le
déformer en conservant les angles droits, par exemple en laissant fixe la
face A'B'C'D’, donc aussi I'aréte AA’. Faisons tourner la face ABCD
autour de A de fagon a faire pénétrer B a I'intérieur de la position primitive
de la face ABCD. Le sommet D opposé a B en sort. La conservation de
I"angle droit B'BC oblige C' a pénétrer dans le segment CC’ et celle de ’angle
droit D'DC le force a en sortir. Ainsi, la déformation qui fait disparaitre
la développabilité des faces détruit le corps ou la rectangularité des arétes
deux a deux. Il n’existe donc pas d’hexaedre rectangle a faces non déve-
loppables.

S’il existait un systeme triple orthogonal dont les courbes d’intersection
ne seralent pas des lignes de courbure, on pourrait construire un hexaédre
rectangle a faces non développables. Ainsi est justifié le théoreme affirmant
que les courbes d’intersection de deux surfaces appartenant a un systeme
triple orthogonal sont des lignes de courbure sur chacune d’elles.
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