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Paul Rossier. — Jean-Louis Bertrand et le theoreme de Desargues

sur les triangles perspectifs.

Rappelons ce theoreme: si les cötes homologues de deux triangles
se coupent en trois points alignes, les trois droites dcterminees

par les paires de sommets homologues sont concourantes. La
propriety est immediate si les deux triangles ne sont pas coplanaires;
les cotes homologues se coupent alors sur l'arete du diedre forme

par les plans des triangles; les paires de cotes homologues deter-

minent les faces d'un triedre dont les aretes passent respectivement

par les sommets homologues.
Actuellement, pour demontrer le theoreme dans le cas des

triangles coplanaires, on fait usage du theoreme de l'espace. Est-il
possible de le demontrer en geometrie plane sans recours ä l'espace
et par les moyens de la geometrie projective, comme ci-dessus?

Hilbert1 a demontre que la reponse est negative; pour cela, on cons-

truit un modele de geometrie plane dans lequel certaines « pseudo-
droites » satisfont aux axiomes projectifs et oil la proposition est

fausse 2.

Jean-Louis Bertrand 3 (1843-1923) enseigna la geometrie ä la

Faculte des Sciences de Geneve; il publia son cours de 1871-1872 4.

Dans cet ouvrage, on trouve la demonstration du theoreme suivant 5:

«Lorsque deux figures dont tous les points se correspondent
deux ä deux [...] sont placees de telle maniere qu'une droite AB
joignant deux points d'une figure et la droite A]#! menee par les

points correspondants se coupent sur une droite s, ces deux figures
sont planes et perspectives. »

L'auteur demontre tout d'abord qu'ä toute droite correspond

une droite puis, dans le cas des figures non coplanaires, il utilise

1 Hilbert, Grundlagen der Geometrie, §23.
2 Cf. P. Rossier, La geometrie et la theorie de la connaissance, Archives

des Sciences, vol. I, 1948, p. 477.
3 Ne pas le confondre avec Louis Bertrand (1731-1812), professeur ä

Geneve de 1761 ä 1795.
4 L. Bertrand, professeur agrege ä la Faculte des Sciences et Lettres

de Geneve, Geometrie de position ou Geometrie superieure, Paris, 1873.
6 Loc. cit., p. 17.
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uri triedre comme nous l'avons montre plus haut. Dans le cas des

figures coplanaires, Bertrand opere comme suit1:
« Soient encore AA1 et BBX deux paires de points correspondants;

soit A2 le point d'intersection de AAX avec s. La droite correspon-
dante de AA2 doit rencontrer celle-ci sur s, done en A2 et ensuite

passer par le point Ax correspondant de A\ ainsi A2AX correspond
ä A2A. Nous en pouvons dire autant de B2B1 et B2B. Les deux
droites A2A, B2B se rencontrent quelque part en un point S. Puisque
S appartient ä A2A et ä B2B, son point correspondant doit etre
ä la fois sur A2A1 et sur B2BX\ en d'autres termes, S est en meme

temps son point correspondant. Des lors, si Ton prend une troisieme

paire quelconque de points correspondants CCX, on prouve que CCX

passe par S en observant que les droites SC et SCX se correspondent
et doivent avoir en outre, d'apres l'hypothese un meme point
commun sur s.

» Les deux figures sont done en perspective. »

Cette demonstration ne fait aueun appel ä l'espace; elle implique
comme corollaire que le correspondant d'un triangle est lie ä celui-ci

par une perspectivite. On a la., semble-t-il, une demonstration du
theoreme de Desargues basee sur la geometrie projective plane.
II y a done contradiction avec la demonstration, donnee une trentaine
d'annees apres les travaux de Bertrand, de l'impossibilite citee

plus haut.
Le paradoxe s'explique comme suit: les hypotheses mises ä la

base des deux demonstrations ne sont pas les memes et Bertrand

requiert beaucoup plus que Desargues. En effet, ce dernier pose
seulement que les trois points d'intersection des cötes homologues
sont alignes. Bertrand, au contraire, postule une correspondance

ponctuelle, plane, homolocale, bi-univoque dans laquelle les deux
droites passant l'une par une paire de points et l'autre par la paire
de points correspondants se coupent sur une droite fixe. II admet

done, sans la demontrer, l'existence d'une telle correspondance.
Or, pour prouver cette existence, le moyen le plus simple est de

projeter dans le plan de la figure, ä partir de deux centres diffe-

rents, un plan oblique sur le plan precedent. Cette preuve fait usage
de l'espace; le theoreme de Hilbert affirme la necessite de ce recours

1 P. 18.
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ä l'espace. Ainsi, implicitement, Bertrand fait usage de l'espace
dans la demonstration de son theoreme.

Precisons qu'ä l'epoque consideree, le probleme de l'axiomati-
sation de la geometrie n'etait pas pose avec la nettete qu'il a prise

depuis; c'est ä peine deux ans auparavant que Beltrami avait montre
la compatibility logique de la geometrie lobatchevskienne plane.

D'ailleurs, dans la preface de son ouvrage, Bertrand dit qu'il s'est

inspire de Chasles et Ton sait que ce dernier s'est peu preoccupe
d'assurer les fondements de sa science. L'insufTisance que nous

signalons dans l'ouvrage de Bertrand est le fait d'une epoque; c'est

un quart de siecle plus tard que Hilbert s'interessa, avec le succes

que l'on sait, aux fondements de la geometrie.

Seance du 16 mars 1961

P. Bouvier et A. Duriaux. — Configuration de l'amas galactique

Praesepe 1.

L'amas de Praesepe se prete bien ä une etude detaillee: assez

proche du soleil (158 parsecs), il contient pres de 200 etoiles connues

parmi lesquelles nous en avons selectionne 188 dont l'appartenance
ä l'amas a ete etablie par plusieurs auteurs.

L'aspect de l'amas nous incite ä postuler une bonne symetrie
spherique. Celle-ci est importante; eile est un premier argument
en faveur d'un etat d'equilibre de l'amas car en son absence,

il ne peut y avoir d'equilibre. Compare aux Hyades et aux Pleiades,

Praesepe semble bien presenter une symetrie spherique assez bonne,
meilleure en tout cas, que celle des deux amas cites.

A partir du point generalement admis comme centre de l'amas,
nous avons trace des couronnes concentriques de largeur egale

(10' d'arc) et nous avons evalue la concentration des etoiles dans

chacune de ces couronnes. Cette fonction de la distance a pu etre

approchee de fagon tres satisfaisante par une fonction continue

1 Cette communication et la suivante rnettent en relief certains aspects
d'un travail actuellement sous presse dans les Archives des Sciences et oü
l'on trouvera toutes les references.
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