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et, apres avoir substitué le résultat (A)
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D, X! = = P Ty X — o Iy« (B)

est un tenseur, a savoir exactement la dérivée de Cartan du vecteur
X! (x, x), car

: : : oGk
"Rl kol phil
I‘U x = Pﬂx = I‘U:c - —
oz
. 1 o3 2
avec I'expression G* = r_z—yf,‘!, a" 2! de Cartan.
H. Leutwyler. — La solution statique a symétrie sphérique en

théorie pentadimensionnelle.

1. Généralités.

En théorie unitaire pentadimensionnelle, on suppose que I’espace
V; est muni d’une métrique riemannienne do® = «,, dz*dx’ (u,¢ =
1, 2, 3, 4, 5; 2* = ct) ou «, satisfait & ’hypothése de cylindricité
d5 &, = 0. Les grandeurs a,, ne dependant que des quatre premiéres
variables, cet espace peut étre projeté en quatre dimensions par les
relations suivantes:

a5 = — U?
(1) a5 = — BU? ¢; (t, k =1, 2,3, 4)
xip = J gin — B UPoiqp.
w; désigne le potentiel électromagnétique, g, la métrique quadri-
dimensionnelle,
B=[16 xGegec ™t =1,9.1027 Cbsec? kg ! m™?

Cette interprétation est la plus générale de ce type, si on exige
que g;, se transforme comme tenseur de V, et que ¢; satisfasse a
I'invariance de jauge lors des transformations conservant la cylin-
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dricité. L’invariant J est le seul arbitraire qui doive encore étre
fixé.

Comme équations du champ nous posons R, («,) =0, R,
désignant le tenseur de Ricci formé a I'aide des symboles de
Christoffel de la métrique o ,,. Nous effectuons les calculs en V sans
faire usage de l'interprétation quadridimensionnelle. Avee J =1,
on trouve la théorie de Thiry [1], tandis que les équations de Jordan
en I’absence de I'électromagnétisme s’obtiennent en posant J = U*!,
= + (1 —2Y¢/3)", x = U* ¥ étant la constante arbitraire qui
apparait dans le principe variationnel posé par Jordan [2] et »
désignant sa quinziéme variable. Si { > 3/2,les équations de Jordan
ne peuvent étre obtenues qu’en partant d’une solution complexe
purement formelle des équations R, = 0.

En outre, le cas J = U™ doit étre exclu du systéme de Jordan,
parce qu’il entrainerait { = — co. En I'absence de I'électromagné-
tisme, les équations R, , = 0 admettent la solution U = const. qui
correspond a la théorie de Klein-Kaluza dont les équations sont
identiques a celles de la théorie de la relativité générale. En pré-
sence d'un champ électromagnétique, le systtme R, = 0 n’admet
pas la solution U = const. et on ne trouve pas exactement les équa-
tions de la théorie «naive » obtenues en partant de la théorie U =
const. de Klein-Kaluza.

2. Le champ métrique a symétrie sphérique créé par une masse neutre.

En ce cas, la métrique est orthogonale par rapport a la cinquiéme
coordonnée: a;; = 0. La solution des équations R, = 0 qui s’obtient
par intégration directe peut étre représentée sous la forme

de? — — R2 (;_:)" ldxz + (22— 1) (dO® + sinzedcpZ)]
(2) ‘
x— 1\ A — 1)\
i 2 -4)2 T2 +5)2
o (1 + 1) el (\x+1) h6z)

Dans cette expression on a posé

€ 3e? g ] 3e?
— — L —_—— = — - 1 _—
=3 \/1 ;0 VT2 V &

3
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Par une transformation de I’échelle en x* et en 2% les constantes S
et T peuvent étre éliminées. Donc cette solution ne contient que
deux parametres, R > 0 et . Si nous choisissons l'interprétation
menant aux équations de Jordan, nous retrouvons les solutions de
Heckmann [2] correspondant & { < 3/2 en transformant la variable
» en une nouvelle variable r, telle que g,, = — r% La discussion de
ces solutions est reproduite en [2], aussi nous bornons-nous a discuter
le cas J] = U™l qui ne peut pas étre obtenu a partir des équations
de Jordan,
Avec J = U™ on trouve:

At = __ B2 (1__ 1)_0[01)3 + (A2 —1) (d6* + sinz()dcp'l)]
A+ 1)
(3) % == A58
£ 4)2
‘ (;. T 1) (dt)

ou I'on a posé

donec —1 <6 <+ 1. Pour ¢ = +1 nous avonse = 1,v =0,
donc U = const. Cette solution doit étre identique a celle de Schwarz-
schild. En effet il vient /R = A + 1 et

(4) ds* = — (1 — 2 R/r)-1dr* — r? (d0®> + sin® Od¢?)
L (1 — 2 R/r) (dzb)? .

Puisque R > 0 cette solution représente un champ de Schwarz-
schild pour une masse positive, la constante d’intégration R étant
liée a la masse par R = Gm/c2.

Pour 6 = — 1 nous avons r/R = A —1,

(5) ds*= — (1 + 2 R/r)-1dr? — r?(d9? + sin2 Odg?)
+ (1 + 2 R/r) (dz%)?

qui représente la solution de Schwarzschild pour une masse négative.
Entre ces deux valeurs de ¢ il y a une série de solutions qui ne peut
¢tre discutée qu’a partir des lois du mouvement valables pour des
particules d’épreuve. En premiére approximation, le champ métrique
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est pour toute valeur de ¢ un champ de Schwarzschild. Si les équations
du mouvement étaient représentées par des géodésiques de la métrique
quadridimensionnelle en ’absence d’'un champ électromagnétique, le
calcul des trois effets observables serait identique a celui de la rela-
tivité générale.

3. La solution en présence d’un champ électromagnétique.

Dans le cas éléctrostatique nous avons ¢, = @, = @3 = 0 3 o,.
Il semble difficile d’obtenir la solution du champ métrique en
présence d'un champ électromagnétique par intégration directe.
Nous l'avons obtenue & partir du champ neutre par la méthode
sulvante:

On cherche une solution statique cylindrique, c’est-a-dire pour
laquelle o, a,, = d5a,, = 0. Les composantes du tenseur métrique
sont donc constantes dans les surfaces de coordonnées (2%, 2%). A
partir d’une solution donnée, on obtient done une nouvelle solution
en soumettant I’espace & une rotation, a coefficients constants, du
systéme de coordonnées dans la surface (a, z°), représentée par

’
.’:‘:5

|

;' 4+ oa

(6) ' = a

4
5
T~ = a.,.'rl', - ag,xf’l
ou les coefficients a}, etc. ne dépendent pas du lieu. La nouvelle
métrique %v’ obtenue par une telle rotation ne dépendra ni de z"’
ni de z°" mais ne sera généralement plus orthogonale par rapport a
la cinquieme coordonnée, tandis que l'orthogonalité de I'espace
quadridimensionnel est conservée. C'est donc une solution de la forme
que nous cherchons. Le fait que les solutions obtenues par de telles
rotations représentent la solution générale du probléme sera considéré
plus loin.

Sans restreindre la généralité nous posons S = T = 1et oy,” = 1,

’

Aps = — 1, oc,‘s;o = 0, ces conditions pouvant toujours étre réali-

sées par un choix convenable de I'échelle en z* et en 2° et par une

transformation de jauge, qui se réduit & une constante additive a

®,. La transformation (6) doit donc étre orthogonale par rapport a

la métrique pseudo-euclidienne. Une telle transformation est repré-
)

sentée par a}, = (1 — ¢*yt = a, ; 3 =q(1—¢yt=2al.
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Il vient ap’ = oy, ®ay’ = Olay, Agy' = Olgg

(7) oy’ = (1 — @)~ (otgq + ¢* 245)
ayg’ = ¢ (1 — ¢*)" (ogq + ots5)
ags” = (1 — %) (92 otgq + ags)

Introduisant (2) dans (7) ncus obtenons

A— 1\~ .
m) (@2 + (02— 1) (d6® + sin? 0dg?)} +

o= [ e ) e+ 2 fG)" -
~(GF)T e+ oG - ) e

avec —1 < g < + 1, |e|= ——2:, R > 0.
V'3

(8) do® = — R2(

Le coefficient de la rotation, ¢, représente la constante d’inté-
gration qui serait obtenue en intégrant I'équation R,; =0 qui
correspond a I'équation de Laplace pour le potentiel électromagné-
tique I; ¢ est donc en relation avec la charge du champ.

Cette solution n’est pas la solution générale du probléeme, bien
que le nombre des constantes d’intégration corresponde au nombre
qui serait obtenu par intégration directe. Il existe encore 3 types
de solutions, qui sont obtenues par des rotations a coefficients com-

plexes appliquées ala solution neutre pourlsl > 2/|/§ Ces solutions
peuvent étre représentées

1° par
A—1

m)_a {d2 + (1 —1) (@6 + sin? 0d o?)} +

+ (; : :)i: [{cos [~(ln (; : :)] — 29 V1 + ¢*sin [Yln (H)] } (dt)2 —

(9) do? = —Rz(

— 2 (1 + 2¢? sin [ yIn (l

A+

— { cos [yln (;\%})] + 2¢q \/?q'2 sin [y]n (; : :)] } (dx-")ﬂ]

ou 'on a posé

rmzy/

:)] doh daS  —

352—1 pour — w <g¢< -+ % ; |e|> z
4 ’ \/?
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20 par
20
(10) de® = — e"*"O{dxz + (h + %)% (dB2 + sinz Bdg?) }
_ o P =
L l{cos )?/_:);:’ T 294/1 + ¢ sin )\—%——;)\{0} (dxt)?
. 3%
- 2 . i3 4 5
21 4+ 2Q)Sm)\+7\odx dx
V3 — . 4/3% ”l
_{cos}\+)\0~ 2q\/1 + q Smm (dx®)
pour — o < Ap < 4 0 ; — o < g < -+ o©.
3¢ par
('ll) do? = — R2 e‘lsarccotgl { di? - (7\2 -+ 1) (dgz -4 sin? edCPZ) }

|- g-varceotgd [{cos (23 arccotg A] — 2¢4/1 + ¢* sin [2 8 arccotg 7\]} (dat)?
— 2 (1 + 242 sin [23 arccotg A] dxt dxb
— {cos [28 arccotg A] + 2¢4/1 + ¢2 sin [28 arccotg 7\]} (d;r5)2]

ou I'on a posé

Je2
8::\/1+—41, pour —w<e< + o, —w<g< ® .

Les quatre types (8), (Y), (10), (11) représentent la solution
générale du probleme. Ceci peut étre prouvé par la méihode suivante:
le systéme d’équations R,, = 0 consiste en 5 équations indépen-
dantes: (a) R;; = 0, (b) Ry, = 0, (¢) Ryy = 0, (d) R;5 = O et (e) Ry =
0. Ces équations déterminent les quatre fonctions o,y (r), x4 (7),
ass (1) et a5 (7); oo (7) peut étre choisi arbitrairement, fixant le choix
de la variable z. (a), (¢), (d), (e) sont du deuxiéme ordre et suffisent
en principe pour déterminer la solution. L’équation (b), n’étant
qu’une restriction imposée aux solutions de (a), (¢), (d), (e), est
surabondante. Si nous développons les quatre fonctions par rapport
a 1/r, les deux premiers coefficients des développements peuvent
étre donnés arbitrairement, les autres étant alors déterminés a 1'aide
des équations différentielles (a), (¢), (d), (e). Or, I'équation (b) impose
une restriction a ces deux premiers coefficients. I1 faut denc seulement
démontrer que les constantes d’intégration des solutions (8), (9),
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(10), (11) peuvent étre choisies telles que les deux premiers termes
des développements de ces solutions prennent toutes les valeurs
possibles compatibles avec la restriction (b). Cette vérification peut
étre faite en effectuant a l'aide de (1) une projection sur V, des
solutions (8), (9), (10), (11) ainsi que de I’équation (b).

4. Remarque.

La traduction de (8), (9), (10), (11) en quatre dimensions montre
que le potentiel @, varie comme 1/r & grande distance du centre, mais
prend une valeur finie pour r = 0. De la résulte que I’énergie du champ
électrique, obtenue en intégrant dans tout I'espace tridimensionnel
la densité de I’énergie donnée par la composante t,, du tenseur de
Maxwell, a une valeur finie. En théorie « naive » équivalente a oz5 =
const., cette énergie diverge, puisque le potentiel est en 1/r méme
pour r - 0.

Je tiens a remercier M™e M.-A. Tonnelat dont les suggestions
et les conseils m’ont été précieux et le professeur A. Mercier pour
I’aide qu’il m’a fournie.

1. THirY, Y., these, Paris, 1951.
2. Jorpan, P., Schwerkraft und Weltall. Braunschweig, 1952.

Séance du 15 décembre 1960

J.-D. Bersier et G. Bocquet. — Les méthodes d’éclaircissement en
vascularisation et en morphogénie végétales comparées.

Depuis 1948, le Conservatoire botanique de la Ville de Genéve a
présenté en anatomie florale une série de travaux qui tous utilisent
une des techniques dites d’« éclaircissement ». Les organes végétaux
(les fleurs spécialement) sont rendus transparents et étudiés sous la
loupe binoculaire. Les rapports entre les différents tissus sont ainsi
facilement mis en évidence dans les trois dimensions. Il s’ensuit que
cette technique s’applique spécialement bien a I'étude de la vascula-
risation et de I'organogénése comparées (Baehni et Bonner 1948, 1949
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