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LE CONFLIT DES ANCIENS
ET DES MODERNES EN GEOMETRIE 1

PAR

Paul ROSSIER

La geometrie, cette science si sure, si parfaite, parier de conflit ä

son sujet; n'est-ce pas lä une mauvaise plaisanterie En matiere de

raison et de logique, ce qui etait vrai pour les Anciens Test encore

pour les Modernes; peut-il done y avoir conflit entre deux groupes de

penseurs separes dans le temps et l'espace Teiles sont peut-etre
quelques-unes des premieres reactions que provoque notre titre. En

science, tout jugement doit etre precede d'une etude serieuse du pro-
bleme envisage. Procedons ä cet examen.

Le sens du mot geometrie est lie ä son origine etymologique:
mesure de la Terre; la geometrie est la science qui a pour objet l'etude
de l'espace, des figures, c'est-ä-dire des proprietes communes ä divers

corps, abstraction faite des qualites mecaniques, physiques, chimiques
ou biologiques. La notion de corps solide conduit ä celle d'egalite des

figures. Partant des corps offerts ä son observation, le geometre
ancien distingue les volumes, les surfaces, les lignes et les points; il
en fait l'objet de sa science. Actuellement le maitre d'ecole primaire
procede de la meme fajon.

On sait la fortune du mot de Pascal opposant l'esprit de geometrie
et l'esprit de finesse et montrant la sterilite du premier s'il n'est pas

inspire par le second 2. Pascal voulait-il dire cette banalite que l'etude
du rectangle ou du cercle est sterile dans la recherche des qualites de

la pensee Gertainement pas; sous sa plume, le mot geometrie signifie
alors la logique rigoureuse dont il dit lui-meme que la geometrie

1 Conference presentee ä la seance du 5 mai 1960.
2 B. Pascal, Pensees diverses de philosophie et de litterature, article X,

pensee II.
Archives des Sciences. Vol. 13, fasc. 2, 1960. 14
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offre le plus bei exemple. Entre ces deux extremes, etude des corps
de notre espace et celle de la logique, il y a place pour de nombreuses

acceptions du terme geometrie. Proposons-nous de jeter un coup d'oeil

sur revolution des idees attachees ä ce mot.
Les historiens sont mal renseignes sur l'origine et la decouverte

des premieres proprietes geometriques. Cela est naturel; un chasseur
habile a une connaissance intuitive des relations spatiales dont ne

dispose pas un concurrent moins exerce. Pour que nous en ayons
connaissance, ces notions intuitives doivent tout d'abord etre expri-
mees. L'homme de science primitif est done une sorte d'artiste qui
sait dire et communiquer ce qu'il sait. Pour que cet enseignement
nous parvienne, il est necessaire qu'il soit redige et enfin que cette
redaction soit conservee pendant des siecles. Parfois, une institution
ou un homme ecrit un traite consacre ä une discipline. Dans l'anti-
quite, trois encyclopedistes emergent: Aristote (— 384 ä — 322) pour
les sciences physiques et naturelles, Euclide (— 3e siecle) en mathe-
matiques, et Ptolemee (— 2e siecle) pour ce qui concerne l'astronomie
et la geographie. Pendant quelques instants, portons notre attention
sur le second. Les « Elements d'Euclide » sont l'une des plus belles

creations de l'esprit humain. Les textes religieux mis ä part, aucun

ouvrage n'a et n'a eu une autorite aussi durable et n'a ete edite, tra-
duit, plagie et imite autant qu'eux. Euclide,«le plus grand professeur
de mathematiques du monde»1, a un tel prestige que certains auteurs

anglo-saxons en sont venus ä intituler « Euclid » des ouvrages de

geometrie.
L'oeuvre essentielle d'Euclide a ete de choisir une methode, de

l'appliquer sans defaillance et surtout d'etablir un ordre des propositions

si bien adapte ä la nature des choses que les efforts faits par
d'autres depuis plus de vingt siecles n'y ont rien change d'essentiel.

Euclide tente de construire une discipline rationnelle en partant
de trois types de propositions: Les axiomes expriment des proprietes
generales pas specifiquement geometriques; par exemple, «le tout est

plus grand que la partie ». Les definitions decrivent les figures geometriques

sur lesquelles porteront les etudes ulterieures. Les postulats,
enfin, explicitent des proprietes deduites de l'observation immediate.
Sauf un, relatif au parallelisme, les postulats d'Euclide sont si evi-

1 P. Sergescu, Coup d'oeil sur les origines de la science exacte moderne,
p. 136.
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dents qu'il ne paralt guere possible de penser que le monde puisse etre
different de ce qu'ils expriment. Parmi les axiomes, figurent les pro-
prietes de 1'egalite des figures. Euclide fait un emploi constant de

cette relation entre deux figures. Sa methode geometrique est la
recherche systematique de paires de figures egales et c'est ainsi qu'il
parvient ä demontrer tous les theoremes fondamentaux de la
geometrie dite elementaire.

Parmi les Anciens, Archimede (— 287 ä — 212) et Apollonius
(— 2e siecle) perfectionnent l'ceuvre d'Euclide; le premier etudie les

coniques tandis que le second applique les methodes infinitesimales ä

Ja geometrie. Malgre leur genie, les successeurs d'Euclide n'ont rien

change ä la methode: l'egalite des figures conduit au theoreme de

la similitude et celle-ci est en quelque Sorte le « sesame, ouvre-toi»
des problemes geometriques.

C'est pres de deux millenaires qu'il faut attendre avant de voir
apparaitre un progres essentiel dans la science de l'espace.

A la Renaissance, apparaissent simultanement deux geometres de

genie, Desargues et Descartes.

Desargues a vecu de 1591 ä 1662 1; c'est un architecte; il decouvre

que la perspective constitue un moyen de perfectionner la geometrie,
car aux proprietes d'une figure correspondent des theoremes relatifs
ä la perspective de cette figure; en particulier, puisque la perspective
d'un cercle est une conique, la theorie des coniques est une extension
de celle du cercle. Cette remarque peut paraitre banale et eile a du

etre faite avant Desargues par bien des dessinateurs. C'est le propre
des hommes de talent de s'emparer d'une idee simple et de montrer
combien eile est feconde. Desargues etait un geometre de genie. Aussi

construit-il toute une geometrie nouvelle que nous appelons projective
car la perspective est une application des projections. II redige divers

ouvrages, notamment le Brouillon projet d'une atteinte aux evenements

des rencontres du cöne avec un plan. II publie son ouvrage en 1539 ä

cinquante exemplaires et le distribue ä quelques amis. Le langage et
surtout le vocabulaire de Desargues s'ecartent beaucoup de ceux de

ses predecesseurs. Peu de lecteurs se donnent la peine de lire atten-
tivement le Brouillon projet. Quelques-uns cependant y decouvrent

1 Desargues n'est pas ne en 1593 comme on le dit souvent, mais bien
en 1591.
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un monde nouveau dont ils pressentent l'importance; deux d'entre
eux sont illustres: Fermat (1601-1665) et Pascal (1623-1662).

Desargues a aussi redige un traite de perspective. Des jalousies
d'editeurs suscitent en partie de violentes attaques contre les ouvrages
de Desargues. Le fait est que le Brouillon projet disparait de la scene.
En 1679, La Hire (1640-1718) en a un exemplaire entre les mains.
Interesse par la theorie des coniques, il le copie et s'en inspire dans la
redaction de son Traite sur les coniques. Au xixe siecle, Chasles

decouvre chez un bouquiniste la copie de La Hire, copie qui sert de

base ä l'edition de 1864 des ceuvres de Desargues par Poudra. Enfin
en 1951, M. Taton, apres avoir alerte toutes les grandes bibliotheques,
met la main sur 1'unique exemplaire du Brouillon projet actuellement

connu; il etait depose ä la Bibliotheque nationale de Paris et masque
dans un volume factice compose d'un lot de brochures. Les geometres
disposent actuellement d'une excellente edition du Brouillon projet
due ä M. Taton. Que contient cet ouvrage II introduit les notions
fondamentales de la geometrie projective que sont la ponctuelle et
les faisceaux; il etudie les correspondances entre ces elements sugge-
rees par la perspective, l'involution 1 notamment; il montre deux
theoremes fondamentaux qui tous deux portent son nom; l'un
concerne les paires de triangles dont l'un est la perspective de l'autre:
les cotes homologues se coupent en trois points alignes; l'autre affirme

que l'ensemble des coniques qui passent par quatre points coupent
une droite quelconque en des paires de points lies par une involution.

Desargues n'a pas pu se rendre compte de l'importance de ces

decouvertes. Le theoreme des triangles perspectifs joue un role fon-
damental dans l'elaboration logique de la geometrie moderne; le

second contient virtuellement toute la theorie des groupes harmo-

niques et celle des coniques.
Desargues innove encore sur un autre sujet: il pose que deux

droites paralleles se coupent en un point infiniment eloigne. La
perspective de ce point est le point de fuite de la perspective de ces

droites. Desormais les demonstrations faites sur un ensemble de

droite concourantes sont encore valables pour les droites paralleles;
le parallelisme devient un cas particulier d'intersection.

1 Comrae la symetrie, l'involution est une correspondance entre figures
qui, appliquee deux fois de suite conduit k la figure originale.
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Ainsi Desargues cree un lien entre des paires de theoremes
analogues et contribue ä l'ordonnance de l'edifice geometrique.

La definition donnee par Euclide du parallelisme est negative:
droites coplanaires ne se recoupant pas. Celle de Desargues est
affirmative: droites se coupant en un point infiniment eloigne.

Par ce qui precede, Desargues introduit 1'infini en geometrie. Cet

infini est actuel ou categorique, comme disent certains philosophes;
il ne resulte pas d'un passage ä la limite, ainsi que celui de l'analyse. Ce

dernier infini est toujours en devenir; on le dit parfois syncategorique.
Ce qui precede montre combien le genie de Desargues s'ecarte de celui

d'Euclide. II est un novateur qui n'hesite pas ä rompre avec une tradition

ayant l'autorite attachee aux Elements et ä rompre avec l'autorite
des Anciens. Au xvne siecle on sait l'importance d'une telle demarche.

Desargues fut en relation avec les savants de son temps et il eut
un disciple illustre: Pascal (1623 ä 1662); YEssay pour les coniques

que le jeune Blaise publia en 1640 est directement inspire de l'ceuvre
de Desargues; on y trouve le theoreme sur les coniques qui porte le

nom de l'auteur. Le jeune geometre persevera dans cette voie et

redigea un traite sur les coniques, ouvrage malheureusement perdu
et qui n'est connu que par quelques notes dues ä Leibniz (1646 ä 1716);
celui-ci eut le manuscrit en main en 1675, soit longtemps apres la

mort de Pascal.

Portons notre attention sur les dates precedentes: le Brouillon
projet est de 1639; YEssay pour les coniques de 1640. Or, en 1637,

Descartes (1596-1650) publiait son Discours de la methode suivi de la

Dioptrique, des Meteores et de la Geometrie. Le Discours a eu la fortune

que Ton sait. La Geometrie, eile aussi, est une ceuvre de premier ordre.
On dit souvent qu'elle constitue la premiere geometrie analytique
qui ait ete ecrite. La geometrie des Descartes n'est pas un traite oü

est exposee la matiere des cours de geometrie analytique du bacca-

laureat: l'application systematique de la methode des coordonnees

et des procedes du calcul ä l'etude des proprietes geometriques.
Descartes etablit bien une relation entre les proprietes geometriques
des figures et Celles des relations algebriques, relation qui est fonda-
mentale en geometrie analytique; il ne voit pas dans son ceuvre une
doctrine nouvelle, mais bien un moyen permettant d'etendre le champ
de la science. II l'applique notamment ä diverses classes de courbes

d'ordres trois et quatre.
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Descartes, forme aux disciplines classiques, est un ecrivain en

quelque sorte professionnel. Son ceuvre est etendue; son Systeme des

tourbillons est rapidement admis par les savants fran$ais et sera

oppose aux doctrines newtoniennes; il collabore au perfectionnement
de la physique. En fait, sa geometrie eclipsa celle de Desargues,
homme d'une culture moins vaste et dont le style n'est pas devenuun
modele du genre. En outre, la geometrie de Descartes est contempo-
raine de la theorie des Indivisibles de Cavalieri (1635) oü apparalt
une premiere forme de calcul integral. L'algebre, la geometrie ana-

lytique et le calcul de 1'infmi sont des disciplines plus voisines les

unes des autres qu'elles ne le sont de la geometrie de Desargues.
Aussi des Descartes, la geometrie nouvelle est analytique.

La fortune de cette geometrie fut immense. Au xvne et au

xvme siecles on voit presque tous les geometres se consacrer ä l'exten-
sion et au perfectionnement des methodes analytiques. Celles-ci ont
permis l'elaboration d'une mecanique dont les succes sont grands en

astronomie.
On voit cependant quelques hommes s'interesser ä la geometrie

des anciens. Des professeurs publient encore des elements selon

Euclide destines surtout ä l'enseignement; ils n'apportent rien de

bien neuf. La Hire s'inspire de Desargues dans l'elaboration de son

grand ouvrage sur les coniques. Leibniz, ä cöte de ses multiples
occupations, essaie sans succes d'obtenir communication du Brouillon
projet. La geometrie synthetique semble bien definitivement eclipsee

par celle de Descartes.

Plus tard, au xixe siecle, quand les mathematiciens se preoccu-
perent activement du probleme philosophico-scientifique des fonde-
ments de leur discipline, la fusion qu'operait la geometrie de Descartes

entre l'analyse et la geometrie ramenait toute la question ä l'etude
des bases de l'analyse: au moyen des coordonnees, tout probleme
geometrique ne se ramenait-il pas ä une question d'analyse Sou-

cieux d'uniformite, les mathematiciens ne se posaient guere de questions

sur la nature de ces coordonnees, sur les axiomes necessaires ä

leur determination et les methodes servant ä leur construction, La
mise en veilleuse de la geometrie pure dura jusqu'ä la Revolution.
Les soubresauts de l'epoque mirent aux responsabilites un homme

nouveau: Gaspard Monge (1746-1818) qui, par la puissance de son

intuition, crea ä cette epoque la geometrie descriptive. On trouve des
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applications anciennes de la methode des projections elaboree par
Monge dans l'oeuvre de Dürer, par exemple. La geometrie descriptive
de Monge est une etude methodique de ces procedes et de ses applications.

Mais Monge ne borna pas ä cela son oeuvre. Sa personnalite
puissante crea ä Paris une veritable ecole qui suscita la vocation d'un
nombre considerable d'eleves de valeur. Hachette (1769 ä 1834), son

successeur ä l'Ecole polytechnique, Brianchon (1785 ä 1864), Poncelet

(1788 ä 1867), Dupin (1784 ä 1873), Gergonne (1771 ä 1859) sont

en France les plus remarquables d'entre eux. Outre-Rhin, l'ecole de

Monge eut aussi un echo. Moebius (1790 ä 1868), von Staudt (1798

ä 1867), Plücker (1801 ä 1868) sont parmi les plus eminents des

geometres de la premiere moitie du xixe siecle.

Le destin de Poncelet nous interesse particulierement. Fait
prisonnier par les Russes en 1812 lors du passage du Dniepr, il est

interne ä Saratov. II consacre ses loisirs ä mediter les cours de Monge
dont il a ete l'eleve ä l'Ecole polytechnique et s'elTorce de retablir
les proprietes geometriques sans s'appuyer sur les methodes analy-
tiques; il renoue avec les methodes arguesiennes, pratiquement
abandonnees depuis Pascal. En 1822, Poncelet publie son Traite des

proprietes projectives des figures qui, comme le Brouillon projet de

Desargues fait un emploi systematique de la perspective sous la forme

d'une transformation plane, l'homologie. Poncelet depasse Desargues

sur un point: il introduit en geometrie l'emploi de l'imaginaire. La

theorie des equations avait habitue les mathematiciens ä la consideration

des points dits imaginaires, points dont les coordonnees sont
des nombres complexes. Pour cela, Poncelet se base sur un « principe
de continuity » qui revenait ä affirmer qu'une demonstration effectuee

sur une figure est encore valable si certaines conditions non
essentielles ne sont pas satisfaites. Par exemple, une non-secante coupe un
cercle en une paire de points imaginaires et ceux-ci determinent un

segment dont le milieu est le pied de la perpendiculaire abaissee du

centre.
Le principe de continuity de Poncelet dechargeait la geometrie

de l'obligation d'etudier successivement les divers cas de figure comme
le faisaient les Anciens. II y a lä une nouvelle possibility de coordination

des propositions geometriques. Ce procede valut ä Poncelet de

vives attaques de Cauchy. Ces disputes reposaient sur un malentendu.
Le principe de Poncelet est valable lorsque la representation analy-
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tique des figures envisagees ne fait appel qu'aux operations de l'al-
gebre, ä l'exclusion de l'emploi de fonctions transcendantes et, Pon-
celet n'etudiait que des figures algebriques. Cauchy, au contraire,
montrait que l'emploi de ce principe n'etait pas justifie dans l'etude
des figures transcendantes.

Le traite de Poncelet n'apportait pas seulement un expose nouveau
de proprietes connues, mais aussi quelques theoremes neufs. Malgre
le succes de son oeuvre, Poncelet consacra la fin de sa \ie ä la meca-

nique industrielle.
Le flambeau de la geometrie fut repris par Michel Chasles (1793-

1880). Chasles eut une tres grande activite. Son premier succes est

de voir couronner par l'Academie de Bruxelles son Apercu historique

sur les methodes et le developpement de la geometrie-, en meme temps,
il publie un important memoire sur les figures projectives, memoire

qui peut en quelque sorte etre considere comme le developpement du

Traite de Poncelet. En 1846 est ouverte ä la Sorbonne une chaire de

Geometrie destinee ä Chasles.

La methode employee par Poncelet, Chasles et les geometres de

la premiere moitie du xixe siecle est mixte; ils s'appuient sur les

theoremes et les methodes des Anciens pour demontrer des proprietes
tres generales; ils constatent ensuite que les theoremes qu'ils ont
utilises sont des cas particuliers de propositions plus generales qu'ils
ont demontrees. II n'y a rien lä de choquant, semble-t-il; mais ces

proprietes generales appartenaient ä la geometrie projective, plus vaste

que la geometrie des Anciens et qui surtout renonce ä l'emploi de

l'egalite des figures pour remplacer cette relation par des correspondences

projectives inspirees par la perspective. Autrement dit, la

geometrie de la premiere moitie du xixc siecle peche par un manque
d'elegance; ses bases axiomatiques sont plus etendues qu'il n'est
necessaire; un echafaudage qui n'a rien d'essentiel, mais qui a ete

utile ä l'elaboration de la science ancienne subsiste dans l'ceuvre
definitive et la depare; il y avait necessite de reprendre la construction
de la geometrie ä pied d'oeuvre et de l'elaborer ä nouveau en s'ap-

puyant exclusivement sur des proprietes projectives, en ecartant tout
recours aux methodes euclidiennes de l'egalite des figures. Cette

oeuvre est bien dans l'esprit moderne de critique approfondie des

bases de la science. Von Staudt se consacra ä l'elaboration de cette

geometrie strictement projective; en 1847, il publie sa Geometrie der
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Lage dans laquelle, se basant sur des proprietes des quadrangles et
des quadrilateres dejä remarquees par Desargues, il etablit les

proprietes generates et fondamentales de la geometrie.
Si la geometrie projective moderne apparait chez Desargues et

n'est qu'un feu de paille, si eile renait avec Poncelet, c'est von Staudt

qui en donne le premier expose totalement independant de tout pro-
cede non projectif. La Geometrie der Lage de 1847 ne concernait que
les figures reelles; en 1856, il y a ä peine plus d'un siecle, von Staudt

publiait des Beiträge zur Geometrie der Lage oü est exposee une

theorie purement geometrique, habile et subtile, des figures imagi-
naires. Des lors la geometrie synthetique a conquis son independance

totale; eile n'exige plus le recours aux methodes analytiques et aux
procedes euclidiens. La geometrie avait-elle acquis ainsi son Statut
definitif Le pretendre serait oublier l'importance de l'oeuvre critique
des mathematiciens de la seconde moitie du xixe siecle et les perfec-
tionnements apportes ä la science durant cette periode.

A la fin du xixe siecle, deux mathematiciens eminents, Hilbert
(1862 ä 1943) et Enriques (1871 ä 1946), porterent leur attention sur
les bases de la science. Dans ses Grundlagen der Geometrie publies en

1896, le premier fait une analyse des types d'axiomes necessaires ä

l'elaboration de la geometrie; il classe ceux-ci en cinq groupes:
l'appartenance, l'ordre, la congruence, le parallelisme et la continuite.

Les axiomes de Vappartenance expriment des faits de l'observa-
tion elementaire tels que les suivants: deux points determinent une
droite et trois points non alignes, un plan. Hilbert enonce huit
axiomes d'appartenance.

IL ordre est une relation entre des points d'une droite ou du plan:
De trois points alignes Tun est entre les deux autres. Dans les Grundlagen

il figure quatre axiomes d'ordre.
La congruence ne fait qu'expliciter les relations d'egalite employees

par Euclide. Les axiomes de congruence sont au nombre de cinq.
L'axiome de parallelisme pose que dans un plan, par un point, il

passe une unique droite qui ne coupe pas une droite donnee de ce

plan.
Enfin, Hilbert reconnait deux axiomes de continuite. L'un affirme

que sur une droite, en reportant un segment donne par application
de la congruence, on finit par depasser tout point de cette droite. A
cet axiome, Hilbert ajoute un dernier enonce dit d'inlegrite: il interdit
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d'adjoindre des notions nouvelles aux trois notions fondamentales de

point, droite et plan.
Au moyen de ces vingt axiomes, Hilbert reconstruit toute la

geometrie classique ancienne.

L'ocuvre de Hilbert est dans la ligne d'Euclide mais pas dans celle

de Desarguos. Aussi, tout en reconnaissant la valeur et l'importance
decisives des Grundlagen, les geometres d'il y a quelque soixante ans

n'etaient-ils pas entierement satisfaits; un probleme subsistait: expli-
citer l'axiomatique de la geometrie projective. Poncelet et von Staudt
avaient montre la non-necessite de la notion de congruence des figures;
von Staudt faisait usage de la continuite sous une forme mal explicitee
et pas toujours satisfaisante aux veux des critiques modernes; or, dans

l'expose de Hilbert, la continuite repose sur la congruence des figures.
L'ocuvre etait ä reprendre en donnant une forme nouvelle ä l'axiome de

continuite et en ne la basant que sur les relations d'incidence et d'ordre.
Faisons une breve incursion dans l'histoire des principes de l'ana-

lvse. Dedekind, preparant le cours d'analyse ä l'Ecole polytechnique
de Zurich, constate la fragilite de la theorie analvtique du continu
et publie en 1872 son axiome de la coupure, base de l'analyse moderne.
Cet axiome fait usage d'une serie d'inegalites emboitees. Une ving-
taine d'annees plus tard, Enriques remarque que les inegalites entre
nombres sont Hees a la notion d'ordre, que celle-ci est essentielle ä la

geometrie projective; il est ainsi conduit ä introduire un enonce de

l'axiome de la continuite, inspire de l'axiome de la coupure de Dede-

king, qui ne repose pas sur la notion de congruence mais bien sur celle

d'ordre. Des 1894, Enriques enseigne ses conceptions nouvelles et les

publie en 1902 dans ses Lezioni di Geometria projettiva. Suivant les

axiomes d'appartenance et d'ordre, la nouvelle forme de l'axiome de

continuite etablit desormais une construction axiomatique süre de la

geometrie projective; eile permet d'en donner une definition precise
et simple: l'ensemble des propositions geometriques qui reposent sur
les trois notions d'appartenance, d'ordre et de continuite.

Les idees actuelles sur la continuite permettent encore d'aller plus
loin; les methodes projectives donnent le moyen de construire des

systemes de coordonnees en ne faisant aueun appel aux proprietes
metriques; par les memes procedes, on montre la validite des propositions

fondamentales de la geometrie analvtique: les equations des

droites et des plans sont lineaires.
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Grace ä la forme actuelle de l'axiomatique de la geometrie, une
proposition fondamentale de la geometrie analvtique, la correspon-
dance biunivoque entre les nombres reels et les points d'un axe
devient un theoreme. Ainsi, la geometrie analvtique prend le caractere
de vaste corollaire de la geometrie projective. II n'y a plus opposition
entre les deux geometries mais simplement existence de deux methodes

pour I'etude des proprietes de l'espace. Dans l'une, la geometrie pure
ou synthetique, la reflexion porte directement sur la figure etudiee.
Dans l'autre, la geometrie analytique, le mathematicien passe de la

figure ä son image analytique; il opere sur celle-ci par les procedes
de l'analyse et enfin traduit en langage geometrique les resultats de

ces operations analvtiques; malgre la double operation de traduction,
il arrive que I'etude analytique d'une question soit plus expeditive
que sa solution par les methodes de la geometrie pure; on observe

souvent le contraire. Ainsi, l'analvse axiomatique des bases de la science

a conduit ä la conclusion de la vanite de l'opposition des deux types
de geometries. En ce domaine comme en d'autres, il est des methodes
diverses et quelle que soit leur importance, les methodes ne sont pas
l'essentiel des phenomenes etudies par la science.

II n'est pas possible, sans un appel ä la technique des geometres,
d'exposer comment Laguerre (1834 ä 1886), Cayley (1821 ä 1895), Klein
(1849 ä 1925) et Poincare (1854 a 1912) ont, durant la seconde moitie
du siecle passe, donne au probleme si passionnant des geometries
non euclidiennes une forme projective et ont ainsi fait taire les scru-
plules de validite qu'avaient fait naltre les travaux des createurs de

cette branche de la geometrie.
Un autre domaine expore par les geometres modernes est celui

des transformations geometriques. Les Anciens ne connaissaient que
l'egalite et la similitude des figures. Desargues introduit les relations
projectives; celles-ci sont biunivoques, c'est-ä-dire qu'ä un point elles

font correspondre un point unique et cela sans aucune exception. Des

1863, Cremona (1830-1903) abordait avec succes I'etude d'une classe

beaucoup plus generale de transformations, dites birationnelles, la
seule extension faite etait de laisser tomber l'inexistence des exceptions.

Tout d'abord Cremona a limite son ambition au plan, et
I'etude de ce cas est actuellement tres avancee. Par contre, l'extension
des theories precedentes ä l'espace attend encore l'homme de genie

qui reussira ä fusionner en un tout coordonne l'ensemble des
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nombreux theoremes particuliers actuellement connus en ces

matieres.
D'autres geometres, Chasles en tete, entreprenaient l'etude des

transformations multivoques1 et trouvaient ainsi des methodes

permettant d'attaquer des problemes dont l'etude analytique condui-
sait ä des calculs inextricables. Donnons un exemple. Dans le plan,

supposons donnees deux coniques; menons un cercle variable qui leur
soit tangent ä toutes deux; le lieu du centre de ce cercle est une courbe

d'ordre 28; l'equation generale d'une teile courbe comporte plus de

400 termes!
La geometrie projective est-elle ainsi la science de l'espace la plus

generale qu'aient elaboree les geometres II n'en est rien; les contem-

porains ont encore etendu ce domaine dans deux directions. Dans

l'introduction ä ses Grundlagen, Hilbert montre que les notions geo-
metriques fondamentales sont au nombre de trois: point, droite et

plan; dans ses axiomes de l'appartenance, ce fait est explicite par deux

enonces: si deux plans ont un point commun ils en ont au moins

deux; et hors d'un plan, il existe au moins un point. Ces deux

postulats limitent ä trois le nombre des donnees indispensables pour
determiner un point.

Est-il judicieux de faire eclater ce cadre La creation des

geometries multidimensionnelles en a montre la possibility. Ce sont tout
d'abord des analystes, Cayley en Angleterre et Schlaefli (1814-1895) ä

Berne qui ont etudie cette geometrie nouvelle. Son elaboration a ete

reprise depuis par des tenants de la geometrie pure et, par modification
des axiomes de Hilbert, une base logique solide a ete donnee ä cette
science. Un probleme difficile se presentait, celui de la courbure des

espaces nouveaux. A peine etait-il elucide, qu'Einstein (1879-1955)

avec son ami Grossmann (1878-1936) l'appliquait ä la theorie de la
relativite generale et elaborait une theorie nouvelle de la gravitation
dont on connait le succes.

II est un autre domaine qu'etudient les mathematiciens contem-

porains: la topologie, anciennement appelee analysis situs. A la base

de toute geometrie figure la notion de droite. Imaginons un enfant
maladroit qui, essayant de copier une figure portant quelques droites

1 Transformations dans lesquelles ä un point correspond plus d'un
point; par exemple, une perpendiculaire ä un diametre d'un cercle coupe
celui-ci en deux points.
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remplace celles-ci par des lignes quelconques, en obeissant aux regies
de la continuity, en s'interdisant done tout saut dans son trace, mais

qui s'astreindrait ä reproduire les croisements de lignes, sans en

raj outer. Quelles sont les proprietes communes k la figure primitive
et ä celle resultant de la deformation ci-dessus Tel est l'objet de la

topologie. Son etude est ä l'ordre du jour. Elle a fait l'objet de nom-
breux travaux. Les mathematiciens lui ont applique des methodes

analytiques. Quelques-uns de ses problemes sont justiciables de

methodes ressortissant des procedes de la geometrie pure. Gela est le

cas, par exemple, pour le theoreme d'Euler (1707-1783) affirmant que
dans un polyedre la somme des nombres de sommets et de faces

surpasse de deux unites le nombre des aretes. La topologie est une science

difficile. Certaines questions tres simples ont resiste aux efforts des

chercheurs; ainsi, on sait par experience que quatre couleurs suffisent

pour colorier une carte sans que deux pays voisins aient la meme
teinte mais il n'a jusqu'a present pas ete possible de prouver que ce

nombre est inferieur ä cinq.
Le xixe siecle a encore vu la geometrie se renouveler dans un autre

domaine qui la rapproche de la physique: la theorie des constructions.
Les Anciens, admirateurs de la perfection des figures circulaires se sont
astreints ä etudier les problemes de dessin geometrique en n'employant
que la regle et le compas. Parmi les problemes qu'ils se sont poses, trois
ont resiste k leurs efforts, la duplication du cube, la trisection de

Tangle et la quadrature du cercle. Nombreux, trop nombreux, sont
les chercheurs qui ont cru trouver la solution ä la regle et au compas
de ces problemes. Des la fin du xvme siecle, on decouvrait l'impossi-
bilite de la construction au compas de l'heptagone regulier. Louis Ber-

trans (1731-1812), professeur ä Geneve, le montre dans son Developpe-
ment nouveau des mathemaliqu.es, publie en 1778. Un resultat remar-
quable de Gauss (1777 ä 1855), la possibility de construire au compas
les polygones reguliers de 17, 257 et 65537 cotes attira l'attention
sur ces problemes; en meme temps, il montrait l'impossibilite de

resoudre au compas et ä la regle les deux problemes classiques de la
duplication du cube et de la trisection. Des lors, les inventeurs s'en

donnerent k cceur joie d'inventer des trisecteurs. Plusieurs d'entre-nous
ont connu Tun de ces derniers, Dmitri Mirimanoff (1861-1945) qui
fut jusqu'en 1936 le titulaire de la chaire d'analyse superieure k la
Faculte des Sciences de notre ville.
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Durant ce dernier quart du xixe siecle, on alia plus loin et on
demontra que tous les problemes dont la solution est liee ä la
construction d'une courbe algebrique sont solubles au moyen d'un type
general d'appareil, les systemes articules, assemblages deformables de

tiges rigides. La limitation apportee par les Anciens, qui imposaient
l'emploi exclusif de la regle et du compas, constituait un appauvrisse-
ment regrettable de la science. A la meme epoque, en 1882, Lindemann
(1852-1939) demontrait que le trace de courbes algebriques etait
incapable de resoudre le vieux probleme de la quadrature du cercle.

Quelques annees apres lui, Abdank-Abakanovics (1852 ä 1900) decri-
vait son integraphe qui, lie ä une unique tige fixee en une extremite,
donnait la solution generale du probleme de la quadrature du cercle.

Lue question qui a fait couler des flots d'encre, pas toujours
d'excellente qualite, qui passe encore aupres des gens mal renseignes

pour le type du probleme insoluble a ainsi ete eliminee de la liste des

preoccupations des gens avertis.
Dans revolution des idees geometriques dont nous venons d'exa-

miner une esquisse, un fait apparait. Ce sont des precurseurs, des

intuitifs, un architecte: Desargues, un autodidacte: Monge, un officier
isole: Poncelet, qui ouvrent des voies nouvelles, qui ont l'audace de

rompre avec la tradition inspiree par l'observation superficielle du

monde; ils ont une sorte de foi temeraire qui les pousse dans leur

oeuvre; ils ne s'inquietent guere d'assurer leurs arrieres par une
critique axiomatique ferine de leurs principes. D'aucuns les com-
battent; grace ä eux, la science progresse et plus tard, les logiciens

reprennent leur oeuvre, parfois fragile, en assurent les points forts, en

precisent les enonces incomplets et parfois eliminent des erreurs. La
science est faite de ces alternatives d'audace et de methode.

Le parallelisme de ce developpement avec celui de l'analyse est

frappant. Nous voyons les geometres servir de pont entre les abstractions

de l'analyse et la realite physique.
Un probleme se pose aujourd'hui aux geometres: fournir aux

physiciens une theorie de l'espace appropriee ä l'etude des pheno-
mees atomiques et nucleaires. La theorie des quanta impose le renon-
cement ä la continuite. Les difficultes que represente l'elaboration
d'une theorie satisfaisante du noyau ne tiendraient elles pas au fait
que nous nous obstinons ä construire des modeles appartenant ä un
espace continu Pour donner satisfaction aux physiciens, faudra-t-il
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que les geometres revisent leur monde, qu'ils construisent de nouvelles

images de l'espace C'est lä une tache enorme, qui semble depasser
la capacite des savants actuels. Ce que nous pouvons et devons faire

pour contribuer a l'avancement de la science, nous hommes de talent
modeste, c'est de nous entrainer nous-memes, entrainer nos etudiants
ä la souplesse de l'esprit, ä la capacite de renoncer aux evidences, ä la

capacite de substituer ä des idees precomjues, insufisamment analy-
sees des hypotheses nouvelles, parfois temeraires et revolutionnaires.

En science, comme ailleurs, l'histoire montre combien souvent
sont combattues ces revolutions, souvent par les hommes, parfois par
le sort; le destin de Desargues le montre bien.
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