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A PROPOS
DU THEOREME DE FERMAT

PAR

Max HOCHSTAETTER *

Resumé. — L’essentiel de cet article est une démonstration du
Théoréeme de Fermat pour I’exposant 5. La méthode suivie n’est pas
nouvelle, mais elle semble ignorée et on sollicite a son sujet 'avis des
lecteurs.

Si le raisonnement parait rigoureux, on ne manquera pas de dire,
dans un prochain fascicule, ou et comment la démonstration a éte
retrouvée.

AVANT-PROPOS

Le théoréeme de Fermat occupe dans ’histoire des mathéma-
tiques une place singuliere. Bien qu’il soit en lui-méme dénué
d’importance, il a suscité un vif intérét parce qu’il n’était pas
démontré. Il a fait 'objet de trées nombreuses publications et
un prix a méme été fondé, en 1908, pour récompenser I'auteur
éventuel d’une démonstration générale.

[’énoncé est simple: pour n > 2 l'équation z" + y" = z"
ne peut étre satisfaite par trois nombres entiers différents de 0.
Est-1l besoin de rappeler que pour n = 2 I’équation admet une
infinité de solutions.

Parex, z =3 y=4& 3= 5; x=95 y =12 z=13 etc.

Le théoreme a été énoncé par Fermat en 1637. Il I'a noté,
en latin, dans la marge d’un ouvrage de Bachet ou il était
question de ’exposant 2. £t 1l a ajouté qu’il avait une démons-
tration, mais qu’elle était trop longue pour figurer dans la marge.

* Travail présenté sur la proposition de M. Paul Rossier, membre
ordinaire de la Société.
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Or la démonstration n’a pas été retrouvée et bien des efforts
ont été faits pour en établir une, soit en s'inspirant des idées
de Fermat lui-méme, soit en utilisant des théories plus modernes.

Qui était Fermat ? (1601-1665). Un professeur ? Un mathé-
maticien ? Non, un juriste, un magistrat.

On 'a baptisé «le prince des amateurs» et son activité
mathématique s’est développée dans plusieurs directions: le
calcul différentiel, les probabilités, enfin la théorie des nombres.

Contemporain de Descartes, ainé de Pascal, de Newton, de
Leibnitz, 1l a fait figure de précurseur dans tous les domaines
qu’ill a abordés.

Pour reprendre le mot d’un de ses biographes, Bell: « Fer-
mat a été un mathématicien de premier rang, un homme d’une
honnéteté sans défaut, et un arithméticien qui n’a pas d’égal
dans I’histoire. »

La théorie des nombres ou arithmétique supérieure est un
vaste domaine comprenant des sujets tres différents et dont la
plupart ne paraissent pas devoir donner lieu a des applications.
Il s’agit de mathématiques «pures» et de caractére «désinte-
ressé ». Beaucoup de questions doivent étre traitées pour elles-
mémes et 1l semble difficile, dans certains cas, d’établir des
méthodes générales.

Parmi les mathématiciens qui se sont intéressés au théoreme
de Fermat, ou aux problemes connexes, on peut citer, sans
prétendre étre complet:

Euler (1707-1783), auteur de démonstrations pour les expo-
sants 3 et 4.

Abel (1802-1829) et Legendre (1752-1834) qui ont donné
simultanément, en 1823, des formules intéressantes.

Gauss (1777-1855), Cauchy (1789-1857), Kummer (1810-
1893), inventeur de nouveaux svmboles, les nombres
«1déaux ».
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Plus prées de nous, Mirimanoff (1861-1945), professeur a
Geneve, Hurwitz (1859-1919) et Fueter (1880-1950), professeurs
a Zurich, Maillet (1865-1938), un ingénieur frangais mort a
Genéve.

Comme les voies du Seigneur, les cheminements de esprit
hurnain sont impénétrables. Si Kummer n’a pas démontré le
théoréeme de Fermat, il a créé les nombres algébriques et rénové
un domaine important des mathématiques supérieures.

Plusieurs auteurs ont pressenti qu’on cherchait trop loin
ou trop haut, qu'on utilisait un marteau-pilon pour casser des
noix. Si Fermat a trouvé une démonstration, celle-ci se fondait
sur les notions connues de son temps, sur celles qu’il a utilisées
dans ses autres travaux et non sur les découvertes postérieures
de Gauss ou de Kummer, Cette idée, mise en lumiére notam-
ment par Legendre, devait encourager les chercheurs a rester
dans le domaine réel. Quant a la démonstration proposée ici,
elle est d’ordre élémentaire et dépasse a peine le niveau de
I'enseignement secondaire.

CONSIDERATIONS GENERALES

On trouvera ci-dessous la démonstration pour I’exposant 5;
si elle ne souleve pas d’objections, elle pourra étre étendue a
tous les nombres impairs et a leurs multiples pairs.

Quant aux puissances de deux, qui ne sont pas atteintes,
elles sont multiples de 4 et I'impossibilité a été démontrée par
Gauss.

On ne diminue pas la généralité des démonstrations en consi-
dérant x, y et z comme premiers entre eux deux a deux. Si
ce n'était pas le cas, deux des inconnues admettraient un facteur
commun f qui diviserait la troisieme. On pourrait simplifier
par fP.

PROPRIETE INVOQUEE

La seule notion ne relevant pas de ’algéhre élémentaire est
celle de fraction continue.



396 ILE THEOREME DE FERMAT

32 T
Rappelons que, par exemple, — peut s’éerire

Le développement est limité. Les nombres 4, 5, 4% et 4% sont

les réduites.
Retranchons la troisieme de la quatrieme

le numérateur de la différence est 1.
Retranchons la deuxiéme de la troisieme

—1
()

le numérateur de la différence est — 1.

LLa propriété est générale pour les réduites consécutives.
Une réduite de rang pair moins une réduite de rang impair
donne une fraction dont le numérateur est 1; s1 une réduite de
rang impair est diminuée d’une réduite de rang pair, il reste
une fraction dont le numérateur est — 1.

CAS DE LEXPOSANT 5
(d’apres Paulet, 1830)

byt =g,

Il s’agit de prouver que cette équation n’admet aucune
solution formée de trois nombres entiers différents de zéro et
premiers entre eux, deux a deux.

On va raisonner « par I'absurde », ¢’est-a-dire supposer qu'une
telle solution existe et prouver que cette hypothese conduit a

une 1mpossibilité.

-
ra

Considérons le rapport 2 et imaginons qu’il est développé
_ % a i .oy r .
en fraction continue. Appelons 3 I'avant-derniére réduite et

supposons que la derniére = est de rang pair
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bz — azx

.
b bx

& |

En vertu de la propriété rappelée ci-dessus, on a

bz —ax = 1 (1)

d’ou en multipliant par y

byz —ayr =y ou Bz—Ar=y (2)

avec by — B et ay = A.

Elevons a la cinquiére puissance les deux membres de (2)
y® = B%z5 — A%25 plus termes divisibles par z et z 1ais
s =z — 2% done

0 = (B®—1) 35— (A% — 1) 2* + plus termes divisibles par x et z.

B5 — 1 est divisible par x et A5 — 1 par z. Posons

B —1 = Bz AP — 1 = az (3)
as — Br = A5 — B® = a%y® — b5y = (a® — %) y® .

Ierivons o a la place de «® — b%; oz — Ba = wy® ou en
remettant z3 - — 2% au lieu de 2

s — PBr = w (3% — z%)
az — wz® = Br —
Z(x — w3zt) = 2 (B — wr!

o et z étant premiers entre eux, les parentheéses sont respective-
ment divisibles par x et par z d’ou

a — st = mx B — wrt = ms

avec mn entier

-
—

% = wz' + mx B = wrt + mz. (

Formons maintenant deux quantités u et ¢ définies comme
sult

mx , s

U = 1+ —f/ (}:m—r__.i.
X

multiplions la premiére égalité par z° et la deuxiéme par z%, puis
soustrayvons

uz® — or® = o (z2* — 2% ou oyd
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Cette équation permet de formuler deux remarques.
D’abord, elle ne contient pas m; cette inconnue peut done
prendre n'importe quelle valeur entiére. Ensuite, si 'on fait
u == ¢ = @, on retrouve I'équation z% — 2% == 5.

La suite de ]la démonstration montrera qu'on doit précisé-
ment avoir u = ¢ —= @, ce qui implique m = 0.

On a aussi, d’aprés la définition de u et ¢
uzt = wz* + me prt = wxt + ms
mais en invoquant les formules (4)

o = uzt B = ezt

oz = uzd B = P,

Rappelons les formules (3)

Bs——'l::s.l‘ ;\5—1:13
B —1 = pxb A 1 = yusb
(by)® — 1 = ox® (ay)® — 1 = uzd .

Notons que ¢ et u sont posttifs.

b8 b 02 = 1 a® b — uz* = 1 (5)

et si 'on remplace y® par z% — 25

b® (35 — %) — va® = 1 a® (3 — %) — uz® =1 (6)
b5 25— (b5 L o)l b = 1 (G -—u) 3% —a®x® = 1.
*
¢ *

; 5 s 28 . s a’
Maintenant réduisons =en fraction continue et appelons

hl
= a1 3 T ; ;
I’avant-derniére réduite; la derniere — ¢tant supposée paire.
On aura comme au début
b’ —a 2 =1. (7)

Combinons les équations (6) et (7) pour établir que u et ¢ sont
des entiers
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6 — 7 (b5 —b) 25— (b + 0 —a)) 2 = 0
b b b2 ot p—a &

;5
z et z étant premiers entre eux, 6® - ¢ — «a’ est divisible par z%;
b® + v — &' étant entier, ¢ l'est aussi et d'une maniére
analogue u entier. Nous avons déja remarqué que ces nombres
sont positifs.

Rapprochons les deux équations (6)

b 55 — b5 2% — oxd = @b % — uzb — ad b
(% — b¥) 2% — pa® = (a® — b%) 2% — uz®
(@ —¢) 2% = (0 — u) 3°
©-—— ¢ = 135 W — u = tx’
w—yv = (35— 2% = 45 . (8)

Si I'on se reporte au début, on voit que z est plus grand
que a et d’apres (D)

w <y de méme ¢ < y°

Dans 'équation (8) on a done u et ¢ positifs et inférieurs
& y°; leur différence ne peut atteindre % et on a { = 0.

Il en résulte immédiatement w == ¢ == @, m = 0.

Les équations (4) donnent o = wz*, B = wz?, puis (3)
B> —1 = Bz = wab A — 1 = 2z = b
B2:5 — 3% = wads® AP — 2d = a3
B35 — A8 2% = 26 — 25 = b
b5 45 55 — ad B ad = b
bz —adad =1

équation incompatible avec

bz —ax = 1. (1)

Il en résulte que ’hypothése initiale est inadmissible et que
I'équation 2% - y® = 2% n’admet pas de solutions entiéres non
nulles.

Remarques. — Pour ¢tre complet, il faudrait examiner le
cas ou la derniére réduite est de rang impair. La démonstration,
écrite peur I'expesant 5, s’étend & tout exposant impair premier
ou non.
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CAS DE L’EXPOSANT 4
(d’apres Euler, 1738).

Il s’agit de démontrer I'impossibilité de satisfaire, au moyen
d’entiers non nuls, I'équation

2t oyt = gt (1)

|
L

On commence par traiter

zt 4yt = u?. (2)

On sait que 'équation

1‘2 = !}2 = _:,'2 (:;j

est satisfaite au moyen des formules «indiennes »

r = 2ab y = a* — b z=a®+ b

a et b premiers entre eux, un des deux pair.
x, y et z sont alors premiers entre eux deux a deux et cons-
tituent une solution primitive de (3).
Nous allons utiliser plusieurs fois ces formules.
[’équation (2) peut s’écrire

(22 + (%) = ut.

Autrement dit, si (2) est possible, il existe un triangle
rectangle (triangle 1) dont I’hvpoténuse est u et les autres cotés
x? et y?; on peut done derire

w=a®+b (i) yr=at—bt (5 a— 2ab (6)

avec a pair et & impair (I'inverse ne conviendrait pas).
Mais, d’apres (5), il existe un nouveau triangle (II) ayant
a pour hypoténuse, y et b pour cotés de I’angle droit; on a done

a=c*+d* (7) y = ¢ —d?* (8) b = 2cd  (9)

¢ et d premiers entre eux; un des deux pair.
Portons maintenant ces valeurs dans (4) et (6):
(4) devient
W= (et —d?)? - (2ed)? (10)
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(6) devient
22 =& {c® + d cd (11)

Mettons cette dernieére équation sous la forme

(f)z (et d)ed.
2 |

Les trois facteurs de droite étant premiers entre eux,
chacun d’eux est un carré.

On a donce
2+ d2 — e? ¢ = f2 d = g

et enfin
R (12)

On peut donc imaginer un dernier triangle ayant e pour
hypoténuse, f2 et g2 pour cdtés de I’angle droit.
Comparons les hypoténuses de nos trois triangles

(I) u = a? + b2 (I1) @ = ¢ + d2 (I11) ¢ = Va

elles vont en décroissant.

Notons que I'équation (12) a la méme forme que (2) mais
qu’elle est formée de nombres plus petits.

En résumé, si I’équation (2) était possible, il en résulterait
une équation (12). Celle-ci engendrerait une autre équation
avec des nombres plus petits et ainsi de suite, indéfiniment. Or
les nombres z, y et u étant finis, cette production serait forcé-
ment limitée. C’est ici I’application de la méthode de la descente
infinie, due a Fermat.

Pour conclure, I'équation (2) est impossible et aussi I’équa-
tion (1).

SOLUTIONS IRRATIONNELLES ET IMAGINAIRES

Si la démonstration de Paulet ne souléve pas d’objection,
le fameux théoréme est établi dans sa généralité. Mais si
I'équation 2¥ + yP” = zP n’admet aucune solution formée de
trois entiers non nuls, elle peut étre satisfaite par des valeurs
irrationnelles et par des valeurs imaginaires.
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Duarte a publié & Genéve, en 1933, une brochure dont nous
extrayons quelques exemples:

() + (1) -
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