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Paul Rossier. — Parallelism.es affin et cayleyen.

1. — En geometric cayleyenne plane, les perpendiculaires
ä une droite ne sont pas paralleles; elles convergent au pole
de la droite par rapport ä la conique absolue. Des paralleles
caylevennes se coupent en un point de cette conique.

En geometrie euclidienne, au contraire, les perpendiculaires
ä une droite sont paralleles. Or on considere souvent la
geometrie euclidienne comme un cas particulier de geometrie
cayleyenne: celui oü la conique absolue est tangentiellement
degeneree en une paire de points imaginaires conjugues. Un
theoreme general, le non-parallelisme des perpendiculaires ä

une droite ne saurait etre faux dans un cas particulier. Nous

1 Avec 62 titres de bibliographie.
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allons voir que c'est la multiplicite des sens donnes au mot
parallele qui est la cause de cette disparite.

Une paire de paralleles, euclidiennes ou cayleyennes jouit
de deux proprietes importantes: leur angle est nul et leur
intersection infiniment eloignee. Dans le cas de la degenerescence

tangentiale de l'absolu, les deux points qui le constituent deter-
minent une droite, la droite exceptionnelle du plan cayleyen.
Deux droites qui se coupent, sur cette droite forment un angle

cayleyen nul. Mais dans le plan cayleyen ä absolu tangentielle-
ment degenere, la distance cayleyenne de deux points quel-

conques est nulle; par consequent deux droites d'angle
cayleyen nul ne s'y coupent pas en un point infiniment eloigne. Si

dans ce plan, nous conservons la definition cayleyenne du

parallelisme des droites (se couper sur l'absolu), seules des

droites qui passent par l'un des points absolus seraient paralleles.

L'angle cayleyen de ces droites est indetermine, sans qu'on
puisse dormer une borne inferieure ä sa grandeur. Cet angle

peut etre considere comme nul, ä condition de completer la
definition de l'angle. De meme, la distance de leur intersection
est indeterminee et non bornee superieurement. Si l'on voulait
considerer que de telles droites se coupent infiniment loin, il
faudrait cette fois considerer comme infinie une quantite
indeterminee. De telles conventions heterogenes n'ont rien pour
satisfaire le logicien. D'ailleurs, l'interet des droites precedentes
est fort reduit: les points absolus etant imaginaires, ces paralleles

le sont aussi.

Ce qui precede montre que des deux proprietes des paralleles
(angle nul et intersection ä l'infini), la premiere est plus impor-
tante que la seconde. Or, dans les elements, et ä juste titre,
c'est par la non-existence de l'intersection que l'on definit les

paralleles; la nullite de l'angle est un theoreme qui resulte d'une
extension appropriee de la notion d'angle.

2. — Pour donner la structure euclidienne au plan cayleyen
a absolu degenere, superposons-lui un plan affin, en choisissant
la droite exceptionnelle comme droite impropre. Desormais,
deux droites d'angle cayleyen nul sont affiniment paralleles.
En geometrie euclidienne, le theoreme du parallelisme des

perpendiculaires ä une droite est heterogene: le parallelisme est
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affin et non cayleyen, tandis que la perpendicularity, notion
vide de sens en geometrie affine, est cayleyenne. Le theoreme
n'est pas cayleyen, mais elliptico-affin; il n'est plus en contradiction

avec le non-parallelisme cayleyen des perpendiculaires
ä une droite.

3. — Des remarques de merne nature montrent pourquoi
le theoreme de Pythagore, si important dans les elements, n'a

pas de correspondant en geometrie projective; il est lui aussi,

elliptico-affin.
Introduisons dans le plan un Systeme de coordonnees pro-

jectives dont la droite ä l'infini est la droite impropre; choisis-

sons les points infinis des deux axes en des points conjugues par
rapport aux points absolus. Les axes sont rectangulaires, mais
les coordonnees ne sont pas encore cartesiennes: l'egalite des

segments-unites sur les axes n'est pas realisee, car eile n'est

meme pas definie.

En coordonnees homogenes, soient x2 ± mx1 les equations
des droites qui passent par l'origine et les points absolus et

Tia]kx]xk 0 (/ et h 1, 2, 3) celle d'une conique qui passe

par ces points et telle que l'origine soit le pole de la droite
impropre (done le centre de la conique). Le passage par les

points absolus implique a12 0 et au + m2 a22 0. Le fait

pour la droite impropre d'etre la polaire de l'origine implique
que a13 a23 0. En coordonnees non homogenes, cette

equation devient x2 — m2 y2 r2, en posant au r2 — a^.
Posons axiomatiquement que cette conique est un cercle,

lieu des points equidistants de son centre, l'origine. La notion
de distance ainsi introduite n'est pas cayleyenne; eile caracte-
rise le plan euclidien. Les distances ä l'origine des intersections
de notre cercle avec les axes sont egales et en posant successi-

vement y 0 et x — 0, il vient x\ r2 y\ — ^
Cette egalite impose m2 — 1 et l'equation du cercle

devient x2 -f y2 r2.

C'est la une expression du theoreme de Pythagore. Pour
donner un sens ä cette proposition, nous avons superpose deux

plans de nature differentes: l'un contient une metrique angu-
laire elliptique et l'autre est affin.
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4. — Poincare a souvent insiste sur le fait que la geometrie
est l'ötude d'un groupe, celui des deplacements. Ce qui
distingue la geometrie euclidienne, c'est l'existence, au sein de ce

groupe, du sous-groupe des translations.
Ce qui precede montre le caractere fondamental de cette

distinction; le sous-groupe des translations est lie au plan affin
tandis que les rotations reposent sur la notion de cercle et

d'angle qui sont de caractere elliptique.
5. •— Essayons de superposer un plan affin et un plan cay-

leyen ä absolu tangentiellement degenere, mais sans identification

des droites exceptionnelle et impropre. Les deplacements
doivent conserver chacune de ces droites; sur la droite
exceptionnelle, les points absolus sont conserves, ainsi que l'inter-
section avec la droite impropre. La droite exceptionnelle est

done conservee point par point dans l'homographie qu'est un
deplacement. Tout deplacement devient ainsi une homologie
devant conserver une droite autre que son axe; elle est une
identite. La geometrie que nous avons imaginee ignorererait
done la notion de deplacement. C'est dire son peu d'interet.

Seance du 6 mars 1958

A. Amstutz. — Boussole de geologue.

Avec l'aide de MM. Rollat et Clerissi j'ai construit recem-
ment une boussole de geologue qui peut etre utilisee en
topographs et qui presente les caracteres et avantages suivants:

1) L'aiguille suspendue qui est adjointe aux boussoles
habituelles pour la mesure des pendages, est ici remplacee par une

petite bille d'or ou de platine roulant dans une gorge circulaire
munie d'une graduation. Cette bille, non magnetique et de poids
specifique eleve, ne demande aucune immobilisation lorsqu'on
ne s'en sert pas et procure done un gain de temps. De plus, elle

ne necessite pas de tapotements sur l'appareil lorsque celui-ci
n'est pas tout-ä-fait vertical et qu'il cree de ce fait des frictions
le long de l'aiguille.


	Parallélismes affin et cayleyen

