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Application des equations de Maxwell
ä l'etude de la structure des rubans ferromagnetiques

ainincis electrolytiquement

par I. Epelboin et D. C. Schuhmann

Laboratoire de physique (enseignement). Faculte des Sciences de Paris

I. Considerons un ruban metallique de conductibilite a et d'epais-
seur 2a place dans un champ magnetique longitudinal Hc H0 e'"1. Si

la frequence est assez basse pour que les courants de Foucault soient negli-
geables, le champ magnetique H( ä l'interieur du materiau suppose homogene

est equipollent au champ exterieur He. Dans ces conditions, la
permeabilite complexe d'un ruban ferromagnetique peut s'ecrire:

p' P (1 — 7 Y)

et avec un champ tres faible, le terme y du aux pertes par hysteresis et
t.rainage pent souvent etre neglige.

La frequence augmentant, les courants de Foucault ne sont plus negli-
geables. Le champ interieur H( n'est plus egal au champ exterieur He.

Pour determiner le premier, on est alors oblige de mesurer l'induction

moyenne Bm, ce qui conduit ä definir une permeabilite apparente:

_
Bm Flux

p-a - Pi 1P2 - - Surface x [XoHo IL

oü po est la permeabilite du vide. Le dephasage global entre l'induction et

le champ est egal ä a tel que tg a — •

Designons par y la distance d'un point au plan passant par l'axe du
ruban et parallele ä la surface. En posant H( He)ul, les equations de

Maxwell donnent:

jwpoP H (y) (2)
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Par un calcul classique, on en tire:

d'oü:

TT TT Chmy „11 H0 -pr.—- avec m2 — / ui0 ti a w
K^flTYlCL

u., — j a, Thma^ ma

et pour des angles de pertes a assez faibles (tg a < 0,4): [1]

tg a ^ Y + L
[X0 <J a2 (1 + Y2) " • (3)

Ce calcul suppose le materiau homogene, aussi ne s'applique-t-il pas
aux rubans tres minces dont l'epaisseur est de l'ordre de grandeur des dimensions

des domaines de Weiss.

II. Lorsque les rubans sont assez epais pour que la subdivision en

domaines soit negligeable, du moins en basse frequence, on constate pour-
tant qu'il se produit souvent des anomalies dans la variation de la permeabilite

pa en fonction de la frequence; en particulier, la relation (3) n'est

pas verifiee. Ceci nous a amene ä mesurer la permeabilite de certains rubans
k differents Stades de l'amincissement par polissage electrolytique et nous

avons trouve de notables variations. Celles-ci s'expliquent si l'on admet

que la permeabilite n'est pas constante dans l'epaisseur du ruban. Effective-

ment, en polissant deux rubans identiques, le premier d'un seul cote, le

deuxieme simultanöment des deux cotes, nous avons pu etablir la courbe

p. (y) donnant la permeabilite en chaque point [2, 3, 4, 5]. Comme il etait
previsible, la courbe est symetrique, autrement dit la fonction p. (y) est

paire. Si l'on introduit alors p (y) dans les equations de Maxwell, l'equation
(2) devient:

u ct p0 (1 — / y) p (y) H (y) (4)

qui n'est pas integrable. On peut cependant resoudre (4) par approximations

successives (methode de Picard) ä condition que le champ H soit
suffisamment voisin de H0, ce qui est toujours realisable en choisissant

convenablement le domaine de frequence [6].
En se limitant au premier terme de l'expression du champ et en intro-

duisant la permeabilite moyenne:
v

ihn (y) ^J H- (y) dv
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on obtient:
a

H (V) H0 — / (1 — j y) u a [x„ IIo Jy jxm {y) dy (5)

y
On en deduit, y etant faible:

a

tg a ^ Y + jy (1 + T2) J y1 ^ (y) dy (6)

Ce developpement suffit car, de fa§on analogue ä (3), il donne le terme qui

depend lineairement de la frequence. On en deduit ~, rapport de la conduc-

tibilite apparente ä la conductibilite vraie, ou encore rapport des pentes
des droites (3) et (6):

a
GO, 3 / „—

3
y2 y (dy) • (7)

a3^(a)J

On voit que si y.m (y) decroit pour 0 < y < a, on a ^ > 1 et que si p.m (y)

croit pour 0 < 1/ < a, on a " < 1. Ceci a ete verifie avec des rubans en

ferronickel d'epaisseur superieure ä 50 microns, p.m (a) et ^ etant mesures

pour plusieurs epaisseurs obtenues par polissage electrolytique [4] et [5].
III. Lorsque l'epaisseur des rubans est de l'ordre de grandeur des

dimensions des domaines de Weiss, on constate que le champ coercitif et

le rapport ^ sont beaucoup plus grands qu'avec les rubans plus epais.

Nous avons compare, par exemple [4], les valeurs du champ coercitif Hc

et de y de deux rubans en permalloy amincis electrolytiquement, le

deuxieme etant obtenu ä partir du premier. Le premier ruban, d'epaisseur

42 microns, donnait Hc 0,16 Oe et ^ 1,3 tandis que le second, d'epaisseur

11 microns, donnait Hc 0,19 Oe et ^ 4,9. Les calculs precedents

ne peuvent expliquer cette valeur de ^ car, ä cette echelle, la subdivision

en domaines intervient et il est necessaire de faire des hypotheses sur leur
structure.

Appliquons aux rubans minces les calculs que L. Neel [7] a faits pour
un materiau massif. II suppose le ferromagnetique divise en domaines tels

que l'aimantation spontanee Is varie de 180° de part et d'autre des parois.
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Celles-ci sont planes et perpendiculaires ä la surface. Le champ exterieur H0

est parallele ä la surface et aux parois, et assez faible pour que la variation
d'aimantation se produise uniquement par translation des parois supposees
«infiniment souples». On peut considerer que les parois sont fixes, car leurs

deplacements sont faibles devant la largeur moyenne des domaines et tout

se passe au cours d'une variation lente d'aimantation comme si elles posse-
daient une susceptibilite superficielle x0d par unite de longueur, etant
la susceptibilite initiale statique. Les domaines proprement dits ont une

susceptibilite nulle, c'est-ä-dire une permeabilite egale ä 1. Dans le cas

des rubans minces, nous supposerons que chaque paroi est parallele ä la

longueur et qu'elle est limitee par les deux surfaces du ruban (voir figure).
Nous supposerons en outre que le flux magnetique de fermeture est

concentree dans une coucbe superficielle d'epaisseur negligeable par
rapport ä celle du ruban.

En appliquant les equations de Maxwell ä l'interieur d'un domaine,
c'est-ä-dire avec p. 1 et y 0 et en choisissant Taxe des x parallele ä

la largeur, on trouve:

d2 H ö2 II^ + W <8>
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En plagant l'origine des coordonnees au milieu de la largeur d d'un doinaine,
L. Neel trouve une condition limite sur les parois:

/ co o [A02 X0 d H (±,y (9)

On doit rechercher une fonction H (x, y) satisfaisant aux conditions (8),
et (9). ä la condition de periodicite:

h (*> y) ii ix + d> y)

et aux conditions limites au voisinage de la surface:

H (x, a) II0 cos ßa: ; II (x, — a) H0 cos ßx

oü le facteur cos ß x est dü au flux de fermeture.
Seules ces deux dernieres conditions sont diflerentes dans le cas de l'echan-
tillon massif [7]. On recherche une solution de la forme:

" Chq„y
H Ho^cos^z^—•

n=l *n
(10)

Les conditions (8) et (9) donnent:

4 7*^

- Pn + In

Pn «in -3-

U-0 Y0 d2 -I

avec r2 - j o> ct (a02 Xo d* (11)
Pnd 2 r2 Pnd 4

d
C°S

2

On ecrit:

Pn
2 9n

(12)

oil cpn est la n'^me solution de l'equation transcendante complexe:

9 tg <p r2 (13)

satisfaisant aux developpements limites suivants:

rö
91 ~ T~ "6 + 72 _ 9n+l nn +

n> 0
TITZ n° 71°

(14)
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Pour expriraer H H0 cos ß pour y ± a, on ecrit:

113

\ i d d
y cn cos pn x cos ß x pour — — < x < — •

n=l

On verifie [7] que les cos pn x forment une suite orthogonale et on obtient
les cn par la methode de Fourier.
Le flux O rapporte ä l'unite de longueur d'une section droite perpendiculaire
ä H est Oi + 3>2i °ü es^ ^ux ** l'interieur des domaines et oü <D>2 correspond

ä l'aimantation provenant de la susceptibilite superficielle attribuee
aux parois.

ri

4 p0 H0 f f CA InV it V"®i —rf— 2 J J cn cos Pn x V 2 ^0 2
n=1o o 1

sin 9n TA qn a

<Pn In

®2 SxotVd
CO U

2 TI'-
n=l K

Pn CA ?n V

2 CA qn
~ dy 2 Xo Po2 Il0 2 C" C0S "Pn

n= l

TA(/n a

?n

(D (Iq + ®2

D'apres (1), on a:

2 r2

Olli y„2 cn ?n —— T A?n a

n=l 9n

M-i — y iJ-2
o

Po H0 x 2 a
Po Xo £ y cn sin 9n

2 r a 1

onn=l Yn
(— +
\Po Xo rl / \Po Xo

«PnV 2ra+ (16)

On developpe en serie ä l'aide de (14). On pose

ß («i r + s2 r3 + s3 r*> + (16)

oü Sj, s2, s3 sont des constantes.
On trouve alors, en se limitant aux termes dependant lineairement de la

frequence:

4 p2 1

tga ^
„ „ d3Th2n n a/d4o! + sd2 — 3 (1 — s,2) — y, 3 3

n=l
(17)

oil s est un coefficient qui ne depend que des constantes sv s2, S3

8
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Le premier terme de tg a est identique ä l'expression classique (3) avec

Y 0. Les autres termes sont dus ä la subdivision en domaines. En compa-
rant (3) ä (17), on peut ecrire:

<T a d2
— 1 + —;CT 4 a'

s — 3 V7a —1
n= 1

d TA 2 7T najd
(18)

Cette formule pourrait expliquer pourquoi avec le fer et le nickel

nous avons trouve [4], que les valeurs de ^ relatives aux rubans tres

minces sont independantes de la temperature (les experiences ont ete
effectuees entre — 196° et + 20° C). Dans le cas des ferronickels, nous

avons montre que certains procedes d'amincissement electrolytique n'ap-
portent pas de perturbations ä la structure macroscopique du metal [3]
et [5]. Si Ton admet que les amincissements electrolytiques successifs ne

modifient pas non plus la structure microscopique, la largeur des domaines

doit rester constante et on doit le verifier par la formule (18). Des mesures
effectuees au laboratoire [8] et [9] semblent effectivement le confirmer. En
amenant un ruban de mumetal au molybdene aux epaisseurs respectives
de 42-24,7-21- 17,7- 14 et 11 microns, on a trouve que la permeabilite
initiale etait egale ä 15.800 ä 6% pres. On peut done considerer qu'elle est

constante, ce qui est en accord avec le modele propose. Les valeurs mesu-

rees de ^ relatives ä ces differentes epaisseurs sont respectivement 1,28 -

1,74-2,06-2,42-3,11 et 4,90. Si on les reporte dans l'equation (18) et qu'on
en tire d, on trouve d — 21 microns a 3,5% pres, avec sx 1 et en

prenant arbitrairement s 1.

Lorsque les valeurs de la permeabilite initiale mesuree aux differentes

epaisseurs s'ecartent plus les unes des autres, les valeurs de d tirees de

l'equation (18) d'apres les mesures de ^ s'ecartent egalement un peu. Par

exemple, avec un ruban en ferronickel prepare moins soigneusement, dont
la permeabilite initiale variait de 15%, en passant de 50 ä 10,1 microns

d'epaisseur, on trouvait [6] pour d (tire de 18) une valeur constante ä 10%

pres seulement. On peut penser que cette variation de permeabilite
correspond ä des modifications des parametres des domaines.

Remarquons que certains auteurs ont trouve avec les rubans lamines

que le rapport des pertes observees aux pertes calculees etait lie ä l'epais-

seur par une loi de la forme: 1 -1 j, k etant constant. Ce desaccord

(2 a)2
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peut etre du au laminage, car il est peu probable que ce procede d'amin-
cissement respecte les dimensions des domaines [10, 11].

Signaions enfin que l'utilisation d'un modele legerement different [11, 12]

de celui etudie ici, aboutit ä une relation de la forme 1 + ^ r

variant entre 2 et 1 suivant la valeur de ^ et tendant vers 1 pour les

valeurs de — > 10. Avec des rubans amincis electrolytiquement, nous

n'avons pu effectuer la verification experimentale de cette derniere relation.
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