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UN CAS DE MOUVEMENTS
STELLAIRES DOUBLEMENT

PERTURBES

PAR

Pierre BOUVIER

Resume. — Travail complementaire ä une etude anterieure.
On examine de plus pres les actions perturbatrices du champ
galactique general et d'un nuage de matiere interstellaire sur
le mouvement d'une etoile a l'interieur d'un amas.

Nous avons examine recemment Finfluence gravifique
possible d'un grand nuage de matiere diffuse sur la stabilite
d'un amas galactique situe ä proximite de ce nuage [1],

II apparaissait que le nuage considere pouvait, dans cer-
taines conditions favorables, produire sur l'amas un effet de

maree au moins egal ä celui du champ galactique general. On

ne saurait s'attendre ici ä une conclusion plus nette, vu que la
densite de matiere diffuse est assez mal determinee dans un

nuage donne, et que les lois de force adoptees pour la Galaxie

et le nuage reposent sur des modeles tres simplifies de la realite.
En outre, le probleme est rendu delicat par la presence de

deux perturbations independantes donnant lieu ä deux deve-

loppements en serie dont Fun converge plus vite que l'autre.
Revenons done, pour fixer les idees, au cas oil l'amas est

situe dans le plan galactique et le nuage est vu, depuis l'amas,
dans la direction du centre galactique. Au moyen des notations
dejä utilisees en I (p. 529 et fig. 1, p. 530), nous envisageons

une etoile S (X, Y, Z) attiree par le centre de gravite C (x, y, 0)
de l'amas avec une force par unite de masse supposee de la
forme g (p) oil p CS, perturbee par l'attraction / (R) du



494 MOUVEMENTS STE I.LA IR ES DOUBLEMENT PERTURBKS

centre galactique 0 (R OS) et celle dn nuage de centre
N (x', y', 0). Si le nuage est tres etire le long de la tangente
au cercle de rayon ON, nous pourrons identifier son champ de

gravitation ä proximite de NT ä celui d'un cylindre droit infini
d'axe normal ä ON, donnant par consequent ä ce champ, si

R' NS, la forme cp (R'). Par hypothese,

p « / OC p < r' SC r' « r

Restreignons-nous au mouvement de S autour de C, projete sur
le plan galactique; il est alors decrit par les equations (voir I,

p. 533)

,/2 Y Y Y r-(X-,) + + --_/(,) +

+
X

R'
* f <R'> 7 f +

X
r

X
9 ('') +

X

p

X
g <p' 0

,72 Y Y y ?/

55 (Y-s,) + e/(R|-7/C) + ^-0M +

+ ^=Jt,(R') " 0

oil / et cp sont choisis de la forme

/ (R) -= KR~2 et 9 — K' R'"1 (K, K' const. > 0)

Soient E,, rh £ les coordonnees de S dans le referentiel centre

sur C et d'axe Ci; passant par 0 ä tout instant. En premiere
approximation nous avons R r + \ et la difference

8x i/(R)-X/('')

conduit ä un terme en K ; de meme si R' r' +
difference

s; ^?(R')-79M
£

donne un terme de 1'ordre de K/-75. Or, avec une masse du
V

noyau galactique central de 1,5 1011 soleils et une densite



MOUVEMENTS STELLAIRES DOUBLEMENT PERTURBES 495

moyenne estimee ä 10~23 g/cm3 pour le nuage, il se trouve que
les deux termes ci-dessus sont du meme ordre de grandeur ä

1'egard d'un amas stellaire situe ä proximite du bord du nuage
et ä environ 104 pc du centre galactique. L'on est alors fonde
ä considerer ces deux termes comme constituant ensemble la

premiere approximation du probleme, justifiant ainsi le point
de vue adopte en I.

Cependant, etant donne que les valeurs numeriques invo-

quees sont en partie incertaines, il convient de proceder ici ä

une etude plus rigoureuse.
Les termes du deuxieme ordre seront, pour 8X et 8X respec-

£ £ E £
tivement, en et en comme le rapport r'/r est

tres inferieur ä l'unite, le developpement en serie de Sx conver-

gera plus lentement que celui de 8X. Par consequent, si le

premier terme de §x est seulement du meme ordre que le deuxieme

terme de 8V, on peut regarder l'influence du nuage comme negli-
geable, tandis qu'inversement, si le premier terme de 8X est de

l'ordre du deuxieme terme de 8X, l'influence du champ galactique,

bien qu'inferieure ä celle du nuage, est ä retenir dans une
deuxieme approximation englobant les deux premiers termes
de 8k et le premier terme de 8X. Par contre, le röle du champ

galactique devient negligeable si le premier terme de 8X est du

meme ordre que le troisieme terme de §x. Le premier terme de

8X pourrait d'ailleurs etre intermediaire entre deux termes
consecutifs de 8X; c'est alors une question de definition relative
ä la numerotation des approximations successives du probleme
considere.

Developpons done les differences 8X, Sy jusqu'au deuxieme

ordre; en tenant compte de

nous avons:

+ lAii/l?
it' \dr' r'j
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7)' +

9 yjf /rf? _ 9\ _ * Z'n /^9 _ 9\
2 r dr'2 2 rr'\dr' /•'/ /•/•' \c£r' r'l

soit, avec 9 K'jr' et en unites K',

1x r T
rr>3 - ^

d'oii par suite les equations du mouvement relatif de S (I,
p. 534)

x 5 + y -n + 2 co (y i — x 7]) + (oq + oil) x 5 -i- a2 1/ v)

-h a [x £2 — 2 ?/ \ y] — i- Y)2) + S-M (j. s _)_ y T() 0
P

y \ — it] — 2 co (x S; -)- y 7]) 4- (oq + an) y I, — a2 x rt

+ «{y? + ixlu — yr*) + { ^ _ x Q (1)
P

avec

K'/l 1\ 3 K K'/l 1\ K'
«1 rl— d a r, a2 — — a —•

r \r r I 1 /,a r \r r ' r

Assimilant l'amas stellaire ä un ellipso'ide homogene de poten-
tiel interieur

" - { ßo + | (Pi 52 + ß2 t]2 + ß3 (ß,, const. > 0)

nous remplacerons dans les equations (1) par ßx \ et yj

par ß2 t). Cela pose, si le nuage et le noyau galactique exercent
des actions comparables entre elles, nous aurons, ä partir de (1)

le Systeme differentiel de premiere approximation

% — 2 co r) + (a2 + ai + ßt) 5 0

Y] + 2 CO i + (a2 + ß2) rj 0

de solution generale

s

^10 e1®1' + Y)oi

t — s J lit _|_ f »"is1
"10 "01 '

(3)
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et q2 etant racines, reelles si ax + aj + ßx > 0, de l'equation
bicarree

94 — (<*! + a* + ßi + a2 -r ß2 + 4 CÜ2) q2 -f
+ (ai "f a* + ßj) (a2 + ßj) 0 (4)

Les racines positives qx, q2 sont distinctes sauf dans le cas tres

particulier o> 0, ax + aj + a2 + ß2 oil nous avons un
mouvement elliptico-harmonique, caracterise par une seule

periode et conservation du moment angulaire; ce type de

mouvement a fait l'objet de quelques applications astrono-

miques [2],
Si le champ galactique general n'agit que dans une mesure

comparable au terme de deuxieme ordre pour le nuage, la
premiere approximation consistera ä envisager l'attraction du

nuage seul, c'est-a-dire les equations (2) oil aj 0; en deuxieme

approximation, nous deduisons de (1) le Systeme non lineaire

I — 2 CO 7] 4- a, \ + a ($2 — yj2) =0
(5)

7] + 2g>£-|- a2i] — 2 a 5 ») 0

ayant pose

ai — ai + aj + ßi a2 a2 + ß2

Cherchons pour (5) une solution £2, t;2 de la forme

h + £ ^ 'Oi + -q (6)

oil %v rtl verifient les equations (2) relatives ä la premiere
approximation du probleme oil l'effet du champ galactique se

serait dejä manifeste au premier ordre; d'ailleurs, comme ici
aj « ax par hypothese, (^, ra) differe peu de la solution de

premiere approximation oil aj 0. 7) sont des quantites
de second ordre vis-ä-vis de t]v de sorte que

+ 2 ^ I ^ ^ + 2^7). (6')

Substituant (6) et (6') en (5) et negligeant ensuite £i \ devant
Ej, (plus precisement aEx 1; devant a^j et E) yj! yj devant y)j,
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7] et E,rn devant v)1, nous sommes finalement conduits a un
Systeme lineaire ä coefficients constants et avec second membre

Les quatre constantes arbitraires liees aux conditions

initiales <; (0), rt (0), c, (0), r, (0) sont dejä contenues dans la

solution du Systeme reduit; il suffit done d'ajouter ä celle-ci

une solution particuliere r; des equations completes (7),

equations dont la forme nous amene ä essayer des expressions
du type

oil Ton exigera qu'aucune des deux frequences angulaires qv q2

ne soit double de l'autre, sinon (8) comprend l'une des solutions

particulieres de (2) avant dejä servi ä construire (3), ce qui
contredit la definition de qx, c/2 comme racines de (4). Par
substitution de (8) dans (7), nous obtenons pour les six amplitudes

complexes £20, ri02 trois systemes algebriques lineaires
de la forme

(«1 — 4 ?j) ?20 — 4 i « h "O20 A20

4 i co ?i + U2 — i 7* I 7)20 B20

[«i — (?i i- <?2)21 ;u — 2 i co (?[ + q2) Tin Au ^2 1 co (ql + q2) -{- [a2 (c/x + q2)~] 'On ~ ^11

(al — 4 ?02 — 4 i « ?2 "002 - AU2

4 i co q2 ^02 + (a2 4 q^) t]02 ~ - B02

Soit A (q) le determinant

Par decomposition en somme de determinants partiels, nous

trouvons sans peine

r, + 2 CO 5 + a2 7; 2^,%.

E 520e2,'Jd + -f Eos e2i<?2'

r, - + ri08 esi®«£

A (7)
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en particulier, tenant compte de (4) et de la relation q^.q^ axa2

valeurs non nulles des l'instant oil, comme il a ete postule plus
haut, l'une des racines qt, q2 n'est pas double de l'autre. Quant
au determinant

il n'est pas nul car si q1 et q2 sont les racines positives de (4)

il ne peut en etre de meme de qx + % Les trois systemes (9)

sont done compatibles et la solution de (5) se presente comme
une superposition de vibrations de frequences angulaires

?i> h + 2q2\ nous pouvions aussi l'obtenir en deve-

loppant i; (<), v) (t) en serie entiere des conditions initiales \ (0),

yj (0), E, (0), 7] (0) selon un theoreme de Poincare [3],
La deuxieme approximation decrite ici par la solution (6)

et (8) n'exige done pas d'autre condition, pour la stabilite de

l'amas stellaire, que celle qu'impliquait dejä la premiere
approximation, ä savoir ax + aj + > 0 ou l'existence d'une
densite critique de l'amas, ä ne pas depasser.

Septembre 1958.

1. P. Bocvier, Pub. Obs. Geneve, A 56 (1958), designe ici par I.
2. F. Zagar, Contrib. del Oss. di Milano-Merate, n.s. 37 (1952).
3. J. Chazy, Mecanique rationnellc, tome II, ch. XVI (Gauthier-

Villars, Paris. 1942).

<M?s) 3 (4 ?2 — 92)

«1 — (?i + Is)2 — 2 i co (?x + q2)

2 i to (?i + q2) a2 — [q2 + q2)2

Observatoire de Geneve.
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