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ETUDE THEORIQUE
DES EQUILIBRES CHIMIQUES

PAR

Sandor FLISZÄR
(Ecole de Chimie de l'Universite de Geneve)

(Avec 2 flg.)

PREMIERE COMMUNICATION 1

Introduction

Le present memoire comporte une etude des equilibres chi-

miques et a pour but de fournir des equations comparables ä

Celles donnees par la Loi d'action des masses de Guldberg et

Waage.
Cette etude est limitee pour l'instant aux systemes

A + B AB et A + B tzl C + D et ceci dans le cas parti-
culier oü le nombre de chocs (NindifI) d'une espece de molecules

(par exemple A) avec des molecules qui ne donnent pas
de reaction avec A est petit par rapport au nombre Ninterr de

chocs de molecules A avec leurs partenaires de reaction. Done:

NindifI « Ninterr. Le cas plus general, ne comportant pas cette

limitation, sera 1'objet d'une future etude.
Par les lignes suivantes, nous esperons transmettre quelques

idees qui, bien qu'etant seulement des images approximatives,
peuvent guider vers des conceptions concretes.

Guldberg et Waage raisonnaient sur des grands systemes,
ainsi qu'on les realise en pratique. Nous, par contre, conside-

rons chaque Systeme comme etant compose d'un nombre fini

1 Communication ä la SPUN, seance du 6 novembre 1958.
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de petits systemes, qui constitueraient en quelque sorte des

unites. Notre etude porte particulierement sur ces unites.
Ces petits systemes sont consideres pareils entre eux, ils se

comportent de meme fa<jon. Si, ä un moment donne, tous les

phenomenes s'arretaient dans le grand Systeme envisage, nous

pourrions donner ä chacun de ces petits systemes sa part egale
de chacun des constituants du Systeme et, ce qui est important,
sa part d'espace. On pourra dire que chacun de ces petits
systemes est ä l'ensemble (c'est-ä-dire au grand Systeme) ce

qu'une molecule est ä un ensemble de molecules de meme espece.
Dans la premiere partie du present travail, nous decrirons

comment on interpretera ces petits systemes quand les phenomenes

(deplacement des molecules, collisions et reactions) ont
naturellement lieu, et ceci dans le cas oil le grand Systeme se

trouve en etat d'equilibre.
Par la suite, le raisonnement portera essentiellement sur le

volume attribue ä une de ces unites et on calculera ce qui doit
se passer ä l'interieur de cet espace pour que statistiquement
nous apparaisse un etat d'equilibre. Nous etablirons un bilan

pour les echanges de molecules entre l'espace attribue ä un
petit Systeme et les espaces environnant celui-ci. Ainsi nous
trouverons des relations generales entre diverses fonctions.

Dans la deuxieme partie nous calculerons en detail ces
fonctions et, dans la troisieme partie, nous montrerons, dans deux

cas particulars, comment assembler ces fonctions sur le modele
des relations generales trouvees. Nous obtiendrons ainsi des

equations d'etat comparables ä Celles de Guldberg et Waage.

1

a) Systemes elementaires. — Considerons un Systeme homogene

öS et admettons qu'il se trouve ä son etat d'equilibre
Par homogene, nous entendons que les molecules de chaque

espece sont uniformement distributes en Les facteurs
determinant & ne nous interessent pas pour l'instant.

L'equilibre observe est celui de 3>; on ne saurait affirmer
qu'il doit etre le meme pour n'importe quelle fraction de 3>.

On demande pour quelle fraction de Si un equilibre &Y pourra
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encore etre considere, raeme si — en respectant tous les facteurs

jouant un role — &v n'a pas finalement la meme definition que

l'equilibre & propre au Systeme entier.
Ceci nous conduit ä construire un nouveau modele per-

mettant d'etudier £iv; le volume V de la fraction de 3» a laquelle
s'applique intervient dans cette etude. Precisons qu'ä
l'echelle d'une petite fraction de 3>, i?v ne saurait etre interprets
romme un equilibre vrai, an sens classique du mot. Nous

decrirons plus has comment ä cette echelle, et dans quelles
conditions, la result ante d'une suite d'evenements nous appa-
raitra comme un equilibre. En disant brievement qu'un petit
Systeme se trouve ä l'equilibre &v nous entendons dire que les

evenements se deroulant dans ce svsteme ont une certaine
resultante qui nous fait apparaitre le systeme comme s'il etait
ä l'equilibre.

Un systeme 3> est considere comme un ensemble ue sys-
temes s (appeles elementaires) se trouvant ä l'etat (Siv. L'equilibre

<o de 3> est donne par l'ensemble des ^v.

Soit V;s le volume de 3> et V le volume de s; le nombre des

systemes elementaires contenus dans 3> sera

V V
N — » V —4' X

N sera toujours lini. car V ne peut tendre indefiniment vers

zero; cela n'aurait en effet aucun sens de vouloir considerer un

equilibre dans un systeme si petit qu'il ne puisse contenir une
molecule. D'autre part X > 1, car nous considerons toujours 3>

comme un ensemble des s. (En realite N 1 est une limite
theorique car N est tres grand si le 3> considere est un systeme
realise en pratique.)

Considerons un systeme s de volume V, se trouvant a un
etat d'equilibre &v- 3? etant admis homogene, les N systemes s
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sont admis egaux entre eux. Definir le point de vue selon lequel
ces systemes elementaires sont consideres egaux entre eux,
revient ä definir <$v.

En prenant pour V la valeur minimum possible, le nombre
des molecules participant aux reactions peut etre assez petit
pour que nous ne puissions esperer, a un instant donne, voir
les N systemes s dans un meme etat, par exemple e0, et que cet

etat e0 ne varie pas dans le temps.
Par exemple, si e0 est caracterise par la presence dans V

de a molecules A, b molecules B, etc., il se peut que tous les

systemes s observes ä un meme instant n'aient pas la meme

composition, done ne se trouvent pas dans le meme etat e0.

On pourra done ä chaque instant trouver des systemes elementaires

dans des etats differents, e0, ev e2, etc. La reunion des N

systemes s aux differents etats possibles doit reconstituer
et son equilibre <SS. D'autre part, en definissant les N systemes 5

comme etant egaux, ou mieux, comme ayant les memes
propriety et comportements, il doit exister parmi les etats e0,

e1, e2, un etat tel (disons e0) que si tous les N systemes se

trouvaient ä un instant donne au meme etat, la reunion des N

systemes reconstituerait avec son equilibre &. C'est le cas si

chaque s change (ou peut changer) d'etat dans le temps en

passant successivement par les autres etats possibles et en

passant periodiquement par e0.

Mais e0 doit aussi representee l'etat moyen de s pour qu'on
puisse dire que l'equilibre <SV de s est tel que Fensemble des

N equilibres soit ß.
Ainsi, en resumant: Un Systeme 3» en etat d'equilibre

est suppose divise en N petits systemes s de volume V (minimum

possible); ces N systemes fluctuent chacun autour d'un
etat e0, ce qui definit l'equilibre &v de s; e0 represente l'etat
moyen de s, tel que N systemes s ä l'etat e0 reconstituent tb'

ä l'equilibre &.
b) L'equilibre. — Pour l'equilibre d'un Systeme elemen-

taire, nous pouvons donner la definition classique en chimie,
sous restriction toutefois de ne pas faire des observations ins-

tantanees: nous dirons qu'un Systeme elementaire est en equilibre

si sa composition moyenne, prise dans un intervalle de
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temps At assez grand, ne varie pas en faisant varier l'instant
du debut des observations. At aura la grandeur voulue pour
que la resultante e0 des differents etats se presentant au cours
de At soit telle que N systemes s reconstitueraient S et son

equilibre &. Nous considerons chaque Systeme elementaire ä

l'etat e0 autour duquel il fluctue, et qui, en petit pour s, sera
1'image de l'equilibre <§ de S- e0 represente l'etat moyen dans

le temps d'un Systeme elementaire; d'autre part, e0 represente
egalement ä chaque instant l'etat moyen d'un s, cette

moyenne-ci etant prise parmi les etats des N systemes s de

Nous Operons done statistiquement comme si chaque s se

trouvait a un etat d'equilibre vrai, represente par e0. Ainsi,
une equation decrivant e0 devient en definitive une equation
d'equilibre. Les calculs porteront sur les conditions necessaires

pour que la composition de s ne varie pas dans le temps et

auronL la signification d'une nioyenne prise sur un tres grand
nombre de systemes s.

** *

Considerons un Systeme s de volume V lors d'une reaction
faisant intervenir des molecules A, B, etc. Un certain nombre
de ces molecules, provenant d'autres systemes elementaires,

penetre en V. Soit ®0 (flux) le nombre de molecules d'une

espece penetrant en s dans l'unite de temps; pour distinguer
entre les ®0 des differentes especes on ecrira ®oAi ®oB> etc.

Une partie des molecules ayant penetre en V traversera le

Systeme s sans y reagir avec d'autres molecules. ®L (respecti-
vement etc.) representera le nombre de molecules
d'une espece quittant V en l'unite de temps. Ce nombre ne

comprend que les molecules ayant appartenu ä ®0.

®R ®0 — exprime le nombre de molecules de l'es-

pece consideree retenues en V dans l'unite de temps. La retention

en V de molecules d'une espece signifie une consommation
de ces molecules avec formation des produits de reaction.

La reaction inverse, par contre, engendre la formation de

ces especes ä partir des produits de reaction. Seules nous inte-
ressent ici les molecules naissant en V (e'est-a-dire se formant
en V) de l'espece ä laquelle se refere <D0. E0 exprime le nombre
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de molecules d'une espece naissant en V dans 1'unite de temps.
(Pour difterentes especes on distinguera E0i, Eo„, etc.).

Ces molecules naissantes peuvent quitter V ou y etre

retenues en reagissant avec d'autres molecules. EL (respecti-
vement Et Ej B, etc.) exprime le nombre des molecules ayant
pris naissance en V et quittant s dans 1'unite de temps. Done

E„ -- E0 — E, nombre de molecules de l'espece consideree

retenues en V dans l'unite de temps.
L'equilibre de s (ou mieux: l'etat statistiquement observe

en) peut etre exprime de la fa^on suivante: le nombre des

molecules d'une espece penetrant en V dans l'unite de temps
est egal au nombre des molecules de la menie espece quittant Y
dans le meme intervalle de temps. Done:

d)0 <J>L -r El
c'est-ä-dire

fI>K E, "

Si, pour une reaction donnee, il y a lieu de considerer plu-
sieurs sources Eq, E0, etc. d'une espece de molecules, on a

l'equation suivante:

(>• »)

11 convient, de defmir les fonetions:

Er EL
/ — —5 et f —' R 'L RrjO r^0

pour une reaction evoluant dans un sens (par exemple
A + B C + D) et des fonetions analogues g, et gR pour la

reaction inverse (C + D -> A + 13).

II resulte immediatement, etant donne E0 EL + ER ^ 0,

fIue /1. + /H !• En effet, Er E0 • /K; EL =- E0 • fL, d'oü

En + El E0 E0 (/r + fj-
On verra par la suite que /R (par exemple) se referant ä

l'espece de molecules dont on considere E0, est fonetion ä la
fois de la concentration du corps avec lequel ces molecules (E0)
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peuvent reagir et de la grandeur du volume V. Les molecules

constituant E0 auront d'autant plus de chance de reagir dans

le Systeme s (c'est-ä-dire de n'en pas sortir) que ce Systeme
est grand et que la concentration du partenaire de reaction est

grande.
c) Le volume V. — Considerons une reaction A + B —— AB.

La presence de molecules AB dans un svsteme entraine la
coexistence des molecules A et B et done de tous les elements
necessaires a etablir l'equilibre. II suffira done de connaitre quel
est le volume V tel que dans N svstemes de ce volume on puisse

esperer rencontrer dans chacun un meme nombre de molecules

AB. On pourra ainsi considerer statistiquement pour chaque V
un equilibre (l'etat e0), car si en V la reaction AB ->A + B peut
avoir lieu, de meme la reaction inverse doit etre possible.
Suivant cette hypothese, nous ecrirons done:

X -f nombre de molecules AB dans

ou encore (V l/\)
Y + —•[ABj

II

a) La reaction A + B ——AB. — Pour l'equilibre de s, ä

chaque synthese A + B -> AB doit correspondre une dissociation

AB -> A + B. Nous ne supposerons pas une source unique
E0 (de molecules A ou B) en s, mais autant de sources E0, E0', etc.

que nous admettons de syntheses. Ainsi, ä 0H (de A ou B)

correspond E0; mais une fraction de E0, reagissant en s, donne

Er, auquel correspond E0, etc. Done:

Ei ; En VR
E: Er VR ; ER E0'

K er K 4; etc-

En appelant E0 la somme des emissions:

E0 E' + E" + + En
0 0 0
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on a

Eo ('-0,1.2,...)
i 0 i 0 Sr

c'est-a-dire, en prenant la limite pour n~* oo, etant 0 < gB < 1,

E0 ®R^— (1, 1 bis)

En admettant que pour une temperature donnee la fraction
de molecules AB se dissociant, par rapport au nombre de ces

molecules presentes, est constante et en defmissant

V
[AB]

(1, 2)

(a constante) on a E0 constante. a represente le nombre
de molecules AB presentes en s et E0 la fraction de a se decom-

posant par unite de temps.
L'equation 1,1 bis est bien une forme de la 1,1 car

®r Eo (1 Sr) Eo gL El.

Note.: La suite des evenements Eq->- Er -> E0 etc.
demande un certain temps. Nous avons fait la somme E0 en

la defmissant comme remission de molecules (A ou B) dans

1'unite de temps, en considerant que chacun de ces evenements,
Fun succedant ä un autre, provient d'une reaction ayant precede
celle qui a engendre l'autre. Done, pendant l'equilibre, on les

rencontre tous comme s'ils etaient simultanes.

b) La reaction A + B + D. — On ne saurait definir
ici V en fonction de la concentration de l'une des quatre especes

chimiques en reaction. On peut, par contre, considerer cette
reaction comme se faisant par etapes: A + B AB et

AB C + D, oü AB represente un compose intermediaire

hvpothetique (ou ä vie tres courte) non identifiable analytique-
ment. La reaction peut alors etre etudiee selon le schema

A + B —i AB, avec V r-r^- •

LABJ
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Le compose AB, bien que ne nous apparaissant pas comme

tel, correspond ä quelque chose de reel en tant que la formation
de AB ä partir de A + B se manifeste par la naissance de

C + D et que la formation de AB ä partir de C + D se manifeste

par la naissance de A + B. La definition donnee pour V equi-
vaut ä dire que E0a E0b E0c E0d constante. On

retrouve, en effet, la meme equation finale pour l'etat e0 repre-
sentant l'equilibre, soit ä partir de cette derniere relation, soit
ä partir de <J>H SEL.

b') Equation initiale: Oba £E1A. On a en V des emissions

de A de deux origines differentes:

I. (Tableau 1.) Des molecules C penetrent en V (Oq,,), rea-

gissent avec des molecules D, d'oü <1>RC 0BC donne des

molecules A (et B), c'est-ä-dire que 0BC est une source de

molecules A (Eqa). La fraction EBA de Eqa engendre des

molecules C (et D); il y a done une source E0c qui se cree.

Eqc donne EBC, done ä nouveau des molecules A (et B)
et ainsi de suite.

II. (Tableau 2.) 0BA engendre en V des molecules C (et D),
d'oü creation d'une source de molecules C qui, par la
fraction reagissant en s, donne des molecules A (et B), et
ainsi de suite.

Tableau 1. Soient gR la fonction de la reaction 1 et /R la
fonction de la reaction 2.

1

A + B C + D
2

LA E0A Era £]

k()c Era

Erc EQc/b E0A/RgH

V" ' 1

Ela EQa (1 SR)fRSR

E0c ~ Era — E0a f1 "2
0 A ' R B R
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ERC ~~ E0C/R E0A/ror
TT," __ /> '>

j0A — RC - OA 'R OR
_

E|,A " E0A(' ^R)/R»H
RA _ ÜA OR ^OA'ROR J

Done la somme SlL des molecules A quittant Y:

XL K, + K: + - + EL Ea.A (' - ea) y (/r sKf
1L

1 0

(i — 0, 1, 2, entiers)

v E; M — (/rB%)""1 <i>„„ 11 ~ gR)
v«l*l

Tableau 2.

e;c ®„.v

Erc — E0L^R =" ®RA^R

E0A ~ ERC ~ ®RA^R ] ("1 gH)I E <I> — / gI.A RA „ 'R OR

ERA ~~ E0a &R — ^RA At OR J H

E0c — Era ~ ®R.v /r Sh

Erc E0I;/R '''ra-'R or

E0A ~ Eri- _ ®ra/ror ] (' —?p) .0 o
> h> (I) g"

^ ,o o I I.A RA a 'R»R
V — K a (T) f" I °K

RA ÜA HA'R^R J

(Les valeurs du deuxieme tableau ne sauraient etre com-

parees une ä une ä Celles du premier tableau. Rappeions qu'il
s'agit de phenomenes semblables, mais d'origines differentes.)

Pour les molecules A, provenant de cette source et quit-
tant s dans l'unite de temps (note page 464), on a:
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V (1 — g)f
(/rg")n

A BrJ 'H f „ 1
'R OR

En prenant pour ZlL et E2l les limites pour n~*ca, on a

(0 <gR < 1; 0 </H < 1):

^ELA lim Vj + lim ^1l

•

/»
^RC (* OR)

^ i „ + ®RA (1 OR/ ^ i aIn or 'r or

Mais ZELA Ora, alors:

«VC1-/«) «HCl1-«»)
c'est-ä-dirc

® f <t> eRA 'L RC °L (1. 3)

b") En partant de E0a E0b E0c E0d, il sufTit de

reprendre les valeurs des tableaux 1 et 2 et de calculer:

i~n

S10 eoa + Ki + ••• -f e?a e;a 2 (/r *„)<
i 0

i=n
0 ^ (f sRC | V R °Rt

1 0

et la valeur correspondante

Z20 ®RA/r2(/R?R)1 •

1=0
Alors

^ 4- ^ ^ ^ (f R 4~ d? f ^ (f R\ „ Ijq T RC I V R OrI ' RA 'R i'R or;20
t 0 1 0

De fa$on analogue, on trouve pour remission totale de

molecules C, c'est-a-dire E0c:

E„ O "V1 (f g \l 4- O r (f 0
0c HA v R Or; n Rc OR V'r Or;

1=0t 0

En posant E0a E0c on retrouve finalement Ora /L
2Bla

On calcule egalement —^— gT. En introduisant
cjo

rRC OL* L0uimuvuv -p &L.
0

Archives des Sciences. Vol. ii, fasc. 4, 1958. 31
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cetto valeur, l'equation d'equilibre (page 467) peut aussi s'ecrire:

E„ M — / s \ <t> /o^1 /ROR} RC 1 RA' R

Ici aussi on aura E0 — constante pour Y — .aT3 avec a
LA13J

constante; on note que suivant la valeur que nous donnons

ä a. nous considerons soit le volume d'un Systeme elementaire s,

soit un multiple entier de celui-ci.

Ill
Les fonctions ®R et ER representent des nombres de molecules

ayant reagi avec leur partenaire de reaction. Nous desirons

ici obtenir une relation en fonction du nombre de collisions

entre les molecules de diflerentes especes. La reaction du type
A + B AB sert de modele, les reactions plus compliquees

pouvant etre ramenees ä ce type de reaction.

Designons par le nombre de chocs (efficaces et ineflt-

caces, c'est-ä-dire respectivement, aboutissant ä une reaction
entre les molecules en collision, ou n'y aboutissant pas) entre des

molecules A traversant V et des molecules B. ®* t ne se refere

qu'aux molecules ayant appartenu ä <I>0t et ä leur premiere
collision avec une molecule B.

Une molecule A ayant heurte une premiere fois une molp-

cule B (cette collision etant comprise dans ®* J et n'ayant pas

reagi avec celle-ci (choc inellicace), peut par la suite entrer ä

nouveau dans V en collision avec des molecules B. Ces nouveaux
chocs ne seront pas comptes dans <1>*A. Nous considerons que
les chocs inefficaces conduisent ä la formation d'une source

E0ind. (induite) de molecules A et B qu'il faut considerer ä cote

de E0.

On peut donner, en resume, le schema suivant (pour les

molecules A ou B):

t m — 1
(I)« =—<!>* -|" m R T rn R

chocs eflicaces chocs inefhcaces
t

source de molecules A et B
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Les molecules provenant de E0ind vont ä leur tour heurter
des molecules du partenaire de reaction: ici aussi une fraction
des collisions sera efficace, l'autre inefTicace. Cette derniere
fraction constituera ä son tour une source Egind, et ainsi de suite.

/* est le rapport entre le nombre de molecules traversant V
en ne heurtant aucune molecule du partenaire de reaction et le

nombre de molecules constituant la source qui a engendrc ces

molecules.

/* est le rapport entre le nombre de molecules entrant en

collision avec le partenaire de reaction (indifferemment si ces

collisions sont efficaces ou non) et le nombre de molecules
constituant la source qui a engendre ces molecules. Par la suite nous
connaitrons les relations entre /* et /L d'une part, et /* et /I(,

d'autre part.
Tableau 3.

m R '

m
ch. ef. ch. inef.

t, m — 1

E0ind O*
m H

ERind E„ind /*

F^'iid E„'ind /* E»i"d/*3

Tableau 3 bis.

EBenff -E.ii,ld -K.lnd/;RCH m R m ,R
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Enefl E ind - -E0,nd/;-neu m r m m "

,Vind 1 T1" 1 /ui t\^ .*
ER eff — ind — E„ind/Htn m R m V m " 'R

Chaque collision efficace conduit ä une reaction. Le nombre
de chocs efficaces est done egal au nombre des molecules d'une

espece (par exemple A) retenues en V. Toutes les molecules

ayant appartenu ä l'origine ä l'ensemble <I>0 (®0A si on
considere les molecules A) et retenues en V sont comprises
dans la somme 2®R.

On a pour les molecules provenant de E0ind:

I? ind 17 ind j_ r^'md > T^'Ond i -r^nind
Reff — Weff + ^RefT + etY « ~r ^ReiT —

i=n t*
E0ind « ^ \m — 1 ,*]* -n • j 'Ri ' M E«md

i=0n-*- oo m m nl

En substituant dans cette derniere equation E0ind —
171 - 1

Ot. on obtient:
m R

V Eb K J •

II en resulte pour 2<1)R:

2 -= In + 2 E*eff K
1

• (1,4)
m m — (m — 1) /

Nous appliquons maintenant le meme raisonnement pour
calculer 2EL ä partir de E0, reelle source de molecules A et B

dans le Systeme elementaire. II suffit de reprendre le tableau 3

en lisant E0 au lieu de E0ind et ER au lieu de p]Rmd. On obtient
ainsi le tableau 4:

Tableau 4.

el Eo /;

K <f, ^^Eo/*r/l

K K'f', P^),Eo/h /*
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Alors

E El Er + + K + - + K

-e»/;—^ d.5)
n-+ 00

0
L m J to — (to — 1) /R

Cette derniere equation donne avec les equations (1, 1) et

(1,4):

®R WE0/L (1. 6)

En comparant l'equation (1, 5) avec l'equation equivalente

SEl E0/l, il resulte (£ + /*» =1):

h fl
1 + (to — 1) fh

Observons enfm que, suivant la definition donnee:

1

_ nombre de chocs efficaces

m nombre total des chocs

\
— represente le facteur de Boltzmann e

Deuxieme Partie.

Nous nous proposons de calculer ici les differentes fonctions
(/*, $*, etc.) decrites au cours de la premiere partie de ce

travail. Nous introduisons les hypotheses suivantes:

1° Le nombre de molecules d'une espece, traversant V, qui
(en un point donne) entrent en collision par unite de chemin

parcouru est proportionnel au nombre de molecules arri-
vant en ce point et ä la concentration du partenaire de

reaction;

2° Nous supposons pour s une Symmetrie spherique.
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I

Calcul de EL E0 /*.

Suivant Phypothese 1, on a pour une emission E0l(P, 0)

naissant en un point P de s et suivant un chemin ~k (fonction
de 0):

dELA(p, 6)
k [Bj Ela

II en resulte immediatement:

Ela(P. 6) E0Ae""|B1?' (2, l)

[BJ represente la concentration du partenaire de reaction,
k le nombre de molecules A rencontrant des molecules B dans

l'unite de chemin avec [B] et ELA unitaires.
Specifions bien que Et A E0 /* ne comprend que les

molecules provenant de E0 et traversant V sans entrer en

Fig. 1.

collision avec des molecules B. ELA ne comprend done pas les

molecules provenant de chocs inefficaces.

Ela (P, 0) represente la valeur de ELA pour une emission

avant lieu en P et suivant un angle compris entre Q et £2 + dQ..

En admettant que toutes les directions sont egalement pro-
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de E0a naissant en P:
babies, nous obtenons une valeur moyenne ELA(P), fonction

Jela (p, 6) da

4rt

\d n
Ela (P) 5

^ (2, 2)

Chaque point de s ayant egale probabilite d'engendrer E0v

(homogeneite de 2>), nous calculons, en integrant suivant p, la

valeur moyenne ELA, pour E0t naissant en n'importe quel

point de V:

JEla (P) iV JdVjELA(P, 0)dß
ELA °— " ^ 4S '2- 3'

J d V JdVjdn
0 0 0

a) Calcul de ELA (P).

D'apres les equations (2, 1) et (2, 2) on a (A' A[BJ)

ELA(P)=^—^ (2,4)

JdQ
0

D'apres la figure 1: X — p cos 0 -f- j/p2 cos2 0 + R2 — p2

(seul signe + car X > 0).

En substituant (R2 — p2) A:'2 ß et k' p cos 0 x, l'expo-

sant — A' X devient x — \/x2 + ß.

En introduisant encore dQ. 2n sin 6d6, l'equation (2, 4)
devient (dx — A' p sin 0d0):

-ft'p

— f E0Aex~V^dx
k p J °A

E
E (P) ^ _ f e^-V^^dx.

LA v ' i 2k p J
2 Tt J sin 0 d 0 fft'p

0
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En posant z — x — /12 + ß on obtient:

_ z2=-fc'( Rip)
L'n

2 z2

et, en integrant:

- dz

En
Er,(P>

Ep,ß ^
zj 4 A' p z

E0a ß

kV-?ln-

4 k' p

*2 E0a ß { z za z"
A I r0 Ol "t" o ol'"' (2, 5)1

4 Ä' p\1
1

2 2
'

3 • 3!

b) Calcul de ELK.

En appelant R — p y et R + p a:, il resulte

n — k' (R — p) — k'y
et

z2 — k' (R + p) — k' x

En introduisant ces valeurs dans l'equation pour ELA (2, 3):

|Eu(P)iV 4 JEla (P) p2 d p

E o 4JXa<P) ?2d?LA v 4/3 TT R3 R3

JdV
o

cette derniere devient, avec l'equation (2,5):

3 Eq,
E- 4W'1 <2'6»

oil I possede la valeur suivante:

2r 0

I — J e~h'X (x — R) dx + Je~k'y (y — R) dy —
R R

2r 0

— k'J e~h x (x — R) (2 R — x) dx + k' J e~h'v (y — R) (2 R — y) dy -

R R

2r

-*'2J Inx (x — R) (2 R — x) xdx +
R

0

+ k'*flny- (y — R) (2 R — y) y dy —
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— k'2

-f k'2

k' x k'2 x2 k'3 x3

37

'3 r3 \
1! '2-2! 373i + -")(*-R)(2R-*)*** +

R

En observant les limites d'integration, on voit que cette

integrale peut etre exprimee de la fa<jon suivante:

2r 2r
— I J e~h'x (x—R)dx + k'j e~h'x (x — R) (2 R — x) dx +

-r k'2 J Inx (x — R) (2 R — x) x dx -f-
0

J(-T? + S1-S + -") (*-R)+ kV
0

En exprimant les termes du deuxieme membre de cette
derniere equation dans leur ordre par I4, I2, I3, I4, de fa^on que

— I Ix + I2 + I3 + I4, nous obtenons les valeurs sui-

vantes:

e~k'x 2r
!i —jpr ^k'x +

0

e-h'x
~~F~

„-2ft'R „-2ft'R t>

__(2*'R + 1)+]1 + R__g
I2 — 3 A-'R^pj- (k' x + 1)

2r
+ 2 R2 e~hx

xx2
2R

0
'

k'2

3 R e~2k'R

2
e

h x (k' x + 1)

3 R
k,

(2 A' R + 1) + k,
2 R2 e,-2ft'R

2 R2 + 4 R2 e~2h'R + £ e~2h R (2 k' R + 1) —
k k *

R 2 k'2 R2
X' X'
T lnx~v

2r

0
3 k'2 R

Ti

T lnx~T2

k'2 Tlnx~v
1 arRi k'x*

:

k'2xt k'3x<s
I

1 4 • 1 2 5 • 2 3 • 6 3 Jo

2n

0

2r k'2 R4

0
~ ~~3~

2r
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T 1-' ^>3 lc'% -r-4 h'% r5
— 2 A'2 R2 — +3-1! ' 2-4-2! 3-5-3! '

Jo

I" k'x5 A'2 .x6 A'3*' 12r
~~ [ XT! + 2-6-2! 3-7-3! + '"jo ~

A'3 R5
24 3 24 2 • 24

1 - 3 - 1 1 • 4 1
1

1 • 5 1

25 3 • 25 2 • 25

2 • 4 • 2 2 -5-2! 1

2 • 6 • 2

2« 3 2" 2-2«
3 • 5 • 3 3 6 3

1

3 7 • 3

k 4R6 [2 • 4 • 2 2 5 2 + 2 • 6 • 2 !j +

r, r 21^ _ 8^ + 2^2. 1

+

On trouve ainsi I — (It + I2 + I3 + I4) en developpant
e

2ft b en Sgrie.

1=lk'R3-k'2Ri + k'3Rb%-i7T7ü.+
3 24 2 • 24

1-4-1! 1-5-1!

- A-'4 R6 (— — I

3 ' 25 2 ' 25
J +\6 2-4-2! 2-5-2! 2 • 6 • 2 !,/ ^

f Ä-.R» (* ?!_ + _LJ! L^!_\
1 \7! 3-5-3! 3-6-3! 3-7-3!/ 1

Enfm, en appliquant 1'equation (2, 6), on trouve E
LA '

E„ E„. 1 — -7- A' R -f A'2 R23,.,d - 7.'2 Ds 3 /25 243/2*
4 ',5LA °A L 4

1

4 \5! 1-3-1
3 • 24 2 • 24

+ 1 4•1 1-5-1

— A'3 R3
3 /26 25 3 25 2 • 25 \
X\6l 2 4 2 ~ 2 - 5 2

~~
2 6 • 2 !/

En associant ä chaque terme en k'n Rn un facteur Fn repre-
sentant le coefficient numerique et en introduisant k' A[B],
nous ecrirons done:

(2, 7)
Ela F,0a ^1 - - A [B] R + F2 A2 [B]2 R2 -

— F3A3[B]3R3 + •••)
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On peut facilement calculer autant de coefficients F que
Ton desire. En particulier, on a:

F= 4; F= 1; F' A; - ; Fn 3 (- 2>" * + 2

5 6 ' 4 35 ' ' n 1

(n + 3)

3
Observons incidemment que R represente le chemin

moyen X qu'une molecule naissant en un point quelconque de s

pourrait parcourir, suivant n'importe quelle direction, avant
de quitter V; c'est-ä-dire on calcule que

V 4rr

Jrf V J X(P, 0)ifi
X 5

y R
v 4tt 4

JdvJrfn
0 u

Ceci permettrait dans certains cas (A[B]R suffisamment

petit) de considerer la valeur approchee:

/rn,? -/([BOlt
EL.V^Eü.ve"Ä[B,X= E0A«

4

II
Calcul de <t>*

RA

On calcule d'abord ®*, et trouve ensuite On, — <I>*
LA RA UA LA

Suivant la theorie cinetique, le nombre de molecules d'une

espece (A) penetrant dans l'unite de temps dans une sphere de

ravon R vaut:

1 [AT lrll 2 r>1T^, / rf R\
®0A Ji ird^ 6 [AJ"17TR"-dT *-)

Pour un element de surface AS de la sphere, on a:

(AS) represente done le nombre de molecules A penetrant

en s en traversant AS dans l'unite de temps. Suivant
l'hypothese (1), on aura done:

®*A (A S, 0) <I>0A (AS) e^[B]x [-^ A S e • e-fttBlx
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0*A (AS, 0) est fonction de X, done de 0 (fig. 2), et represente
la fraction de molecules avant appartenu ä O0a (AS) quittant s

apres l'avoir traverse en suivant X sans rencontrer de molecules

B.

Pour un angle d'incidence (en AS) quelconque, chaque angle
etant egalement probable, on trouve:

e //

Ö

O;a(AS) °-

0 U

c'est-ä-dire (X 2R cos 0):

J c-ft[B]2Rcos0 2 7rsin 0dQ

|[A1AS^6 L" 1 n/2
2 re J sin 0 d 0

ü
<T

v [A] A S -ft[B]2RcosO 2 c[A] A S -

_ _*[B]2r\
12 A' [BJ R o 12 A[BJ R '

7t
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O*
v (AS) represente la contribution de l'element de surface

unitaire AS au 3>*A cherche. Chaque AS possedant le meme

poids, on trouve pour la surface S 47t R2 de s:

* .*• / » r,, 4 T R2
LA ®LA<AS) AS

II en resulte que

_
V [A] 7t R _ -/i[B]2R\

LA " 3ft[B] v '

En developpant l'exponentielle en Serie, on obtient:

** =lc[A1.Ra(t-^P + 22^m2R2
LA g -L-I y- 2 I I

3 1

Mais, suivant la theorie cinetique:

|e[A]jrR2 ^ e • 4 tt R2 ®0A

On trouve ainsi finalement:

®ha |f*it[A][B]R»(l- 22fr[B]R 23/c2[B]2R2
3

1

4
(2,8)

** *

Au cours de ce chapitre, nous avons calcule les fonctions:

1) Ela E (E0, V, [B]), done, d'une faijon generale:

E o
i* TT1' 1— t-ä[B]R+ F2 k2 [B]2 R2 — F3k3 [BJ3 R3 + (2,9)

E0 *

2) O*
v

<I> (<!>„, V, [B]), done, d'une faQon generale:

~ ||/f[B]R- J/c2[B]2R2 + |ift»[B]»R»-...

En introduisant encore l'equation du volume d'un Systeme
elementaire



480 ETUDE THEORIQUE DES EQUII.IHRES CHIMIQUES

done

nous pourrons calculer d'une faijon simple les conditions d'equi-
librc pour une reaction donnee. On analyse d'abord les phe-
nomenes comme nous l'avons montre pour les reactions
A + B AB et A + B C + D et trouvons des equations
generales du type (1, 1), (1, 3), (1, G). En substituant dans ces

equations les fonctions /*, g*, <t>*, par les valeurs correspon-
dantes calculees ci-haut, on obtient les equations pour Fetat e0

representant l'equilibre des systemes proposes.
Nous desirons illustrer ce procede par les deux examples

suivants.

Troisieme Partie

Au cours de cette partie du present travail nous desirons

donner les equations decoulant de la theorie que nous venons

d'exposer et qui expriment l'equilibre pour divers types de

reaction.

I

La reaction A + B AB.

En introduisant les valeurs calculees pour<t>*
4 (equation 2, 8)

et /* (equation 2, 9) dans l'equation (1, 6)

k,
on obtient:

m E0 (l —-|*[B]R + F2A2[BJ2R2 — F3A3[B]3R3 + •

On observe que pour AR [B] tres petit on a

1 — j I; [B] R 4- F2 A2 [B]2 R2 — F, k3 [B]3 R3 -f • •

"
22A[B|R 23 A-2 f BJ2 R2 24A3[B|3R3

|

^ 1 '

3
1

4 5 "
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Le terme constant (ä temperature constante) 2J'^ IvG

correspond alors a la constante de Guldberg et Waage.
Nous obtenons done pour la reaction A + B AB a

l'equilibre l'equation qui suit:

[A][BJ _ K
4

1 — I- fr [B] R + Fs A2 [BJ2 R2 — F3 A-3 [B]3 R3 +
[A.RJ 0 22 A[B] R 23A2[BJ2R2 24 A3[B]3R3

(3,1) 3~! ' 4! 5! +

II
La reaction A 4- B i C + D.

2

Soient g* la fonction de la reaction 1 et /* la fonction de

la reaction 2.

En appliquant l'equation (1, 6) on trouve:

"'iE0a?I.

Kc '"2 E0c /r. •

(Mais E0t E0c; done, en divisant membre ä membre ces

dernieres equations, il resulte:

1 — A,[B] R - F2A!2[BJ2R2
ni j 4

"h 1
"7" A*2[D] R -j~ F2 A*22[DJ2 R2
4

nq C2 A-2

En posant:

2. KG
vL kl a

et

1 — I" *1 [B] R - F2 A32 [B]2 R2 — F3 A33 [BJ3 R3 +
9l "

22 A, [B | R 23A12[BJ2R2 24 A13[BJ3R3
(3' 2'

3! + 4! 5! +



482 ETUDE THEORIQUE DES EQUILIBRES CHIMIQUES

<?2

1 —~k2[D]R + FtV[DPR»-F, A23[D]3R3 +

1
22 k2 [D] Ii 23 /c22[DJ2 R2 2J/r23[D]3R3

(3, 3)

3! ' 4!

l'equation pour l'equilibre devient:

+

[A] [B] 9,
[C] [DJ » ?2

(3, 4)

Le fait qui pourrait surprendre, que cp ne contierit qu'un
terme en [B] et pas de termes en [A] et [AB], provient de la

limitation imposee au debut, c'est-ä-dire [A] et [AB] «[B], Le

cas plus general, ne comportant pas cette limitation, fera l'objet
de la prochaine communication.

Resume.

La theorie que nous exposons propose de considerer un
Systeme ?>' ä l'equilibre comme un ensemble de N systemes s

fluctuant chacun autour d'un etat moyen e0 tel que la reunion
des N systemes s, chacun ä l'etat e0, reconstituerait le Systeme Jf»

ä l'etat d'equilibre. Nous etablissons ensuite pour chaque s un
bilan des entrees et des sorties des molecules de chaque espece,
en nous servant de fonctions de caractere general (Oh, /R, etc.).
Nous calculons encore en detail ces fonctions suivant une

hypothese classique: savoir que le nombre de collisions entre
molecules est proportionnel ä leur nombre par unite de volume.
Finalement (3e partie), nous trouvons (avec la limitation citee
dans l'introduction) des equations d'equilibre semblables ä

Celles donnees par la loi de Guldberg et Waage mais contenant,
ä cöte de la constante d'equilibre, un facteur variable qui peut
tendre vers 1.
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DEUXIEME COMMUNICATION 1

Lors d'ime precedente communication 2 nous avons etabli
les equations relatives aux equilibres des reactions du type
A + B ir AB et A T B .inr C + D en faisant l'approximation
suivante: « le nombre de collisions entre molecules quine peuvent
pas reagir entre elles est negligeable par rapport au nombre des

collisions entre molecules pouvant reagir entre elles ».

L'objet de la presente communication est de calculer les

equations d'equilibre sans introduire cette limitation. On

considere done que chaque molecule peut entrer en collision
avec des molecules de chaque espece. Les calculs porteront sur
le cas le plus general oil se trouvent en presence non seulement
les molecules formant, l'equilibre mais aussi des substances

n'intervenant pas (du moins directement) dans les reactions;

par exemple pour une reaction en phase gazeuse on pourra ima-

giner la presence d'un gaz inerte. Ceci sera notamment le cas

des reactions se faisant en solution.

** *
I. Le flux ®0a.

Considerons le flux <&0a de molecules A entrant dans un
Systeme elementaire s de volume V dans l'unite de temps.

En traversant V ces molecules peuvent entrer en collision
avec des molecules A, B, AB, C, D, etc. ou peuvent quitter s

sans avoir subi aucune collision.
Soient:

la fraction de 3>0a entrant en collision avec des molecules A,
idem, avec des molecules AB,

etc-' idem, avec des molecules C, D, etc.,
la fraction de <D0a reagissant avec B,

etr.

la fraction de d>0A entrant en collision avec des molecules
ineff.

B mais ne donnant pas de reaction.

1 Communication ä la SPHN, seance du 4 decembre 1958.
2 Voir ci-dessus page 457.

Archives des Sciences. Vol. 11, fasc. 4, 1958. 32
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Enfin, si 0*A est la fraction de ®0a quittant s sans avoir
subi de collision, on aura:

<Dn O* + O* 4- O* + + O* + O* + O* (4 1)0A -»A ~ -»AB ~ -»C ~ ->-B ' -»B LA I > >

ineff. eff.

A la suite des collisions ®^A, <lC.B, 0^c, etc., on aura
ineft.

des molecules A se trouvant en un point de s (chaque point
ayant egale probability) et partant dans une direction (chaque
direction ayant egale probability). Ces molecules A peuvent
done etre considerees comme une emission, que nous appelle-
rons emission induite Eind en indiquant par lä qu'il s'agit de

molecules A ayant appartenu ä l'ensemble O0a.

Eind. + + K f4' 2>

eff.

En plus du comportement de Eind nous devons etudier
celui de E0. Done tout le probleme se reduit ä un calcul des

emissions.

II. Calcul (Tune emission quelconque E (Emd ou E0).

Comme dans le cas de ®0, une partie de E, soit E* quittera s

sans avoir subi de collisions avec d'autres molecules.

K e • /;.

L'autre partie de E, soit E — E* E* E • /* sera

entre en collision avec des molecules A, AB, C, etc. et B en

formant avec une partie de ces dernieres le produit de reaction

AB. On aura done:

E: E /; +e
-A

/r e-/ + E • /B
eff.-?

+ b E - E • L

oil en general E • /* represente la fraction des molecules A
-»-A:

de E entrant en collision avec x.
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En ecrivant encore:

i7 J' i7
1 /* Iim — 1 /*E • / E • —' r + E IrIt, m-+ B TO -+B

coll. efT. coll. ineff.

on aura x

,• ,« | ,» ,• .to — If' 1 /' ,<
/n - -'R +/R + /R E H {R + -{R - 1 — /L •

-> A -*AB —^ C nl m

Les molecules E /*R + E/*R + E/*R + + — E/'R
—A —> AB ->B

constituent ä leur tour une emission de molecules A, soit E';
on peut done ecrire:

Une partie de E' engendrera une emission E" en entrant
en collision avec des molecules sans pourtant aboutir ä une

reaction, et ainsi de suite.

Tableau 1.

D'apres les valeurs de ce tableau on calcule:

1 l/to coefficient de Boltzmann.
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On obtient ainsi:

DES EQlll.IHRES CHIMIQÜES

(E + E' + E"

E - /* EV(i _1 f --/**'Wi'11,. 1\ TO B- L
1 0

et

v-i '"/>V E* -- E •
L

/n + mk

H E* represente la fraction totale des molecules E quittant s

dans l'unite de temps.

III. Calcul des emissions ayant lieu en s.

Nous pouvons maintenant calculer les deux valours sui-

vantes:

*) Ela E0A •

mK
(4, 3)

/ R + "l /L

(molecules A quittant s et provenant de la decomposition
de E0 m

t^mps);

de E0 molecules AB ä l'interieur de V dans l'unite de

tn /.
b) ELilld ^i,ld1 J9 I i9/r - m /L

Eind represente la fraction des molecules A ayant appartenu ä

OÜA et qui subissent une premiere collision avec d'autres
molecules sans aboutir ä une reaction.

D'apres l'equation (4, 2):

E- On — O* — O*mil 0a la -~ii
ell.

On aura egalement:

.»» 1 m — 1 T«O — O — O^B TO
'

TO

coll. eff. coll. Iiieff.



ETUDE THEORIQUE DES EQUILIBRES CHIMIQUES 487

En introduisant encore ®0a — O*
A

O*
A il resulte:

E. ®* — — ®*
md ra m -*b *

Cette valeur, substitute dans l'equation (4, 4) fournit:

ELi,H, (K, - I "/l <4, 5)
L V ,n /R + m /L

-* B

IV. Equation generale pour une reaction du type A + Ui^rAB.
On applique l'equation (1, 1) sous la forme

®. E +2®OA LA ' LA

S<I'LA represente la somme de toutes les molecules ayant appar-
tenu ä l'ensemble <1>0a et quittant s dans l'unite de temps, done:

SO ®* + E
LA LA 1 LAind

En combinant ces deux dernieres equations, on a:

®0A Ela V <a + ELAind •

En substituant les equations (4, 3) et (4, 5) dans cette der-

niere, il resulte finalement:

<,-tl + <3 •/! (4,6)
—* B

V. Calcul des fonctions <I>BA, f'R et /*.
->R

Nous reprenons l'hvpothese dejä formulee au cours de la
communication precedente, voire: «Le nombre de molecules

d'une espece qui (en un point donne) entrent en collision par
unite de chemin parcouru est proportionnel au nombre des

molecules arrivant en ce point et ä la concentration des parte-
naires de collision. »

Nous ecrirons done:

d®* (AS, 0)
k (iq [A] + a2[B] + CI3[AB] +

+ a.,[C] + ••) ®*A (A S, 0)
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cq, a2, etc. representent les rapports entre le nombre de
molecules A rencontrant B, A, AB, C, etc. dans l'unite de chemin

parcouru avec [B], [A], [AB], [C], etc. et <1>*A (AS, 0) unitaires,
et le meme nombre se rapportant ä une espece de molecules
determinees pour laquelle le coefficient a est unitaire. Dans

notre cas, etant donne que c'est la reaction A + B -»• AB qui
nous interesse, nous avons avantage ä fixer k de sorte que le

coefficient de [B] soit unitaire, done a2 1. Alors k reprcsente
le nombre de molecules A rencontrant des molecules B dans

l'unite de chemin avec [BJ et O*
A

unitaires. Les valeurs de ces

fonctions ai dependront des diametres de collision des molecules
et d'autres facteurs (charge des ions, par exemple). Nous les

supposerons constantes pour l'instant, quoique ceci ne soit pas
rigoureusement le cas, surtout dans les solutions assez concen-
trees d'electrolytes.

En exprimant par

r SaAi] [B] + fll[A] + a, [AB] + a4 [C] + (4,7)

nous pouvons ecrire:

d<t>*A (AS, 6)

d A
k roLA(AS, 6)

En elTectuant le calcul comme precedemment decrit x, on

trouve:

®HA
3

" * "[A] r B3(^1 - =-f k r R + k21'2 R2 — ...J

En observant encore que la valeur entre parentheses vaut

1

2 V (— 2 A- T R)n •

{n + 2)
n=0

on ecrira:

Kk 4eft7T[A]rR».2^(-2ftrR)n7—i^rr- (4-8)
n=0 + '

1 Loc. cit.. deuxifeme partie.
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De fa^on tout ä fait analogue en posant

d ELA(P, 6)

d X
1TB,

il resulte:

i — | k r r + f2 k* r2 r2 — f3 k3 r3 r3 +

n=0 '
(4,9)

E • /* represente la fraction de E qui entre une fois en

collision avec une molecule de l'une des especes comprises
dans r. La fraction qui entre en collision avec une espece
determinee i sera

ai [i]
E /b - E • /R Y

II est d'ailleurs evident que:
*

,• aiIlJ /r r n ,•/r Z-l p p ai[ll fR •

De fa?on analogue:

«* _• [^1
(j) <x> _—-ii R r

(4, to)

(4, 11)

VI. Equation (Tequilibre pour une reaction du type
A + BirAB.

En considerant les flux et emissions du compose A, le

compose i sera B, le partenaire de reaction de A. Dans ce cas,

a, etant pose egal ä 1, il decoule en introduisant les valeurs

(4,10) et (4, 11) dans l'equation (4, 6):

TB] [B] „®ra/R T^ + ^ra-^/L toE»/L •

Mais /* + /* 1, done

[B] T, ,*
®RAy mE0fh (4, 6 bis)

1 Voir la note de la page precedente.
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Finalement, cette derniere equation donne avec les equations

(4, 8) (4, 9) et (1, 2) (R3 3a : 4 [AB]):

V (_ 2 k V R)" JL±-r
[A J [B] 'Im E0 3 n=o (n + 3)

[AB] e k a 2 00

Y (— 2 k T R)''
n 0

Observons que V [AB] a represente le nombre de

molecules AB dans s — — — est la fraction de a se decom-
a tri!

posant en A + B par unite de temps.
En posant:

K«ü v k »ij
iTR Y.

V t ~\n n 2

3-0 " ("-r3»!
(z) 9 00

12) (4, 13)
Y (-2S)«-
n=0

(4, 14)

on obtient linalement:

[A] [B]
[AB] KgTU) ' 15)

C'est sous cette forme que nous appliquerons et verifierons

au cours d'un prochain travail la loi d'equilibre enoncee.

VII. Equation d'equilibre pour une reaction du type
A + BirC + D.

On procede exactement comme nous l'avons decrit dans la
communication precedente, en appliquant ici deux fois l'equa-
tion (4, 6 bis).

f; m^si; <CT7 »*E0c/;; E0a E0c
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En introduisant les equations (4,8) et (4,9) on trouve:

m2 vx kl

(4, 17)

Resume. — La theorie recemment exposee sur les equilibres chi-
miques a ete generolisee en admcttant que chaque molecule peut
rencontrer des molecules de chacune des especes presentes. Les
i'orniules decrivanl l'equilibre pour les reactions du type A + B £ AB
el A -f B A C + D ont ete donnees.

Universite de Geneve.
Ecole de Chimie.

[A] [B] Tfr,)
[C][D] g^(z2)

(4, 16)
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